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重力場で の 拡 散方程式 の 解 とそ の 特性

1． イ ン パ ル ス 応答
＊）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　宮崎大 ・工 ・応物　　餌　取 　寛　次

　　　　　　　　　　　　　　　（1981年 6月 3 日受理 ）

　 ア ブ ス トラ ク ト

　重力 に 基 づ く非定常速度 を有す る 粒子 に つ い て ，そ の 粒 子 数密度 の 拡散方程式が Fourier 変

換 を用 い て解か れ ，そ の 結果 イ ン パ ル ス 応答 と して の 解 が 見 出 され る 。 更に こ の 解が重力場を

無視 し た従来 の Gauss分布解 と 比較 され，そ の
“

ずれ
”

の 項 に 簡単な 統計的評価が 与 え ら れ る。

　 §1． 序

　ラ ン ダム に 運動 し て い る 多 くの 粒 子 の 非定常 な ふ る ま い は ， 確率論的定式化 の Taylor展 開

に 対す る近似的取扱 い か ら，Brown 運動 に 対する数学的 モ デ ル と し て 一般的 に 拡散 方程式 に よ

っ 七示 され て い る。すな わ ち，大気中で の 気体分子 や結晶固体中で の 原子 の 拡散は ，そ の 研 究

の 多くが従来か ら重力 の 影響 を考慮 し ない 形 で 扱 わ れ ， そ の 典型的な分布 は瞬間的 な点源 に対

す る もの と し て，Gauss 型 と し て示 され て い る『
4）

重力場 に お い て ，粒子が そ の 重力方向 に あ

る非定常な速度を有し な が ら 同時 に 拡散 し て い くと い っ た 実際的問題 に つ い て は ， そ の 詳細 な

検討 が殆 ど な され て い な い 。

　こ の 重力場 で の 粒子 拡散 を取扱っ た初期 の 例は ， Langevin方程式 に よ る粒子 の Bro   運動を

扱 っ た Chandrasekherに よ る もの で ， そ れ は S皿 oluchowski の 式 に基づ く解析 で あ っ て，重力方

向 へ の 粒 子速度 は
一

定 と し た簡単化 に よ っ て な され て い るZ）そ の 他に も幾 っ か の 解析的検討 に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 6〜8）
よ る報告が あ る が，それ ら の い ずれ に も粒子 に 及 ぼ す重力 の 影響はあ らわ に は 扱 わ れ て い な い 。

　今回 の 報告で は， z 方向 で の 重力 に 基づ く粒子 の 非定常速度項 を含む一次元拡散方程式 に っ

い て ，そ の イ ン パ ル ス 応答 と して の 解が Fourier変換
9）

に よ っ て容易に 得られ る こ と を示 し，

こ の 解 の Gauss分布解か ら の
“

ずれ
”

に 対す る各定数 （重力加速度 y ， まさつ 抵抗 r 及 び拡散

定数 D ）の 関係及 び こ の
“

ず れ
”

に 対 す る 統計的見地
10）

か ら の 簡単な評価 を解析的 に 検討 し た

もの で あ る号
）

ETORI ，　Kanji

＊ ） 本稿 は 「衝撃工 学，宇宙 ・特殊 環 境工 学 シ ン ポ ジ ウ ム 」 （東大 宇 宙研 ，1979年 9月 ）にお い て 発 表 し

　 た 内容 を更 に書 き改 め た もの で あ る。
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　 § 2　重力場 で の 拡散方程式

　質量 π の 粒子 に 対 す る任意時刻 t で の LangeVin方程式，任意の 位置 z に お い て Fick の 法則に

基づ く粒子流 」（z ，t ）及 び 粒子数密度 ρ （z ，の に対す る連続 の 方程式は，そ れ ぞ れ 次 の よ

うに 与 え られ る碧

　　　　　　謬
‘L

・
・

v ・・）
一

・ ・
＋ R ｛・） ・　　　　　　 （2・・）

　　　　　　」 （。 ，、）．
。 （z ，，）．。 （、）− D

∂・（・ ・t ）
，　 　 　 　 （2．、）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂z

　　 　　　　 ∂ρ （z ， t ）
　　　　　　　　　　 十　divJ

「

（z ，t ）＝0　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）
　 　 　 　 　 　 ∂t

た だ し ひ ω 及び R （t）は，重力方向 に お け る粒子 の 速度及 び周囲媒体が粒子 に及ぼすラ ン ダム

な力 を示す 。

　上記 （2．1）〜 （2．3）式 で r 及 び D は一定 と仮定 され て い る の で， ρ （z ，t ）ec対 す る拡散 方

程式は重力揚 の 影響 を v ｛t）に 含め て 次の よ うに 示 され る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂
2
ρ （z，t ）　　　　　　 ∂ρ （z ，t）　　 　　　　　　　　　　　　 ∂P （z ， t ）

　　 　　　　　　　　 ＝ −
vtt ）　　 　　　　　　　　　　　　 　　　　 十 D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂z2　 　 　 　 　 　 ∂t　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　− CQ 〈 z ＜ QQ ，　 t＞ 0　　，　　　　　　　　　　　　 （2．4）

た だ し v （t）は z 軸 とθの 角 を な す粒 子 初速度 Vo と し て （2ユ ）式 か ら

　　　　　　。 ω 一 v
。

CDS θ
・

exp ←
Z ・t ）

一
（

mg

〉〔・．
一

、exp （一
「
の 〕

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m 　　 　　　　 r　　 　　　　　　　　 　　 m

　　　　　　　　　＋
上 〆。 （t

’

）．・．。xp 〔
⊥

（t
− t ・

））　dt 　 　 　 （、．5）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ηL　 O　　　　　　　　　　　　　　 m

に よ っ て 与 え られ る も の で あ る。

　 §3 解

初期及 び境界条件 と し て デ ル タ関数 δ （z ）を用い る と

　　　　　　p （2，0 ）＝ ρo
・δ（z ＞　　　 ρo

：初期粒子数密度　，　　　　　　　 （3．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂ρ （z，t ）
　　　　　　ρ （± 。 。 ，の ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ 0　　　　　　　　 （3．2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂z
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z

−→ ± oO
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　　　　　　　　　　　　　　　　　 重力揚 で の 拡散 方程 式の 解 と そ の 特 性　1．

Fourier 変換 に よ っ て （2．4）式 は

　　　　　　禦
斥，t）一一　　〔k2D ＋　ikv ‘t）　〕　−6（k−t ）

ただ し β儒 の は ρ （z，t ）の Fourier変換 で あ っ て 次 の 式 で 定義 され る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　β（k，t ）＝ ∫ ρ （z ，t ）・exp ← ik ・ ）a ・ ，　 k ：実変数
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一QQ

　 （3．1）式 の Fourier 変換 と （3．3）式 の 積分か ら

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

　　　　　　βM −
… exp 〔

一k2Dt 一
輔

『
v （・）・dt〕・

し た が っ て （3．4）式 に 対 す る逆変換か ら

　　　　　　・ （・ ・t ）暖 卓（… ）・・ xp （i・・ ）Clk

　　　　　　　　　　
一釜・

・xp 〔一毒 （・
一
る  （t

・
）…

’

）
2

〕

　　　　　　　　　　・ t：・ xp ｛一〔・・VibZ
−
　一

，諭（・
− f

。

‘

　・ 1・’

・　・… ）〕
・

｝dk

　　　　　　　　　　　蠢
・
exp 〔毒 （イ ・ （t

・

）・at’

）
2
〕・

イ ン パ ル ス 応答

（3、3 ）

（3．4）

（3，5）

　．（2．4）式 に 対 す る イ ン パ ル ス 応答 と し て の 解は上式に よ っ て 与え ら れ る もの と考 え る 。 定常

解 ρ ‘z ）は， （2．4）式 の 定常形 に v （t）＝一
　my ／r （t → 。。 ） を与 えれば容易 に 求 め られ ， カ ノ ニ

カ ル 分布 に よ る立揚で の 検討 と比 較 し て 直 ち に Nernst−Einstein の 関係式 が 与 えちれ て い 者
’”7）

　　　　　　・ ‘・）一… exp （
　 mg−

　　 　 z

　　rD
）

　　　　　　D ＝ kT ／r ， r ＝ 6 π γ η　　　 r
．　
：粒子半径　　　　　　　　　　　（3．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 η ：周囲 の 粘性係数

　 §4　解 に 関す る考察

　（2．5）式 で 与え られ る v （t）を ， 集団平均 〈 　〉 に よ る部分 Vo　Ct）及び ゆ らぎ の 部分   ω とす

る と

　　　　　　v 〔t）＝ 〃
・
（t）＋ ηω ・　 v

・
Ct）一〈 v （t）〉 ・ 　 　 　 　 　 （4・1）
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た だ し

　　　　　　v
。
（t）・ ・　，

。

’
… θ・・xp （

一一L　t ）
一
（
亙

）〔1 −
exp （

一一ll　t　）〕 ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m 　 　　　　　 r　　　　 　　　　　 　 m

　　　　　　労ω 一÷毛
孟

・（t
’

）・x ・ ← ÷α 一t’

肋
’

・ ・ v
，
（・）〉 一 ・ ・

拡散 へ の 寄与 は ひo の の み で あ る と して ， （3．5）式 の り ω に ηo の を代入す る と

　　　　　　禦 一 詰 砿 ・ ・÷ 蒜 〔v… s …
一

脚 （
一
÷の・

　　　　　　　　　
一

・gt（・÷ ・一
・xp （一号）））〕

　　　　　　　　
一
纛（3）

2

〔v
・
・c ・ s θ（・

−
exp （−i

‘

））

　　　　　　　　
一

・t （・
− 2！

（・
一

。xp （
一「t

　　　rt　 　　　　　 　　　 m
）））〕

2

｝・

　 rtfm を無次元化時刻 の 基準 と し て ， （4．2）式 は そ れ ぞ れ次 の よ うに近似され る。

ρ （z，t）

　 ρe 媛 瑟
exp 〔÷ 劣

s θ
・

・
一萼

θ

・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r ‘
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，一《 1 ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

・

，纛 exp 〔

　　　　2
−

、b，

一
，7／（・ ＋ 罪の〕

　　　　　　　　　　　，並 ＞ 1t 》
”
・
c°s θ

。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 フπ 　 　 　　 　 　 　 　 9

（42 ）

（4，3）

（4．4）

粒子 の 重力方向 へ の 速度を無視す れ ば， （3．5）式か ら直接に従来 の Gauss分布ge1　
一”4）

ρ。 （z ，t ）

が得られ る。

　　　　　穿
）
一羸 ・即 （一義）・ v ・t）一 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Vo ； 0，　　g ＝ 0　）o 　　　　　　　　　（4．5）

　（4．2）式 で Vo
＝0 とす る と， （4．5）式 と の 比較 に よ っ て 自由落下 で の 拡散 に 対す る重力 の 影

響が求め られ る 。した が っ て ，両式 の 比 の 計算結果 を図 1 に 示 す 。
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O
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N

＜
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　 Q〜δ

重力場 で の 拡散方程 式 の 解 と そ の 特性　1． イ ン パ ル ス 応答

％

q 冫
δ

4σ

0 　　 2・5　　 T 　5・0

図　 1，

O ．冖

　

　

　

　

の．
O

肇．
。

喚
＼（←．
N

ζ

0

図　 2．

2，5 T 　5 ρ

こ の 場 合 の 計算 の 基準と して ，位置，重力及 び時刻の そ れ ぞ れ 無次元化量と し て

」；rJ7
−
GIIbiS

’
／（ ）・

・ 一 ・… G − 9 ・

3
／（r3D）及び r − r・／・ … よ ・ て 与え られ ・ ・

さ ら に 分布 の 立上 り特性 を示 す た め に ，（4．2）式 と （4．5）式 で の z ＝0 の 値 と の 比 が図 2 に

示 され る。

　こ れ らに よ ると，図 1 で は G の 増加 に 伴な っ て Gauss分布か らの ずれ と減 衰度が 増す こ と が

認 め られ ，同様 に 図 2 で は 立上 りが早 くな りそ の ピー
ク が低 くな っ て くる の が認 め ら れ る 。こ

れ ら の ずれ を評価する た め に ， ρ （z ，t ）の 統計的平均 の 位置を 〈 z ＞ で定義 し，重力場を考慮

した場合を＜ z ＞ヤ考慮 しな い 場合を＜ z ＞ o で 示す と ， （3．5）式 か ら直接 に また は （4．2）及 び

（4．5）式 か ら

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 co

　　　　　　〈 ・ 〉
。

一
工． ．

… （… ）dz ／t． ．

・ （・・t＞az

イ ・ （・w

一 （
！

）
2
・
．9 〔1 ユ

、
一

，xp （一．Lt ）〕，　 v
。

一 ・

　 　 r　 　　 　　 　　 　 m 　 　　 　　 　　 　　 　m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 v （t）→ v
 
（t）

乞 0

廻 ＿型 オ

　 　 r

，
r− t 《 1　 ，
肌

1t 《 1，，
m
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　co

　　　　　 ＜ z ＞
。

J ：∫ z ・P
。
（z ，t ）　 az ／∫ ρ。 （・・t）dz

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −QQ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −OD

；0　 。 （4．9）

　（4．6）卑は，ま さに 粒子 の 拡 散 に お け る平均的位置 の 重力 に よ る
“

ず れ
”

を示 す 。

さらに 分散 〈 （dz）
2
＞ は

〈 （d ・ ）
2
＞

，

一〈 z2 ＞
，

一
（〈 ・〉

。
＞
2

　 　 　 　 ＝2Dt

　　　　 ＝＜ （Az ）
2
＞o （4．10）

と な り，重力場 に 無関係に両者が等 しい こ とが 理 解 さ れ る 。

　　残され た 問題 と し て

a） ス テ ッ プ や 周期 波入力 に 対 し て （2．4）式 が解析的に ど う解け る か 。

b） R （t）を考慮 し た 場合 （また は Vf （t））は ど うな る か 。

c） ρ （z ，t ）の 相関 に つ い て ， ラ ン ダム プ ロ セ ス と Markoff プ ロ セ ス の 各 々 に 対する場合 の 解

析結果 か ら，Gauss分布 （重力無視 の 場合 ）に よ．る もの か ら の
“

ずれ
”

は い か に 表わ され る か ，

等が考えられ る。
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