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8一バ ー
テ ッ ク ス モ デ ル と XYZ モ デ ル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　東北大 ・工 　桂 　　重 　俊

　　　　　（1982 年 7 月 13 日受理 ）

は じ め に

　 1971 年に Baxterは 2 次元 の 8− vertex モ デル の 自由エ ネル ギーを転送行列の 方法で 求め た 。

こ の モ デ ル は特殊 な揚合 として Ising モ デ ル ・dimer モ デル ，
　 ice モ デ ル ，

　 KDP モ デル ，
　 F モ

デル 等 を含む一
般的な モ デル で ある 。 また Baxter は こ の 転送行列 の 固有 ベ ク トル が Heisenberg

モ デ ル の
一

般化で あ る 1 次元 XYZ モ デル の ハ ミ ル トニ ァ ン の 固有 ベ ク トル に な っ て い る こ と

を示 し ， これ か らその 基 底 エ ネ ル ギーを求め た。

　 Baxter の 論文は
“
amasterpiece 　of 　 19th−century 　mathematical 　 analysis

”
と も言 わ れ

て い るが ， む しろ
“

amasterpiece 　of 　20th−century 　mathematical 　physics
”

と言 うべ きで

あ ろ う。 Phys 。　Rev ．
　Lett．の 論文

34 ）
は勿論 ，

　Ann ．　Phys ．の論文
1’2）も省略されて い る部分が多 く，

孤峰 と し て 聳 え た まま登 山 をす る人 は 少 なか っ た 。 し か し最近量子 逆散乱法 が脚光をあび る に

至 っ て ， 8− vertex モ デ ル あ る い は 1次元 XYZ モ デ ル が そ の 例題 と して しば しば誌面 を賑 わ

す よ うに な っ た 。 Takhadzhan −Faddeevの 解説
5）
を参照 に しなが ら ， 10 年前読 も うと思 っ て 途

中でや めた論文 をもう一度読もうと思い た っ た所以で ある 。 今度東京工 業大学にお い て 「ス ピ ン 系

の 統計力学」 と題 す る集 中講 義を行 な っ たが ， 8− vertex モ デル の 話 も加 え る こ と と し ， こ れ

を機会に そ の ノ ー
トをま と め た 。

　本稿 を草する に 当っ て E．Barouch ， 和達三樹 ， お よび 同研究室 の 方 々
， 広池和夫 ， 守田徹 ， 鈴

木増雄 ， 宮下精二
， 小 口武彦 の諸氏

6’7）
か ら多くの 御教示を頂い た こ とを記して 厚 く謝意を表す る 。

§1． 16−vertex ．モデル
， 8 −vertex モデル ， 6 −vertex モ デル

　 2 次元 の 正 方格子 を考えて 各格子点間を結ぶ bond に上向 ， 下 向 ， また は 左向， 右向 ， の い

つ れ か の 矢 をっ け る 。 各格子点 とこ れ に入 る 4 本 の bond を見 る とこ の 格子点 に は 16 個 の 状

態が ある 。 こ の 各状態に el
，

e2 … e16 の エ ネル ギーを割付け た モ デル が 16 −
vertex モ デ ル

で あ る。 こ の 16 個の 配置 の うち 1 つ の 格子 点 に奇数本 の bond が入 る状 態 が 禁止 され る とす

＊　KATSURA ，
　Shigetosi
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る と （eg
，　

elo − 7
　e　16

＝ 。 Q ）可能な状態 と して 8 個の 状態が許 され る 。 こ れ が広義 の 8 − vertex

モ デル で あ る ・

一つ の 格子点に対 して 4 つ の bond を反転 した もの と， もとの もの の energy

が等 し い とする 。 （el ＝ e2
，　e3 ＝ e4

，　 e5 ＝ ε6 ，　e7 　
＝

　E8 ）（こ れ は zerofieid の 条件で あ る。）

これ が狭義の 8 − vertex モ デル （Baxterモ デル ）で あ る 。 こ の 内 4本 と もvertex に 向 っ た も

の
， 4 本 と もvertex か ら出 る もの を除 くと （ε

7
＝ ε

8
＝ 。。 ）可態 な状態は 6個 とな る。これ が

6− vertex モ デ ル で あ る 。 そ の うち KDP モ デ ル と い われ る もの は Takahasi
，
　Lieb に よ る強

誘電体 の モ デル で あ る髦本稿で は 狭義の 8vertex モ デル を単に 8− vertex モ デ ル とい う 。

　8− vertex モ デ ル の
一

つ の 配置が 与 え られ た と き各格子点 は ε
p

… es の 何れ か の 状態 をと

る。系全体 で ε
グ

の エ ネル ギーを もつ vertex の 数 を丐 とすれば 系 の 状態和は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8

　　　　
z

・・N
＝ Σ　exp ［

一
β
、
ζ、幣 ］

で 与え られ ， 1格子点 当 りの 自由 エ ネル ギ
ーf は

　　　　
一

β∫一

識 六 ・・gz ・MN

　 　 　 　 　 　 　 N −→09

で与 え られ る。こ こに M ， N は結晶 の 縦お よ び横の 格子点 の 数で あ る 。

　各状態の Boltzmarm 因子 を

　　　　 v ．＝ e
『ff　S

’

　 　 　 　 ノ

　 　　 　 〜ノ1　
＝ 〜ノ2　　　　V3 ＝

　V4 　　　　　V5 ＝

　V　6　　　　V7 ＝
〜ノ8

と し

　　　　・ 1
−

−1’（V ， ＋ V7 ） V
，
一÷（V ，

−
V ，）

　　　　・
・

一 去（V 、

−
V 、） V4

− 1（V 、
＋ V 、）

とお く。

（Ll ）

（1．2）

（1．3 ）

（1．4 ）

　こ の 系 の 状態和 Z は WvWz ，w3 ， ω 4
の 関数で あ る が （1，2

，
3

，
4 ）の 任意の 置換 （i， ブ， h ，

1）に対 して Z （w
’
1・　 w

・・ w
・ ・ w ・）− Z （± ・

i
・±

聖
± w

、
・± w

、
）が成立 つ （F ・ − dW ・

1970 ）。

　3 節以下で こ の 系の 状態和 を転送行列 を用 い て 求 め る こ と を考え る が ， そ の 前 に 先ず Ising

モ デル と の 関連 を考えて お こ う。

1）　RL　J．　Baxter，　An 皿 ．　Phys．70　（1972）　193− 228．

2 ）R ．　J．Baxter
，
　 Ann．　 Phys．70 （1972）323− 337．

＊　Slaterの 求めた Curie点が exaCt で あ る こ と を Takahasi が証明 し，
　 Lieb が exact な状態和 を与え た 。

一384 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8一パ ーテ ッ ク ス モ デ ル と XYZ モ デ ル

3 ） R．・J．　 Baxt・ら IEhy・．　R ・v ．　 L・tt．26 （1971）832＿833．

4 ）　R．J，　Baxteら　Phys．　Rev．　LetL　26 （1971）834．

5 ）LA ・ Takhadzh｛m 　 and 　L 　D・Fadeev
，　 Uspekhi　Mat．　Nauk 　34 （1979） 13− 63； Russian

　　Math ．　Surveys　34　（1979）　11− 68．

6）和達三 樹 ， 十瀦 ， 打灘 ， 阿久藤 弘 ， private　 communication ．

7）馳 和夫 ， 守田徹 ， private　 communication ．

§2． 8 −vertex 　rhodel と llsing 　modeI

　Ising　model にお い て
一 つ の ス ピ ン配置が与 え ら

れ た とき各 unit 　cell の 中心 を結ぶ 裏格子 を作 る 。

こ の 裏格子 にお い て ある bond を考 え ， そ の 両側の

表格子 の ス ピ ン が異符号 の とき実線 ， 同符号 で ある

とき点線で 結ぶ 。各実線に上 または 右向きの 矢 ， 点

線 に下 また は左 向きの 矢 をっ け る と こ の 裏格子 は
一

つ の 8 − vertex モ デ ル の configuration を与 える 。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Fig．1

裏格子 の 各 vertex に その vertex を と りか こ む表格

子 の 4 つ の ス ピ ン の 作 る ク ラ ス タ
ー

の nearest 　 neighbor 　bond 　 4 本 に よ る エ ネ ル ギー の 半分

と second 　neighbor 　bond 　2 本 に よ る エ ネル ギー をわ りつ けれ ば こ の lsing　model とこ の 8

−
vertex 　model は 同等 とな る

。 水平方向，垂直方向の energy をノ ， ノ
「

右斜方向 ， 左斜方向 の

energy を f ”

， ノ
 

と した とき の vertex 　weight は Fig．2 の よ うに な る 。 （first　neighbor の

エ ネル ギー を半分 に し た の は とな りの vertex に よ っ て 2 重 に数え られ るか らで あ る 。）逆に一
っ

の 8− vertex 　mode1 の arrow 　configuration が 与え られ れ ば Ising　model の ス ピ ン config −

uration が定 まる 。 但 しす べ て の ス ピ ン を同時 に反転 した もの も同 じ 8− vertex 　mode1 の con −

figurationに対応する の で 2重 の 縮退 が ある 。

　 こ の 8− vertex モ デル は Baxter の とい た モ デル の カ テ ゴ リ
ー

（v1 ＝ v2
，　v　3

＝ v4
，　v．

5
＝ v6

，

v7 ＝ v8 ）に 入 らない が nearest 　neighbor の 相互作用 ！ ＝ ノ
1 ； O とする とこ の 条件 をみ たす 。

f ＝ J ノ ＝ 0 と した表格子 は nn が」 ”

，
　Jnv で あ る 2 つ の 独立 な Ising模型 の 重ね 合わ せ で あ る 。

8− vertex モ デ ル の転移温 度は

　 1

＋ 1＋
一一一ir −−

　 9

一
1

鹽… ］土
o　　　 尋

十 。 十 ， 十
　 辱

二
曽一．

1　　　 脚

十 r 十 ， 十
｝

一
曽一冖
｝

｝卩一

十
1　

　　1 −
1 土

一
1

十 1 一 十

一 十
一一一

： 書

十 1 十
哮

l　　　　 l

十 辱 十 1 十
l　 　 l l　 l

　 　 ぴ　　　 1
　 　 〒 　1 −　　｝

一

一 1 − 「二1卞

W
、
一壱（V

，
＋ V

，）・ W
，
− 1（V ，

−
V7 ）・ W

、
一去（v 、

一
・

、）・ ・
、
− 1（Vl ＋ V

、）
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v7t
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半
一
昌〔

一
了ナゴープなy

”

）
e

　
一
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来
　 　 　 コ

　　巨P（
唱
丁

り

→ 」り

　　ePJv

」

1
」

’

／
」
”

Fig．2

＼

ゴ
’

図
」

亨

と し ， Wi を大き さの 順に 並 べ か え て

　　　　wl ＝ first（ω
1 ，　ω

2 ，　w3 ，　w4 ）

　　　　ω毒＝ second （Wl ，
ω

2 ，
ω

3 ，
　 w4 ）

　　　　 w 毒＝ third （Wl ，　w2
，　w3 ， ω 4）

　　　　 w 茸＝ fourth　（ω 1 ，　w 　2 ，
　w 　3 ，

　u，4）

と した とき 婦 ＝曜 で 与 え られ る （証 明後述 ）。 上 例で ノ
”

＝ ∫
”

とす る と ω 1
＝ ch 　2K ，

　 w．2
＝ ＝

sh 　2K ，　 tc’3 ＝ 1 ， ω 4　
・ ・　O とな り T ＞ TC ，　T 〈 TC の 何れ の 場合 も TC は sh 　2k ； 1 で 与え られ

る 。こ れは Kramers ・Wannier −Onsager の 値 で あ る 。 な お も との 格 子 に 4 体力 が あ る 場合

Boltzmann 因子 は exp （一βノ4
σ
1

σ
2

σ
3

σ
4）とな る が 1 〜 8 の 配置 に対 して こ の 因子 は Fig．1 ・

に示 す よ うにな り ， こ の とき も Vl ＝ V2 ，　 V3
　
コ・

　V4 ，　 V5 ＝ V6 ，　 V7 ＝ V8 は み た され て い る か ら

1 ”

，
！ ”

をもっ 2 層の Ising モ デ ル が 4体力の 相互作用 で つ ながれて い る モ デル も厳密に とけ

る 。

§5． 8−vertex 　 model の 転送行列

　 NxM の 8− vertex モ デ ル を考 え る。各 bond につ い て 矢の 向が上 向の とき α ＝ 1
。 下向き
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の と き Ct・＝
− 1 ， 右向きの とき r ＝ 1 ， 左 向

き の とき r ＝− 1 とす る 。 第プ行 と第ブ＋ 1

行 の 間の bond の 垂 直な矢 の 任意 の 配置 を

　　　　｛♂｝一 ｛at1，　 Ct
，，

…
嗣 （3．1）

とす る 。

　
一

っ の 格子点 をめ ぐる配位は そ の 点 の 下 の

bond α
， 上 の bond 　 a ’

，左 の bond 　r ， 右

の bond 〆 で表わ され る 。 矢の 向きは混 同 し

や す い の で 以 下入 る 矢を実線 ， 出る 矢 を点線

で示 す 。 （各の vertex に つ い て の み 可 能な

記法で 結晶全体に つ い て の 記法で は な い
。 ）

i＝ M

」＋ l

i

亀

二

，
a

屑 二 ln ＝ 2．

Fig．3

｛婿

　1試ユ1
　｛dl

’

ま

n ＝N − 1 γ量昂 厚

十 十 予 華 十 十 十 傘

i＿ ．．．L 」 ＿ 　 i
「　　l　 i　　　　　　　　　　　

一

下

　

　

　皿尋 一，一一｝

十
4

ー

　

弓
覧

　

窪
　

−

賦

賦

ざ

γ

1

1

1

1

「

　

「

1

1

1

1

［

「

1

141

「

−

　

　

、

〜

1

14

「

−

馴

「

1

1

1

1

「

「

4
−

1

1

1

　

一

　

「

1

1

1

1

喃

り
，

Vi v3 鳩

Fig．4

　あ る vertex の 状態 の B ・ ltzmann 因子 を 〈 r α トX 　i　rx　ct’ 〉 と記 す 。 こ れ は 足 が 2 組あ る行

列 で あ るが ， そ の 足の順序 を （3．2 ）の よ う．に とる と
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eO
　 ＝

貳

i
下
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τ

：

下

ー

丁

　

「

　

一

　

冖
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ロ

　

　

　

　

γ

．
，

イ
，

ー

†
，

，

婦
，

，

、

←
，

　 　 じ　　 　　 ロ　　 　　 ロ　 　　 　 コ

γ
’ 一一

ト〉
一一ト冫　一一1← 　一・1←

　 　 1　　　　　
，
　　　　　 1　　　　　．

Ct！ 4．一 一車． ．−T−一 ＿1．−
　 　 l　 　 　　 　 l　 　　 　 l　　 　 　 l

十

十

−

十
⊥
−

一

　

…

」
」

」
，

，

｝

　

　一

，
，

，

「

．
」，

−

1
「

」
−

°

…

　

｝

！

「

」
ー

｝

　

　｝

凾
　

　

　

　

一

ー
ー

「
ー

l
」
Il

一
　

　

　

　

呷

一
　

　

｝

卩
　

　

一

「

・

レ
ー
1

　．
「」
．
8

哢
　

　

　

　

一

一
　

　

　

｝

（3．・2）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 rf　1　　 1　 − 1　− 1

　 　 　 　 　 　 r　　a 　 （X’

　1　− 1　　 1　− 1

　　　　　　 1　 1　　 Vl 　 O 　　O 　 v7

　　　　
＝

　　　1　
− 1　　　　　0　　　v3 　　v5 　　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

　　　　　
『 1 　 1 　 　 0 　 v6 　 v4 　 0

　　　　　
『 1 − 1 　 　 v8 　 0 　 0 　 v2

こ の X に vertex の 横方 向 の 位置 n を添 字 と して っ けて

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4

　　　
〈 「CtlX

・ 1r／ Ctl　〉 ＝

，
；、

・擁 ’磁 　 　 　 　 　 （3・・4 ）

すな わ ち

　 　 　 　 　 　 4

　　　
Xn

　
＝

　
i
・ll］、吟 σブ  σ♂　 　 　 　 　 　 　 （… り

で あ らわ され る 。   は行列の 直積
，

σ」O’
　＝＝1，2，3）は pauli 行列 σ

4は 2x2 の 単位行列で ある毛

証

　　　
X −

・ 1［ll］X 「28］… ［1了］  ［1謂… ［1』、］  ［1』』
　　　　＋ ・ ・［1　？］  ［1？］

＊ ・
1

一 圖 ・
2

− ［？∵］・
3

− ［昌 ］・ 一 匿］
〈 r α IA  BI 〆α

’

〉 ＝〈 rl オ 1〆 〉 〈 α 1β 1α
ノ
〉
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8一バ ーテ ッ ク ス モ デ ル と XYZ モ デ ル

ω 1 　 　 　 　 　
『

ω 2 　 　 ω 3 　 　 　 　 　 脚 4

　
ω 1　 十 　　　

w2

　
WI

　　　 　　　 　　 W2

w1 　　　　　　　　
−

w2

十

w3 ＋ ω
4 　 0 　 　0 　 ω

、

−
w2

　 0 　 w4
・
一

ω 3　 w
、
＋ ω 2 　 0

　 0 　　Wl 十 w2 　w4 −
w3 　　 0

w1
−

w2 　
．
0 　 　 0 　 ω 3＋ ω 4

＝ （3．3） 証終

（3．5）を 2 行 2 列づ っ ま とめ る と

　　　×
・zf

・　一

．　1［

1 一 1

　
ω 3　　　 十 　

w4

　 　
』

w3
　　　　　　　　

w4

　 　 　 W3 　　　　　　　W4

綜犠 礁寵］

VlO 　O 　ひ 7

0　v3 　 v5 　0

0　ひ 5 ひ3　0

v7 　0　0　ひ 1

（3．5）

（3．6）

とか け る 。
σ

、
の 中に入 っ て い る足 が αα

ノ
で あ る （〈 α 1σ

、 1α ノ

〉 ）

　あ る行 （第プ行 ）を考 えて そ の 行の 各 vertex （n ＝ 　1，2
，

… ノV ）の 配位 に 対す る X を 〈 r α
1

1　Xi 　1　r1Ct1＞ ， 〈 r
！ a2 【x21r

”

％ 〉
…

〈 r
（N ”1）

α
． 1・zCn　r噸 〉 とす る 。

　　　　　　　　・（　：　 。く；　α ≦　　　　　 c・（　Nl 　i 頃

o（1Of 　z 　　◎《3 o（N −1　 （Y げ

Fig．5

横 bond はつ ながれ て い る の で ．xrnの ket の r とc）e
。 ＋ 1 の bra の r は 同 じで あ る 。

　　　　崎 　
≡ XI 　X2 　

’噛’−if「
N 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

に よ りζ》を定義す る 。 以下 N は紛れ る 恐れ の な い ときは省略するこ ともある 。 （3．　10）の 積は

横 bond に つ い て は内積 を と り縦 bQnd に っ い て は直積 をと っ て い る の で 崎 は 2” ＋1
× 2N ＋ 1

次元 の行列で ある 。
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　　　　〈 rCt、
α

、
…

α
κ協 lr（  iαを

… afO＞

　　　　　
＝

罪
’”

黒、）

＜ 「α
・1“fi 【「

’al ＞ 〈 r1Ct・ IX・1嘔 ≧
°”

　　　　　　　　　　　　× 〈 rC
”Y”1）

（研 【啄 lrひD噛 〉

（3．　8）に （3．4）を代入す る と例 えば 1V＝ 3 で は

　　　　Y3 　
＝ aflX2ae3

　　　　　
＝

驟 w ・・ 鑑
 

鑛
とな る 。

　号 の r 部分 の ト レ
ー

ス を TN とす る 。 こ れ は 2N　× 2N の 行列 で あ る。

　　　　TiV＝ tr％

　　　　〈 ｛a ｝ITiv　1｛Ct’｝〉 ＝ 〈 α 1α 2　
t・・Ctiv　1　Tiv　l（t，

　CtS …
啄 〉

　　　　　
＝

写〈 rα
1
α

2t1
’aN 　［yN 　1　rCt1　di2… α刃＞

　 　 　 　 　 　 r　r
’
　　　 r（N−1）

（3．8）

（3．9）

（3．10）

　　　　　
＝ Σ Σ …

Σ ＜ r α
、 1・tfl　 r

！

α1＞ 〈 r
’

α
，
　lff− 〆 α

’
〉 …

〈 r（N
‘’1）CtNrx

、vi　raX ＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．11）

第グ
ー 1行 か ら出 て 第グ行 へ 入 る縦 bond の 組 を｛α

ゴ
｝， 第グ行か ら出て 第グ＋ 1行 へ 入 る縦 bond

の 組 を ｛♂
＋ 1

｝とする と〈 【α
丿｝iTiV　1｛aノ＋ 1

｝〉 は第ブ行 の 転送行列 で こ れ をブ＝ 1
，

2
，

… M に つ

い て か け て ｛α｝に つ い て の 和 を とれ ば周期的条件 の 下 にお け る系の 状態和 ZMN とな る 。

　　　　 ZMN ＝ Σ Σ … Σ 〈 ｛α
1
｝ITiv　l｛α2

｝〉

　　　　　　 　 ｛α
1
｝｛α

2
｝　　　　　　 　　　　　　｛♂ ｝

　　　　　　 X 〈 ｛Ct2｝ITIV｛α3
｝〉

…
〈 ｛α

M −1
｝1Tiv　1｛諺 ｝＞

　　　　　　 X 〈 ｛α
1
｝1TiV　I｛α 1

｝〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．12）

　　　　　　− Sp 瀦 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．、3 ）

Sp は Σ を示 し 2N × 2N 次元空間 の ト レ
ー

ス で ある 。

　 　 ｛α
夏
｝

従 っ て転送行列 T の 最大固有値 を Amax（N ）とすれ ば ，

　　　　
一
β∫一

鵡 ÷1・g 幅   1　 　 　 　 　 　 （3．・4）

で 与え られ る 。

・
、， ・

、 ， W
、，W

、 をもつ 7 （〈

’

r　｛・・｝　1・S・lr・ ｛・・｝〉 ）と ・ ｛， 。 益， 。 ≦， 。 黛 もつ y ・

（〈 r・｛・・｝・1．S・’・i，・

〔α
！

｝〉）を考 えて そ の 縦 bond に つ い て 内積 ， 横 bond に つ いて直積 を と っ た も の を．S7
’
  ・7t と
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テ ッ ク ス モ デ ル と XYZ モ デ ル

記す 。すなわ ち

　　　　〈 r δ｛Ct｝1」70P5 「，

｝7
， δノ

｛β｝〉

　　　　　＝ Σ 〈 r ｛Ct｝i71　r　
t

｛Ct
’

｝〉〈 δ｛Ct
／

｝1プ 1δ！

｛β｝〉　　　　　　　　　　　　　　　　（3．15）
　 　 　 　 　 　 ｛α

’
｝

い ま横 bond の 2 組 の 足 をもつ 行列 A （〈 r δIJRl　r
！ δ！

〉）と 5   y ’

と の 内aSJa（ク   デ ）を

　　　　 〈 r δ ｛Ct｝｝澱 （．s7  ．SZt）　r1 δf

｛Ctt｝〉

　　　　　
＝

嬰 く rδ ・」？1・r” δ”

〉〈 r
”
δ

” 1α｝レ   ク ・ lr・ δ・

｛β｝〉 　 ・　 （3，16）
　 　 　 　 　 　 r 　δ

に よ っ て定義す る 。 同様に （プ   の 盈 は

　　　　〈 7δ｛α｝K．s7！

  ご7 ）．aglr
！

δ
ノ

｛β｝〉

　　　　　 ＝ ΣΣ〈 r δ〔Ct｝1ク ！

  ．7 ［r
” δ”

｛Ctt｝〉 〈 r” δ” 1ve　L〆δ
！

〉 　　　　　　　（3．17）
　 　 　 　 　 　 γ

”

δ
”

で あ る

　 （3．16）＝（3．　17 ）で あれ ば

　　　　ΣΣ Σ 〈 r δ1囲 r” δ”

〉 〈 7”

｛α｝1．71r1 ｛ct
ノ

｝〉 〈 δ
”

｛α弓1．fr’ 1δr

〔β｝＞

　 　 　 　 r
”

ゲ ｛♂｝

　　　　＝ Σ Σ Σ 〈 r ｛α1｝ly〆1rtt｛oグ｝〉〈 δ｛αt
’

｝1．sz1δ”

｛β｝〉 〈 r
”

δ
” 1．x）［rノ

δ
’

＞

　　 　　 　 r
“

δ
”
｛ご｝

ΣΣ 〈 r
’δ’ 1．f？

−11r ” 7
δ

”

〉 を （3．　18 ）の 両辺 の 右か らか け る と
r
「

ゲ

　　　　右辺 ＝ ΣΣ｝Σ 〈 r｛α｝1JX！ 17” ｛Ct！｝〉 ＜ δ｛α引ク 1δ”

｛β｝＞

　 　 　 　 　 　 　 r
”

δ
「
｛ビ｝

　　　　　　X 〈 7
” lr” 〉 〈 δ

”

トδ
”

〉

　　　　　　＝Σ〈 7｛Ct｝｝ク
，1γlt，

｛α
t

｝〉 〈δ｛nt
’

｝1．s71δm

｛β｝〉

　　 　　 　 　　｛d｝

　　　　左 辺 ＝ ΣΣΣΣΣ〈 r δ1Jag　lγ” δ”

〉 ＜ r”

｛Ct｝1刻 7’

｛Ctt｝＞

　 　 　 　 　 　 　 r
”

δt〔α
’
｝〆 δ

’

　　　　　　X 〈 δ〃

｛Ct
〆

｝に7
ノ

［δ
！
｛β｝〉 〈 γ

’

δ
！ 1丿ゼ

11rrtttinv
＞

両辺 の （r 部分に つ い て ）trace を とる と

　　　　 tr右辺 ＝ ΣΣ：〈 γ｛α｝・lgy／ lr｛α！

｝〉 〈δ｛α
ノ

｝1．szlδ｛β｝＞
　 　 　 　 　 　 　 　 r 　δ

　　　　　　　 ＝ Σ 〈 ｛Ut｝1Tノ

［｛Ct
°

｝　〉〈 ｛at｝ITI｛β｝〉

　 　 　 　 　 　 　 　 ｛d｝

　　　　 tr左辺 ＝ ΣΣΣΣΣΣΣぐr δ　1．」？1　rtt　ti〃 〉 〈 r
，t
〔Ct｝1．：z　1　r‘｛α

〆
｝＞

　 　 　 　 　 　 　 　 r δ r
”

δ
び

｛
　 ’

α ｝δ
ノ

1！

　　　　　　　 × 〈 δ〃

｛Ct
〆
｝1ご　7f．1δノ

｛β｝〉〈 r
ノ

δ
ノ

」聖
一11r

δ〉

（3，18）

（3．19）

（3．・20）

（321 ）
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　　　　　　　　＝ ΣΣΣΣΣ〈 r’1　r”

〉 〈 δ’1　a”

〉 〈 r〃

｛α引刻 r
・

【α
・

｝＞
　 　　 　　 　　 　　 rm δ

「
｛ど｝〆 δ

「

　　　　　　　　× 〈 δ〃

｛dう！5
戸

！

「δ
ノ

｛β｝〉

　　　　　　　　
＝

習謁
く 「

’

〔Ct｝圍 〆 ｛叩 〉 〈δノ

｛α引刻 δ’

｛β｝〉

　　　　　　　　
＝

昌
〈 ｛α｝　IT　l｛Ctノ｝〉 〈 ｛a

’

｝　1　T　
’

　1｛／9｝〉 　 　 　 　 （・・22）

　 す なわ ち

　　　　A （ク   」7
！

）＝ （5
〆
  の 虎 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．22 ）

で あ る よ うな 4 行 4列の 行列漉 が存在すれ ば

　　　　 T7
〒！ ； T ’T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．23）

で あ る 。 （3．16 ），（3．17）の 直積 ， 内積の 関係 を schematic に図示 する と Fig．6 の よ うに な

る 。縦 bond が 2重線 に な っ て い る の は横方向の 和が と っ て ある こ とを示す 。 （322 ）が成立 っ

た め に は

　　　　R （9・fn  4 ）＝ （ご 6鴎
。
）R 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9．24）

が成立 てば よ い
。 何故な ら

　 　 　 　 N 　　　　　　N 　　　　　N

　　　　n ・d
．   H4 ＝ ll・・d

。   。9？n 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．25 ）
　 　 　 　 n ＝＝1　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝1

で あるか ら。（3．24）を Yang −Baxter の 関係式 とい い 量子 逆散乱 法の 種 々 の 問題に あ らわ れ る重

要嫻 係式で あ る・欺 られ た系にお い て ・

、
喇 が 与え られ て お り， ・ れ に よ P・T

、v （・2碇

ま るが版 想的駕 の 紐 もつ 駆 ψ を考 え て   ＠ と写 （
　 ！

w 、
　？

）が可 擲 ・な る よ う補臆

麓 定 め る・R は後 に定め る ・fの 組 の 関数 とな
％ 轡 wJf は蛹 の ・ ・ ラメ

ー
タ
ー

で パ ラ メ

タ ラ イ ズ され る。

　　　　　　 　　　　　　　｛e｝

（ヨ．16） （3，17）
Fig．6
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　すな わ ち ω p ω 2， W3 ， ω4 は 1 ， η，
λの 関数 と して ω1， ω …，　 th9，　 W2 は d， η， μ の 関数 と して ，

w ｛
「

略 曜 曜 は d， η， λ一
μ の 関数 と して定 まる （（5．42）， （5．45）参照 ）。 Tlv（ω p ω 2 ， ω 3，

ω4 ）
＝TN （λ）を 2行 2列 の 行列

　　　　T
・V… 一 ［

Av （A） BN （λ）

CN （λ） DN （a）］
で 表わ した とき （（6．11）参照 ）窃の と TiV　Ctt）の 可換 な こ と よ りAN （λ），　B  （2）， … とAPt（μ），　BNC μ）

一‘’の 殲 関係鱒 か れ る
・ e「一恥 （A・）卿 は 真空 ）とお い て 弼 布 （Z）の 固有ベ ク トル と

な る よ うに 2i（の 組 ）を定め る と TNI（λ）の 固有値 が 求 まる とい うの が 次節以下 の プ ロ グラ ム で

ある 。

（4．b9）

γ

5

（4，tg ）

Fig．7

§4．Baxterの parametrization

　 （3．24 ）をみ たす A を求 め よ う。

　 Xn ，　XA お よび そ の 直積 の 行列要素 を書 くと

　　　　〈 r ’
・・1x．　l　r” Ct〆〉 − ll］　・y

・彡、・σ〜。 。

　　　　・ ・
’

・
’1・・AIδ’T

／9＞ 一 Σ嘱 繍 〃

　　　　〈 〆δ
’Ct　1．ze ．   諺 亘1r” δ

”

β〉

　　　　＝ Σ〈 〆Ct1Xnlr ” a ’

〉＜ δ
’a ’ IYnlδ”

β＞
　 　 　 　 　 r

　　　　
＝

咢殊
’

喫〆 倫 （σ∫σ
 

n 腿
）
aP

　　　　〈δα 1．冫彡孟1δ’
α

ノ

〉 ＝ Σ 擁 σ券〔盗♂

（4．　1）

（4。2）

（4．3）

（4．4）
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　　　　く δγa1 必 二  メ
nl

δ
．

r
’fi＞

　　　　
＝Σ〈δα 1嵯 【δ

’
α

’
〉 〈 rCt’1．）f

．
lrノβ＞

　 　 　 　 　 r

　　　　
＝

咢 塑 縡ン需 （σ
k
σ
in

　 n ）
aP

い まR
ノ
を（4．7 ）で 定義す る と

　　　　〈 rδlx？’1rtδ！

〉 一
恥 ・ノ〆 ・liS．

　　　　〈 rδCt　l　L フ蝨ノ

（．zfn   ．｝zeA ）lr” δ”

β〉

　　　　
＝

習
く ・δ囲 ・

’

δ
！

〉 〈 r
’

δノ
α 1・t・ X ．xr：lr” δ”

β〉

　　　　
一

粥 卿 ・（・
’
σノ）

・・

’（・
‘
σ
k
）・・

’（軌 ・

　　　　〈δ’

・
’ iR’1δ”

r 〃
〉 一 Σ磁 ゲ  多

　　　　〈 δr
ノ

α 1（メ 薨  鴫 ）R
／ 1δ”

γ
”

β〉

　　　　＝ ΣΣ〈 δ7 α ．・eA  ．）・f
。 1δ’

r
ノ

β〉 〈 δ
！

r
’ A

／1δ” r”
〉

　 　 　 　 　 〆ガ

　　　　
＝

鄲 卿 〆σ丿σりが （σ
le
σ

’
）…

’（σ癬 ）
・・

次式 で 定義され る R ”

を考 える 。

虎
〃

→ E ・？  σ
丿

一
1 ° ° °

　　　　
丿
　　　　　　 0　0　 1　 0

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　0　 1　 0　 0

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0　 0　 0　 1

・ rδ［R 〃 lr・δ・
〉 一 去Σ ・鰯

（4．・6）

（4．7）

（4．8）

（4、9）

（4．10）

（4．11）

（4．12）

こ れ を

　　　　〈 rδIA  β Ir’δノ

〉 ＝ An ！ β
δ〆　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．13）

の 左 または右か ら作用 させ る と列また は行 の 添字の 順序を反対 に す る 効果 をもつ
。

＼
　 　 　 　 r

！ 1

　 　　 　δ
’ 1

r　 rl1

　 工　 ailhn

12allb21

2　 1　 a2ibi1

22 α
21b21

　 1　　　 2

　 2　　　　 1

α 1ibi2 　α t2bll

α 1！bee α 12ゐ21

α 21b12 　 ZZ2bll

α 21勉 α 22乃21

　 2

　 2

ai2hi2a12b22a22b12

α 22b22

1　 0　 0　 0

0　 0　 1　 0

0　 1　 0　 0

0　 0　 0　 1

一394 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

7

＼
71

1

2

2

＝

賎

01

2

1

2

rt　1

δノ 1

aii　biIailbZi

％1b11

吟1 ゐ21

　　1

　　2

αi2　bi1

α
12b21

α22　bn

αne　b21

　　2

　．1

αlib12

α
nb22a21

　bi2

α
21　b22

　　2

　　2

al2bi2ai2b22

α22bi2a22h22

ΣΣ：〈 rδレ4   Blr ’fi！ 〉 〈 〆 δノ 1丿〜
” ir” δ”

〉

r
’

ポ

＝ 〈 rδi！望区）1ヨ1δ”

r
”
＞

　　　000 α11ゐ11

　 0010 α 11ゐ21

　 0100 α 21ゐ11

　 0001 α 21ゐ2i

＼
r1

2

1

2

δ

1

1

2

2

〆 1

δ11

α ubi エ

a21bn

α ll ゐ21

α 21 ゐ21

　　1

　　2

anbi2

α2ibi2

α エibn

α2ib22

αllbi2 　 α 12ゐll 　 α 12ゐ12

α
、1蜿 ¢ 12b21　 a

エ2 ゐ22

α 2ibi2 　 a22bn 　 α 22bi2

a21bee 　 arzb2i α．zab22

　　2

　　1

α i2bliai2

　bll

αi2　b2ia22

　b21

　　2

　　2

ai2bi2

¢ 22bl2

αi2b22a22

　bza

8一バ ー
テ ッ ク ス モ デ ル と XYZ モ デ ル

ΣΣ〈 r δレ解 lr’ δノ

〉 ＜ r
’

δ
’ iAOPBIr” δ”

＞

r
’

b
’

＝ 〈 δrlA   」Blr ，t
　6”

〉

ΣΣ〈 rδi．Kl” 1rノδノ

〉 〈 r
！δ’Cti．z］

「

（ご n   メ ρlr” δ”

β〉

〆 δ
’

＝ 〈 rδat　1」JigmLJ（！〆（Xn   　Xfi）lr” δ
”
β〉

一 ΣΣΣ嘱 鴨
・（a

’a 丿

』
）〆 （・

‘
・
k
）ba

’（σ〜σ盗）
ψ

ΣΣ〈 δ7α 【（aeA　X　9n ）・夐d δ
’

r
！

β〉 〈 δ’r’

［」？
” iδ” r”

〉

μ
ノ

λ
t

＝＜ δr α 1（．）・eA　OP　．tfn＞RYag ” Ir” δ”

β〉

蠶 ΣΣΣ
鳴
．癌 （σ丿

．
・り

， r
’ （σ

彦
σり… （σ差σど）OP 　 、

（4．14）

（4．・15）

（4．16）

（4．　17）

（4．18）

（4．19）
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ゆ えに

・・ − n ・

…
〃

− R ”A ’・
→ Σ鰐

・
ブ
  ・

）

’
・E ・

‘
  ・・

’

一 吉ΣΣ嶋 鳴 粥 。

x4 十 x3 　　0　　　 0

　 0　　x4 　
−

X3 　x1 十 x2

　 0　　 αs1 十 x2 　x4
−

x3

Xl
−

x2 　　 0 　　　 0

x4 十 ec3　　 0　　　 0

　 0　　Xl 十 x2 　x4
　

−
x3

　 0 　 x4
・

−
w3 ・s1 ＋ ec2

即
1
一

勉 　　 0　　　 0

X1
『

X2

　 0

　 0x4

十 x3

Xl
−

X2

　 0

　 0

x4 十 x3

0　0　0

0　1　0

1　0　0

0　 0　 1

（4．20）

（4．21）

を求 め る ve の 形 と し ， （4．18）＝（4．・19）とな る よ う丐
を定 め よ う 。 （4．・18）と（4．19）を sche ．

matic に図示 す る と Fig．7 の よ うに な る。

箏5． 矜の パ ラメータ表示

　（4．18）一（4．19）＝ 0 とな る条件を求 め る 。 ΣΣΣの 中の 各項 をし らべ る 。

　グ
＝ k の と き

　　　　（σ
k
σ丿

nn ）
。rf

＝（嘘礎）
ae

　　　　写黝
ノ

（σ丿σノ
n 　 n ）

。〆 ・

　　　　X ［（・
’

・コ

’
）
r，
’（・

6
σノ）

、ゾ （・ノ・
9
）
，，
”（・」

’
・り、、

〃］　 　 　 　 　 　 （5．1）

♂， グ∈ （1，
2

，
3）で 1　

・￥　7
’
な らば σ

1
σJ ＝

一
σ ノ♂ で 消 え る 。 ／・ ・ 4 ， グ∈ （1，丶2，3，4）お よびノ

＝

4 ， 1∈ （1，
2

， 3， 4）の とき σ
‘
σブ＝ σゴ〆 で消 える 。ゆ えに ゴ

＝ ilの 項は すべ て消 える 。

　プキ 島 ブ， k∈ （1， 2，3）の とき

　　　　Σ 吟
ω‘（σノσ

鳶

n 　睦
）
apXg

　　　　X ［（・
’
・り

，r
’（・

1
・り、at

・＋ （・」・
’
）

，，
・（・

k
・り、〆 ］　 　 　 　 　 　 （5・2）

1 ＝

プ≒ 左 （・
‘
・ノ）

π
〃ニ （・ノ・

d
）、at’
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　　　　　　 （・
t
σ

’
）
，，
〃＝ 一

（・
kal

）δ〆

で消え る 。
1 ＝ 彦≒ グの 場合も同様で ある 。

4 ≒ た≒プaj　1 の 場合は消 えない
。 こ の と き ［ ］

内は第 1項 の 2倍 となる 。

　ブキ 砺 」

’
　

” 4 の とき

　　　 Σ ”
4嘘（σ

4
σ
6nn
）
，re 　

Xl

　　　 × ［吟 （・
’
σり、ゾ 暢〃（・

k
・
’
）
、at 　 　 　 　 　 　 　 　 （5．3）

♂＝ 4 または 1 ＝ ・ k の と き消え る。 k　 ￥1，k
，
1∈ （1，2，

3）の ときは消えな い 。こ の とき［　］

内は第 1項 の 2 倍 とな る。 プ≒ ゐ
，

k＝ 4 の と きも同様。

　残 っ た項 を書 くと

＝ 2 ｛… 1（‘σ
3

　 　 n ）
。β ［as 、鳴〃磁 ＋ ac

、弔r
〃喩 ］

＋ ・ 1・ S（− i・蓋）aP ［嬬 ，
〃磁 ＋ ・・

、哄，
〃 鳴’］

十 w 置w2 （ぜψ ［x2 （− i（鷺〆 ）（磁 十 x3 哨r
〃 倫 ］

＋ 嘱 （
− i・1）。P ［x ・

σh〃σ3、・＋ ・ 4
・》噺 ］

＋ 嘱 （iσ
l

　 n ）
。fi［罵 麝 ＋x

・哨〆 噺 ］

＋ 嘱 （・h2＞dP　［x 、
‘嬬〃磁 ＋ x

、 （
一
舛 〃 ）蠱 ］

＋… ｛（i・k）aR 　［x 、哨〃 傍 ＋ 嬬 〃
略レ］

＋ w
・娠

一 i・孟）ψ 隔 嶋〃 蠱 ＋ x
、脅 暢〃］

＋ 嘱 （・2）。P ［Xl （− i・落〃）・b
’

、
・・＋ x

、補r
〃帝 ］

＋ 嘱 （σ
ln
）
ψ ［x 、哨〆 （一‘σ

3
），er＋嬬 〃鵐 ’］

＋ … ≦（σ
2

　 n ）
ψ

［嬬 〃麝 ＋ x
、醇・ ← iσ

1
）Ut］

＋ 嘱 （σ
3

　 皿
）
ψ ［魂 〆 （

一
・σ

2
）・at・＋x

・鳴〃 麝 ］｝

＝ 2 ｛窃 幣 鰯紅 ・

lw≦x 、
− w

、
w ‘・v 、

一
・

、
wix

、
＋ ・

、
・∫ヱ

、］

＋ ・鑷暢〆 鵐 ［
− W

、屮 、

−
W

、
・∫刀

，
軸

、ゆ ，
一
嘱 xp

＋ i・躡哨，
・磁

・［一・
、
w ≦x 、

柚
，

・‘躍

、
＋ w

、咆
一・

、塗 9

（5．4）
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　　　　＋ 鵐 β鳴 轍 剛
、卿 、

−
W

、
tvE・・

、
＋ ・

、
wfx2 ＋ ・

、
・ 6即

、コ

　　　　＋ 噛 醇〃 麝 ［
一

嘱 ・
，
＋ ・

，
W

，

’

・，・・1
−

・
，
・幽 ＋ ・

、
・fω 、コ

　　　　＋ ・盡。〆弔〃噺 ［・ 1 ・編 ＋ w ，・6勉
一

・
、
・E・ r

、

−
w 、・f・ ，］｝　 　 　 　 （5・4り

（5．4
！

）が ＝ 0 で あ る為 に は ［ ］＝＝ 　O ．す なわ ち

　　　　・
。囑

一
Wg ・蠡 ＋ ・

・屮厂 弛
・融

＝ 0 　 　 　 　 　 　 　 （5・5 ）

が （d，
　k ， グ， n ）が （1，

2
，、
3

，
4 ）の す べ て の 置換に つ い て 成立 て ば よ い

。 以下 吟 をイ と記す 。

　　　　｝ 珂
 
嘱 4 ＋ ω

・吻ノ
ー

弯
・ κ

＝ 0 　 　 　 　 　 　 　 　 （5・6）

 
ω 尠！を（n り ）と略記す る 。グ初 ル を 1234 ， 1243 ， 1342 ， 1324 ，．142 　3， 1

43
’
2 の 6通 りに と っ た と き上式は次 の （5．7）

一
（5．12）の よ うに な る 。

　Wi ， 呀， 呀 等を ψ
ノk ’，

等 と略記す る。

1243

1234

1432

1423

1342

1324

34 ’ 1” − 43 ／2 ” − 12 ／ 3” 十 21t4 ” ニ 0

43 ’ 1” − 34 ！2 ”

十 21 ／ 3” − 12t4 ”
＝ 0

23 ／ 1” − 14 ’2 ”
十 41t3 ” − 32t4 ” ＝ 0

32 ／ 1”

十 41t2 ” − 14 〆 3” − 23 ／4 ” ＝ 0

24t1 ” − 13 ／2 ” − 42 ’3 ”

十 31t4 ”
； 0

42 〆 1”

十 3112 ” − 24 ’ 3 ” − 13 ／ 4 ”
＝ 0

（5．　7）

（5．8）

（5．9）

（5．　10）

（5．11）

（5．12）

（ら．7 ）と（5．8）， （5．9）と （5．10）， （5．11）と （5．12）が組に な っ て い る
。

w
ノ

と ω
m

に つ い て 対

称で あ る （例えば （5．7）で wf と w
’t を交換す る と （5．　11 ）に なる 〉が ω と w

ノ

に つ い て は対称 で

な い こ とに注意 し て お く。 （5．7 ）か ら （5．10）ま で を zv
’t
に つ い て の 方程式 とみ て ≡ 0 で な い解

を もつ 条件 と し て ，そ の 行列式 ＝ 0 を計算す る と （4 つ の え らび 方 を勝手 に と る と （5，18）の

結果 が得られ ない こ とが ある ）

　 　 　 　 　 　 　34 ’

　 − 43 ’　 − 12 ’

　　 21 ！

　 　 　 　 　 　 　43t 　− 34 ’

　　 21 ノ

　ー 12 ／

　 　 　 　 1）＝

　　　　　　　23 ノ

　ー 14 ’

　　 41 ノ

　ー32 ！

　、

　 　 　 　 　 　 　32 〆

　　41 ’

　− 14 ’

　− 23 ’
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8一バ ーテ ッ ク ス モ ラ
L’
1レ とXYZ モ デ ル

＝ 34
ノ

一 12 ’

一34 ’

− 14 ／

　 41t

43 ／

23 ／

32 ’

　 21 ／

　 41 ノ

ー 14 ノ

一 34 ノ

ー14 ！

　 41 ノ

一
一

・
・4・2

卜ll：
十 3 〆242

一 12 ，3 ’4

一 1’23 ’4

第 2， 11 項の 和 ，

和 をま とめ て ，

一 12 ノ

ー 32 ’

− 23 ’

一 12 ！

− 32 ’

− 23 〆

一 32t

− 23 ！

　 41 ’ − 32 ノ

ー 14ノ

　ー 23ノ

一 14 ’
　− 32 ’

　 41 ノ ー 23 ’

一 14！

　 41 ’

　 41 ノ ー 14！

十 43 ノ

一 21 〆

一1／234’

4’32γ冖

ノ43〆21

ノ432r｝

43 ／

　　 21 ’

　− 12t

23 ’

　　41 ノ

　
ー32t

32
’

　
− 14 ノ

　
ー23 ノ

43 ノ

　
ー 34 ’

　　 21 ／

23 ’

　 − 14 ！

　　 41 ／

32 ’

　　 41 ノ

　
ー 14 ’

一14 ，

　− 32 〆

　41t − 23 ノ

一12 ’34ノ

：1：こ：訓一・2・3・41

23 ’ − 32 ！

32 ノ ー23 ノ

23 〆

　 41 ’

32 ’ − 14 ’

十 122’2

一1／ 222

一14 ノ

．　　41
！

　41ノ ー14’

23 ’

　 41
’

32 ノ ー14 ’

23ノ ー14 ’

32 ！

　 41 ！

23 ノ ー14 ／

32
’

　　41 ノ

第 6
，
7 項 の 和は 消え る 。第 9

，
12 項 ， 第 1

， 4項，第 3
，
8項 ， 第 5，10項 の

D ＝ （122
’ 2 − 1〆222

）（li　2314 十 12 ／ 34i ）

　　一
（324

’2 − 3！242
）（

− 1’ 23’ 4 − 12／34 ノ

）

　　− 12！ 341（124
／2 − 1’242 − 22312十 2／232

）

　　− 1／ 23 ’4 （
− 223／2

十 2’232
十 124t2− li242）

　＝（1
／23’4 十 12〆34！

）（122
’2 − lt222十 324

／2 − 3
「242

　　　− 124’ 2
十 1’242

十 22312− 2’232
）

一（1
・23’4＋ 12・34r ）［（12− 32）（2

’2 − 4
’ 2
）
一一（1

’ 2 − 3’2
）（22− 42）］ （5．13）

（5．13）＝ 0 よ り

　　　　　・ 孑一ω ξ　 ・ ｛
2 −

・ ≦
2

　　　　　暢
一

・ 景 wS2
一
嫣

2

（丿
’
kgn ）の 置換 を とっ て
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　　　　　4一
イ ＿ ず コ 12

　　　　 ・ノ
ー
イ wi2

−
‘・K2

が成立 っ
。 （5．18）が成立 つ た め に は

　　　　　曜＝ P （ca一
吟）

　　　　　啄
2

＝ 〆 （・
L

吟プ

が成立 て ば よい 。 （5．6）よ り

　　　　ザ
2 −

・ノ
2

！
一
イ

　　　　 ・タ
2 −

・
。

”2 ・

か イ

も成立 っ か ら

　　　　呼
2

＝ 〆 （・
” 一

り

も成立 っ
。

　 （5．7 ）十 （5．　8）に （5．　19）と（5．20）をい れ た もの を F とお く 

　　　　F ＝ ［（・
一

・ua
、）
Y2
（・

・一・a
，戸＋ （・− u

、肖（。
L

。
、 ）
Y2
］

　　　　　　× ［（・w
〃 − te

、〉
％一

（・
〃 − u

，）絢

　　　　　　＋ ［（ca− w2 ＞K （ut
−

ca
且〉

％
＋ （u

−
za1 ）

％
（ut

−
u．2 ＞5ゴ

　　　　　　× ［（Of− a3 ）％一
（・

〃 一
・e4 ）

％
］

これ を

　　　　 F ＝ （43
’ − 34 ’

）（1
” − 2 ”

）十 （21
’− 12’

）（3”− 4 ”

）

と略記す る （（5．7）
一

（5．11 ）と記号は 同 じだ が内容は異な る 。 ）

　　　　・毳（・
一

・
、）
％

（wt
−

・
、）

・
’
・

・ （・
一・u4 ）

− Y2
（嘱 ）・

の 右辺 ・争略記す ・ ． （5．・・
t
・を・ で 偏微分す ・ ・

　　　　2｛棗一 （at＋ L
’

4　　3 ）（・
・ − 2m）＋（S

’

− 4
’

）（3
・ − 4”

）

＊ 　以下 （5．23）まで守田徹氏 の 方法に よ る
。

一400一
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（5．19）
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一 （3
〃 − 4〃

・［
33

崙
44 ’ 12L21 ’

43
’

十 34’

　　1　1，− 22ノ

十
　　　　21 ］

同様に

・IJ− （
4　 　3−

十 一
3’

　 4ノ）（・
〃− 2〃

）・ （争一歩）（3
〃 − 4〃

）

一 ・3
〃− 4〃

・［
33 ’

辮 ll≒ll；＋
2

缶
11’

］
従 っ て

書詈／9L／，

一￥耆咢｛
　　　　　（33

’
十 44 ’

）（12
’− 1’2）12 十（11

’− 22ノ

）34 （43
’−i−34ノ

〉
　　　×

（33
ノ

十 44 ’

）（12
ノー 1’2）1

／ 2ノ

十 （11
’− 22’

）3
／ 4ノ

（43
’

十 34，

）

1／2’ 314’

1234

×
（33

’

十 44t）（1222
ノー 11／ 22）十 （11

ノ ー22ノ

）（33
’ 42十 3244’

）

（33
ノ

十 441）（11
！2’2 − 1／222 ノ

）十 （22
〆− 11，

）（3
／244 ’

十 33／4’2
）

1’ 2／ 3’ 4’

1234

X22
， 33’

（12− 42）− 33／11’

（22− 42）十 44’22’

（12− 32）十 44’ 11’

（32− 22）

22
’

33
ノ

（4
’2 − 1’2

）
− 33

’

11’

（4
「2 − 2’2

）十 44’22ノ

（3
’2 − 1／2

）十 44’11ノ

（2
’2 − 3’2

）

12− 42 ＝ （u − Ul ）
一

（u
−

w4 ）＝ （範 4
−

Ul ＞

1’24 ’2
＝ （u

’

　
一

　u1 ）
一

（♂
一

ω
、）

＝ （u
、

−
u

、）

等で あ るか ら

9／L／劣一

1’ 2／ 3／ 4’

1234
（5．22）

∂u
”

∂u

∂F ／∂u

∂F ／∂u
”

∂♂

∂u
，

∂F ／∂♂

∂F ／∂ta
”

で あ る か ら

1　 ∂ue　　　　　　　　　 1　 ∂♂
　　　　　　 十　　　　　　　　　　　　　　　　＝ O
　　　　　　　　y（の ∂aty （al∂ua

（5．　23）
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が成立 つ 。こ こ に

　　　　，ω 一 c・・… ［（u
−

　
U
」

・）（・
一

・
、
〉（・

一
小

一
・

n ）］
『％

　
．

　 　 （5・・23t ）

で あ る 。

　　　　詈一
・ω ， 籌 一

…
’

） 　 　 　 　 　 （・・24・

で あ る よ うな新 し い 変数 〃
，
♂ を導入す る と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d鉱

　　　　
v ＝ ∫

［（。
．

。、）（u
．

u 、）（。
．

u 、）（u
．

u 、）］
・
・

2 　 　 　 　
（5・　25）

　u ＞ u4 ＞ 悔 ＞ u2 ＞ Ul とす る と こ の 積分は第 1種楕 円積分で表 わ され る。（森口他 ， 数学公 式 1，

p．147）　　　　　　　　　　　　
．．．．　　　　　　　　　　　 ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　
v ・ ＝ ＝

［（u 、
−

u
、）（。

．
Ul ）コ

if・F （q ・　’）

　 　 　 　
（5・26 ）

こ こ に

　　　　吋 ［i詈 iil≡芻］
％

　 　 　 ・5・・27 ・

　　　　・一［i詈 ii嵩≡：；

］
％

　 　 　 ・5・・28 ・

　　　　 sn （v ， 1）＝ sin 　q　＝ ： sin 　am （v ， 1 ）

で あ る か ら

　　　　　　　　　　　　　 （u4
−

Ul ）（u
−一

・u3 ）

こ れ か ら u を求め る と

　　　　（t・4U
−

．U4 、tc3
−

MIU ＋ U 、U3 ）・・

2
（V ， 1）

　　　　一 （U3U
−

U ．3U4
−

U
、
U ＋ ％ 1の

　　　　　　U ．、 （。、

一
。1）

−
ca

， （U4
−

U1 ）・・

2
（V ，・1）

、。
・
（v

，
、d ）。 ，、。

2，， 一

（・43・
一

・ 1）（・
’

・ ・）

　　　　
u 　＝ ＝

（13
−

Ul ）
一

（u 、
−

Ul ）・n2 （v ，
　 ／）

こ こ で

　　　　、。
・

（ζ， ‘）＝
・−e一 U3

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 U1
−

U4

とな る よ うな パ ラ メ タ ζを導入 す る と

．．
（5．29 ）

（5，
　30）
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u 、 ・n2 （ζ， 1）一 。 、　sn2 （v ，
・1 ）

　 　　 　 　 　 　％ ＝

　　　　　　　　　　　sn2 （ζ，の
一

sn2 （・ ，の

wl ： wl ： wl ：f4

　　　　　　　　（U
−

、Z・1）：（U − U 、）：（U
−

U
、）：（・

一
ゆ

　　　　　　　　匸鰍
一
の ・n2 （ζ，

・1）一（u 、、
一一

、
・ 1）・n2 （v ，

・1 ）］

　　　　　　　：［（u 、
−

U
、）・n2 （ζ，

・1）一＠、

−
va）・n2 （v ，

　1）］

　　　　　　　：［（u 、
−

u
、）・n2 （ζ，の］

　　　　　　　：卜 （u 、

−
u4 ）・n2 （v ， 9）］

　　　　　　一 匿1÷ 詈 ll；li，li−lll，i’，］
　　　　　　　・匿÷ 篝≡舞il：i制
　　　　　　　　　　　　sn2 （v ，

　d）
　　　　　　　： 1 ：一 　

．

　　　　　　　　　　　　sn2 （ζ，
　1）

右辺第 1 項

　　　　　　　　　（U、

一
・
1）・n2 （ζ， の

一
（iL3 − ・

、）・n2 （・
，
9 ）

　　　（ap、、− u
、）・n2 （ζ， の

。 n
・

（ζ， 1）−
u

・

−
tt

’
sn2 （v ，・ 」）

　　　　　　　　　U4
−

U1

一
u3 ＋ u

、
＋ u4

−
a

、

　　　　　　　　　　　　　　sn2 （ζ，の
防 4

−
Ul

sn2 （ζ，
1）［1 −

snZ （v ， 1）］
一

。h4（ζ， ♂）＋ sn2 （ζ， 1 ）

1 −
sn2 （〃

， の 　 cn2 （v
，
　1）

右辺第 2 項

1 −
sn2 （ζ，

　1） cn2 （ζ， の

（u4
−

u
，）・n2 （ζ， 1）一（w ，

−
u

，）Sin2（v ， ‘）

　　　（za、
−

za、）・n2 （ζ， 1）

（t・・4
−

za 、）・n2 （ζ，の
一

（u 、

−
u

、）・n2 （v ， の

sn2 （ζ， の ［＠4
− u2 ）

一
（ap3

一
ω
2）］

一403 一
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（u4　
ny

　w2 ）
u

・UUI − （。、
−

w
、）、n

・

（v ，
・・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a4
−

UI

　　　　　　（。 、
一

、。2）k，：lala− （u ，
−

u2 ）。n
・

（ζ， 、）
　　　　　　　　 　　　

za4 − za1

　　　　　　卜

u ．・
− u

・
肪

・
『

払

1sn ・
（v

， の
　　　　　　　　 U4

−
U2 　U3

『
Ul

　　　　　　lL
％
3
−

u
・ 吻 瑚

，n
・

（ζ，の
　 　 　 　 　 　 　 　 払4

『
肱 2　U3

『
W1

　　　　　　1 − 〆 sn2 （v ， 9） dn2（v ， ♂）

　　　　　
＝

・
一

、
・
sn

・
（ζ， 、）

＝

IM・（ζ，
． 、）　 ．　 　 　 　 　 （5・34 ）

　 故に

　　　　　・1 ：・ ・ … 1 ・ ・
一 謝 ；・噐紹 … 1詈器 　 　 ・5．・35・

これ を 8− vertex 　model の Baxter の パ ラ メ タ表示 と い う。 6 −
vertex 　model の 場合 に は 3

角関数で あ らわ され る 。 ／ と ζは 殉 ， ua2，晦，　 u4 に よ．
り，　 v は u に もよ っ て い る 。 ゆ えに 同 じ

g と ζをもち ， 異 る v を もつ 任意の 二 っ の transfer 　matrices は 可換 で あ る ． こ の 関係 は
弥

に 制限 をっ け る もの で は な い
。 w

）

一が与 え られ た ときパ ラ メ
ー

タ 1 ，ζ，　v は次式 に よ り定ま る
。

　　　　　　　（
　 2　 　 2
W1

一
W4 ）（ω 1一 ω葦）

　　　　　12 ＝

　　　　　　　（． 1− ．1）（wl ・一・、vl ）　 　 　 　 　 　 　 　 （5・36）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2　 　 2

　　　　　・n2 （ζ， の 一

”

1
−

k’

　 　 　 　 　 　 　 　 　 （5．・37 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 WI

−
W4

　　　　　・n （・ ， ‘）＝

” 4sn
（ω 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （5．38 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 W3

　 （5．　35 ）と同様に

　　　　　・｛・嘱 ・畦 詈器 ・ 霊iぎill… il器鴇　 ・5・・39・

が得 られ る 。
1

， ζは
弯 をきめ る パ ラメ

ー
タ

ーと共通で v が異 る 。 （5．35）と （5，39）を （5，6）に

入れ る と 呼の 比 が

　　　　　ωf： 叨5： ωぎ： 砂 才

　　　　一

cnl

篇
ω

・
dn（v

−
v
’t
十 ζ， l

dn（ζ，
　d）

）
…

snl

鵠
ω

　 （5・…

と求 まる 。 （証明 は Appendix に あ る ）

　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　
− 404−
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8一バ ーテ ッ ク ス モ デ ル と XYZ モ デ ル

　（5．35）， （5．40 ），
に対 して 次の Landen 変換

　　　　居 奉1・
一 撫 a −

、煢 ・ ＝ ＝fl／
’

k 　 　 　 （5．…

を行 うと

　　　　（ω 4．十 ω 3 ）：（ω 4
一

ω
3）：（Wl ＋ ω

2 ）： （W
、

一
ω 2）

　　　　＝＝ sn （λ十 η，
　h）： sn （λ

一
η ，

　k＞：　sn （2η，
　k ）

　　　　：　んsn （2 η，　k）sn （λ
一

η，　k）sn （λ十 η，
　k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．42）

w
’

の 組に対 し て 2 の 代 りに μ の 入 っ た （5．42 ）と同型 の 関係式 が成立 つ
。 w

”

の 組に つ い て は

　　　　（畷 十 ω ξ）： （tVξ
一w5

’

）：（wf 十 ws
’

）： （tvf 　
一

　wE
’

）

　　　　＝ sn （λ
一

μ 十 2η，
　k）： sn （λ一

μ ， 彦）： sn （2η，ん）

　　　　 ：
’
・k　 isn （2η， k）sn （2一 μ ， の Sn （λ一μ＋ 2η， k ）

が得 られ る （証略 ）こ の パ ラ メ
ー

タ表示 を用い る と （h は省略して記 す ）

　 　　α 　0　0　 d

　 　 O　 6　 c 　 O
J？＝

　 　 O　 c 　 b　 O

　 　 己　 0　 0　 α

　　　　 a （2 ， μ）＝ sn （λ
一

μ 十 2 η）

　　　　 b（2，μ）＝ sn 　2η

　　　　 o （λ， μ）＝ sn （λ
一

μ ）

　　　　 d （λ， μ）　： ksn 　2 η sn （A一
μ）sn （R一

μ 十 2 η）

となる 。

　（5．・25 ）以下 で u ＞ u4 ＞ tO3 ＞ w2 ＞ ca1 と仮定 した こ とは

　　　　O　S9　w4 〈 w3 ＜ w2 〈 w
、

（5．43）

（5．44）

（5．45）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．46）

を仮定す る こ とと同 じ で ある
。 こ の 領域を basic　domain とい う。 状態和 Z （Wl ， 　ttle7　 W 　3 ， ω 4 ）

は （1，2，3，4 ）の すべ て の 置換 （ゴ， k， あ π ）に つ い て

　　　　Z （w ・ ・ w
・ ・ w

・ ・ w
・ ）＝ ・ Z （± w

）

一
・ ± w

、 ’
± w

、・ ’ ±・th
．

．
）　 　 　 　 （5．47）

の 対称性 を もっ の で （5．46 ）の 領域 だ け求 めれば よい の で ある。 （5．
鹵
47）の 証明は省略す る が

（3．15）よ り得 られ る
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　　　　σ
1
端 （Wl ，

　W ，， ω，，
　W4 ）・

’
＝ ctf

。 （WV
−

W ， ，

−
W

、 ，　 W4 ）

　　　　σ
2ae

。 （ω 1，　W 、，　W3 ，　W4 ）σ
2

＝ X
。 （

−
W1 ，　 W ，，

−
W 、，　W 、）

　　　　σ
3
’tfn（ω 1 ’ ω 2 ， ω 3 ，　w4 ）σ

3 ；諺 n （
一

ω IJ　
一

ω 2 ・ ω 3 ・ w4 ）　　　　　　　　　　　　　　　（5．48）

を用 い て 行 うこ とが 出来 る。

　温 度に よ っ て
吟

の 大小 関係 は変 り うるの で与 え られ た Wp ω 2解 3 ，　w4 が （5，46 ）をみ た し て

い な い ときに は Wy の 名前 また は符号 をつ けか え て か ら以 下 に進め ば よい
。 温 度 をか えた とき

ある温度で ω 2
＝

ω 3 とな り， そ の 温度の 上 ， 下 で もとの ω 2，ω 3 の 大きさの順序が反転す る温度

が臨界温 度 Tc を与 える 。

§6．　 6−vertex 　modeI

　以下 Baxter の parametrizationを 6− vertex 　model の 場合 に適用 し ，　 T （λ）の 固有値お よび

固有ベ ク トル を求め る 。こ の とき

　　　　v7
＝

v
．
8

＝ O

　 　 　 　 Zθ 1
− W2

　　　　12 ＝ 1　 1 ＝ 1

　　　　 k．＝ 0 　 η ＝ iζ　 R＝ iv

　　　　 sn （u ，　0）； sinu ，　　 sn （u ，　1）＝ th　tt．

　　　　 cn （th 　 O）＝ ceSu ， 　 dn（u ）0）＝ 1

　　　　cn （。 ，
1）一 （1

− th2の
％ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （6．1）

で あ る 。 KDP モ デ ル
，
　 F モ デル ，

　 Sutherland モ デ ル
， 輪 モ デ ル は zero 　 field　 6 − vertex

モ デル の 特別 の 場合 で ある 。

　 （5．42 ）｝ま

　　　　（W4 ＋ ω 3 ）：（W4 −
W3 ）：（W1 ＋ W

、 ）：（Wl
−

W2 ）

　　　　＝ sin （λ十 η）：sin （λ
一

η）： sin 　2η ：0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．2）

wt に対 し て は （6．2）の λの 代 りに μ の 入 っ た式が成立 つ 。

　　　　（曜 十 畷 ）：（畷
一

ω ∫）：（wf 十 暢 ）：（wf
一

ω 5）

　　　　 ＝ sin （A一μ 十 2η）： sin （2 一
μ ）：s 丘n　2η ：0　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．3）

とな る 。 ま た ，
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N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

8一バ ーテ ッ ク ス モ デ ル とXYZ ．
モ デ ル

一

1

　

　

　一

、

ー

「

　 KDp　 o

　　
「
F　　 2

5輙 ・1・ “a − 9
　 w “ 　 　o

　 2　　 　3

− 一，L 」＿
　 ：　　　 l
　 l　　　　　　　 量

　 o 　 　 乞

　 ε　　 E

　 E　　　 ε　　ヘ　　　　　　　　　　　　リ
　 ユ 　　　　　z

　Oo 　 　 ε

「
一

　 E

　 乞
．

　 8
　 5

　 £

Fig．8

　

一

　

コ

．
6

1
亅

−
ー

r
乙

o

ε

c
」

　

一

　

　

　

　

　

「

　

冒

・

十
ε

・

峨

乞

　　　　　　　　　 　　 1　 0　 0　 0

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0　 b　 e 　 O
　　　　 R （λ， μ）＝

　　　　　　　　　 　　 O　 e 　 b　 O

　　　　　　　　　 　　 O　 O　 O　 l

　　　　　　　　　　　　　　sin 　 2η
　　　　 b ＝ 6（λ

， μ）＝

　　　　　　　　　　　　sin （λ
一

μ十 2η）

　　　　c
・

c （Z… 一

、、譜留，、

　　　　　b （R， μ）　　　b （μ ，
λ）

　　　　　o （2，μ）　　　o （μ ，
2）

で あ る こ とに 注意 して お く．

　　　　却 ⊥：凝 ， ∴到
　　　　　　　　　　　　 w4 ＋ ω 3 　 0 　 　 0 　 　 0

　　　　− ［：ll］一 ：：： ：畿 ：
　　　　　　　　　　　　　　q　 o 　 　O 　 w

・ ＋ w
・

　　　　　馬 一 陸 ∴ ］⊥
血 （1＋ η）

。。∴ ，］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

一407 一

　

一

7
ー
−

「

Il

　

…

゜っ

。。

Qっ

o。

R

十
。o

oっ

゜。

°o

（6．4）

（6，5）

（6．6）

（6．7）

（6．　8）

（6、9）

’
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　　　　　f・n
一

陪 ：］
一

［s∴η 9］
　　　　　rn − ［1甑ト［：剰

　　　　　ヘ ー ひ5
眇 3

∴］廿 ∵ ，、］　 ・・ …

で あ る 。

　 また

　　　　ゐ
・
（λ）≡ 聖 。

（λ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （6．・1）

　　　　　　　一［
4 （a）BN （z）

CN （z）DN （a）］　　　　　　 ・6…
t
・

　　　　 TN （λ）＝ tr．S7N／（λ）＝ Av （λ）十 斬 （λ〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．12）

で ある 。斯 の … 」％の は 21VX　2N の 行 列 で ある。以下 N は省略す る。　A （λ，μ）は前節 まで よ

り

　　　　A （λ， μ）（9 （え）  8x（μ））＝ （ク （μ）  57（λ））．Q （λ， μ ）　　　　　　　　　　　　　　 （6．13）

をみ たす よ うに定 め られ て い る 。 （6．13）を計算す る と
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　

　　　　y … 獅 ・一 ［！1繍］  レ蹴 ；］
　　　　　　A （λ）A（μ） A （λ）B ω B （λ）A （μ）B （λ）B （μ）

　　　　　　A （2）ctU） A （λ）i）（μ）B （A）o （μ）B （λ）D （4）

　　　　　　c （λ）A（μ） c （λ＞B （4） D （λ）A（μ）D （λ）B （μ）

　　　　　　c （λ）o（μ） c （R）1）CLt） D （λ）c（μ）D （λ＞D （μ）

　　　　」麓（λ
， μ）（5

ア

（λ）  3F（μ））

　　　　　　 　　　　　　　　 A （λ）B （μ）

　　　　　　 十 eC （λ）A 　Ctt）　　 bA （λ）1）ω 十 eC （λ）B （μ）

　　　　　　 十 bC （λ）A（la）　　 e ．4（λ）DCtt）十 bC（λ＞B（α）

　　　　　　 　　　　　　　　　 c （λ）D （μ）
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B （λ）A （μ）

bB （λ＞o（μ）十 〇1）（λ）A （μ）

oB （λ）o（μ）十 bl）（λ）A（μ）

1）（λ）c（μ）

B （A）B （μ）

bB（λ）D （μ）十 cl ）（λ）Bω

e 、B（λ）B（μ）十 bl）（λ）B （μ）

D （λ）D （μ）

（6。15）

．（．s7
’la）  ．ラ「

（λ））L刃 （λ， μ）

A ．Cet）A （A）　 bA （μ）β（λ）十〇 β（μ）A （λ）

．4ω o（λ）　 bA （μ）D （z）十 〇 B （a）o （λ）

c （μ）A （λ）　 bC （μ）B （A）十 cl ）（4）A （λ）

0 （μ）0（λ）　 b（⊃ωD （R＞十〇 1）（μ）C （λ）

　　cA （μ）B（2）十 ゐBω 1（λ）　 B（のB（λ）

　　cA （μ）1）（λ）十 6Bω o （2）　 B （μ）D（λ）

　　σ o（μ）、B（λ）十 b1）（μ）A（λ）　 D（μ）B（λ）

　　cCCa ）D （R）十 bZ）ω o （λ）　　D （4）刀（λ）

（6．15 ）と （6．16）の 各要素が等 し い こ とよ り

　　　　　 匚A （λ），．4（μ）コ＝ 0

　　　　　匚B （λ）， B （μ）］＝ 0

　　　　　 ［C （λ）， C （μ）］＝ 0

　　　　　［D （2）， D （μ）］＝ O

　　　　　B （λ）ノ《μ）＝ h（λ，μ）」B（4）A（1）十 〇 （2， μ）ACのB（λ）

　　　　　B （μ）D （a）＝ ・　b（λ， μ）B （A）A （μ）＋ 。 （λ， μ）D （λ）B （μ）

　　　　　o （2， μ）［o （2）， B （μ）］＝ b（2， μ）（A （μ）ヱ）（λ）
− A （λ）D（a ））

　　　　　e （2， μ）［D （2）， A （μ）］＝ b（R， μ）（B （4）c（R）− B （λ）c（の）

で あ毳

　 （6．9），　（6．10）よ り

　　　　　e；・ ［1］ ・1 − ［1］
とす る と

　　　　　αh（a）e蓋； α （x）¢ 古

　　　　　δ
n （A）e；　＝ δ（λ）e古

（6．16）

（6．17）

（6．18）

（6．19）

（6．・20）

（6．21）

（6．22）
＊ ＊
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　　　　　r．
・；− o 　 　 　 　 　 　 ・

　　　　 α（λ）＝ sin （λ十 η）　　　δ（λ）＝ sin （A一
η）

とな る
。

e：を local　vacuum と い う。こ れ は X
。
（λ）の 左 下 の 項 を消す 。

　　　　 9 ≡ et   eE  
…

  瞬

とす る と 2 は A （λ），
　D （R）の 固有ベ ク トル で あ る 。

　　　　 A （A）A ＝ α
N
（2）2

　　　　 1）（A）2 ＝ δ
N
（A）2

　　　　 C （2）9 ＝ 0

（6．23）

（6．24）

（6．25）

（6．26）

（6。27）

前頁脚註

＊　次 の 形 の 方が使 い やす い 形で あ る 。

　　　　A （
　　　　　　　　1
a）　B （Pt）　＝

　　　　　 o （μ，え）
B 甑 え）− 8絵llB（・）A （・・）　　　　　　 （6・・8 つ

　　　　・・・・・ …）− c 、1，。、
B ・・…D ・a・一畿鍔・・a・・…） 　 　 　 ・6・・9

ノ

）

　　　　β
．

e査＝＠ 1 ＋ w2 ）雪
＝ sin 　2　ny　efi で β

、

は SA に類似 の 演算子 で あ る 。　
B （a）は Pt＝ 　3 の と き ex −

plicitに 53 をf乍る と

　　　　・・
3
− 「1淵［lil：］［1：1：1

　　　　　−

『i刎陰‡鬻；：1鵡1刻
　　　　　一

障：：：‡1：；：；：工lll：：：‡霧：畿‡畿‡lll：1：‡微］
　ゆ えに r

．
が
一

つ で もあ る と2 に作用 し た と き消え る か ら

　　　　A9 − ・

、
・

，
・

，
2 ・＝　a3g

　　　　D2 ； δ
1
δ
2
δ
3 ρ ＝ δ

39

　 　 　 　 C9 ＝ O

　　　　B2 ＝ （・
、

α

2β3 ＋ ・
1・
e2δ

3 ＋ fflδ2 δ
3）2

　　　　　　； 、i。 2η ［α
2

、1麟 ＋ ・δ
・｛弱 ＋ δ

2
　・1　・S　・9］

B は 1dHeisenberg モ デ ル で い えば 1 ケ の ス ピ ン を反転 し た 状態 の
一

次結合 を作る演算子で あ る 。
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　T（λ）の 固有ベ ク トル の を次の 形に お く。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　の （λ1，
λ
2

… λ
m ）一

凰
β （λd）2m ＝ °

・
1

・
2 ”− N

　 　 　 （6・28 ）

Rlは 1dHeisenberg モ デ ル の 揚合 の 運動量 に相当 し ，　 d はそ の 量子 数で あ る 。　 T（λ）＝ A （R＞＋

D （A）を作用 させ る と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　［A （λ）十 D （λ）］H ・B（λ1）2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1＝1

｛。（

1

λv λ）
B （λ・）A （λ〉

一

黔 β（λ即 ・）

＋
。 （λ｝λ1）

B （λ・）卯 ）
一

嬲 B（λ）D （λ1）｝舮ω 9

。、読，
、，

・ （・・）｛。 （、1、，
・… ）… ト 畿…li・…A （・・）｝

− lil：…1；・…｛。 、、まλ
1）

・・… A （・・）
一

鑽 ÷・・λ1）A ・…｝

＋
。 （、≒、）

・ （・1）｛。 （、Ft，）・ （・・）・（・）
一

驚 ・（・）・（・・）｝
− 1−1［−ill：1，lli・（・）｛。 （、；z

，〉
・（・

・）ρ（・1）
− 1笥紹 B （・1）D （・・）｝

　 　 m 　　　　　　　　，
× 】］［B （λ1）9
　 1＝＝3

一 仁、・1・、 。 （・1・，
… 1）・… 脚 ・・・…

一
。（λ1λ）1−Sl　f｝i−f9−il

，
｛｝B （λ・）β（λ脚 ・＞B （λ・）

一

駕 i。 、、塁、
、）

・ ・・・・・…A ・λ1）・… ）

＋ lillili畿illi　B （λ）B（A1）A （λ・）B （λ・）

＋
。 （

1 　 　 　 1
　　　　　　　　　B （λla

，
λ
1 ＞c （λ，λ

2 ）
）B （λ・）D（λ）B （a・）

（6．29）

（6．30）
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一

。、、1、、） 覊 … 1）・ゆ ・・・・・・…

　　　　　
− lil十 （、1、

、，
・・・・・・・・・・… ）・・…

　　　　　・ 默 ；畿ill；・ ・Z・B ・・1）・・… 即 ・・｝躯 ・・ 　   …

　　　　　
一 ｛。 （・1・） 。（・1・）

B （・・）B （・2）［1（、器、）
B （・・）・・（・）

一

畿i鍔・（・）・（・3）］

　　　　　
一

。 、蘓 ll…碧即 ・）B …長、、夛、
，，

即 ・・A ・・2・
− lll：…1：IB… ）A・…］

　　　　　
− lill：li。 ・・1・

、）
・ ・・・・・…［

　　 1

・（λ3 ，
Al）

・ … ）A ・・1）
− k（13…1…；… 1）礁 ・］

　　　　　・ lil：itlis
）il−i（III：…iii・1−］B ・・・… 1）E、・1・

、 ，
呻 ・…

− lil：紹即 ・・A ・…］

　　　　　＋ 。 （、1、、）。 （f，
、）

B （・・）B （・・ ）匠（、≒、）
B （・・）D （・〉− ll駕 ・（・）D （・・）］

　　　　　
一

。 、・1・、）1畿1・ ・λ1）・…匠、、，
｝、

、、
・・・・・・・…

一

餐芻 ・・… 以 …］

　　　　
一

驚 i、・
1｝・，、

B … B ・… E，・、
F・

，、
・・… D ・・1）

− lilll　lli… 1）D … ）］

　　　　・ 畿lli畿紹・ （・）B（・1）匠（歳）
B （・3）D （・・）

一

甃lli　l：｝・（・・）D （・3）］｝
　 　 　 　 　 　 m

　　　　× 悪、

B （Z・）・2 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （6・32 ）

こ れ を繰返す と 2m 個 の 項が出る 。 そ の 第 1項 は

　　　　　［，k。（、1、）
・（・小（・）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　一 匡。（、1、）
・ （A・）］c・・ （・）2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
『412 −
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− a”

（λ）［臨 （λ1λ）愴B （λ・）2

　　　　
− c・・N・1・［fi　

l

l− ・ c （λ1’
z）］・・・・ ・

… 1
．
・

第 （2M
−1

＋ 1）．項 は

　　　　δ
”
（・〉［fi　

l

l＝ 1e （λ，
　A ）］

の（al・・2・　
’・・

　A
・
）

とな る
。 故 に 残 りの 項が消 える よ うに λg が定 め られれ ば固有値 A は

　　　　岬 ・
・・・…

m ・
一 璽 。 、考，

、，
・ 唾 。 、、1、，）

とな りの（λp
… Am）は 固有 ベ ク トル で ある 。

　残 りの 項 の 内 ス
1 が λ の 代 りに入 っ た 項 A ， は

　　　　A
，（λ；λP λ

2 ，

… a
． ）

　　　　
一 畿 碧殉 農。 、、意，課 ；嘆 。 ，、  ）

　　　　
− li駕 （c・　

”
（　・・　）　

、
9，
　1（、慧）

一・靴唯 。 （、  ）
）

で ある 。 B （λ）と BCtt）は 可換 で あ るか ら λ
）
．が λ の代 りに入 っ た項は ，

　　　　ri
，
・（λ；λ

PR ，，

… λ
m ）

　　　　
＝ ÷罅 （α

N
（λ・）薨・ …1・プ

〃
（λ

・
）

鷺… ナ・9）
）

とな る 。 故 に

　　　　4 （A ；λ
1，

λ
2 ，

… λ
m ）＝O　　i ＝ 1

，
2

，

…
m

す な わ ち

　　　遡 ＝ 造
・ （λ・・　2y・）

　　　　
δ

”

（z・） 1署
゜ （械 ）

で ある。

　（6，35）お よび （6．37）は あ らわ に書 くと

（6．33）

（6．　34）

（6．・35）

（6．36）

（6．37 ）

（6．38）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6．39）

で ある よ うに λ が 求 め られ た と き， A （2；λ
p 　R2，

… Am）は 固有値 ，　IIB（λ1）2 は固有ベ ク トル
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　　　　 ri（2 ；
λ
、，　R，ジ

・・λ
m ）

　　　　
− s ・・

’V
・・＋ ・・

、＃，W
’”

、iAizFl：）

2°p）

　　　　・ ・i・
N
・・

一
・・凰

silll

諾 1η）

　 　 　 　 （6・…

お よび

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　・i・
”
（λ

ノ
＋ ・）且… （λ・　

L
　，li　

一
　2η）

　　　　　　　　　　
馬 1

　　　　
− …

N
（λ

、

’一・唱 ・i・（’li
　
一
　
Rl＋ 2・）　 　 　 　 　 　 （6・　41 ）

　　　　　　　　　　　 容ブ

す な わ ち

　　　　濃
・

葛…1詈綾≡篝鍔 ・・
一 ・

，
・2・・’… m ） 　 （6・・42 ・

とな る 。 （6．40 ）は 1d　Heisenbergモ デ ル の 解法に用 い られ た Bethe　Ansatz の 拡張 に な っ

て 居 り， こ こ で は Yang −Baxter 関係式 か ら自然 に 導かれ た。

§Z　積分方程式の 導出とその解法

　 8− vertex モ デ ル の と き （6．35 ）お よ び （6，37）に相当す る式 は

　　　　 ri（R ；λ
、，

λ
，
，… Am）

　　　　一 ・… ＋ ・・
i＃，

　−
e（1語 1η）

・ ・
N
・・

一
・・直

ん（1語 、1η） 　 （7…

　　　　h”（　2）
一
＋ ・）

一 卍 （λ
・

・一
・A

・
＋ 2・）　 　 　 　 　 　 　 （7．．2）

　　　　　　　　　　1刃
ん（A

・

一λ
厂

2 η　　　　 hN （λブ
ー

η）

とな る 。 こ こ に

　　　　 L（λ）＝ θ（  H（λ）θ（Z）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （7．3 ）
’

で ある 。 （証略 ）

＊　　θ（λ十 2K ）＝ θ（λ），　H （A 十 2K ）　＝
− H （λ），　よ り　ん（2十 2石〔）＝ − h （λ），　g （λ十 2K ）≡ g（A），　の （λ十

2K ）＝¢ （a）で ある 。 従 っ て積分方程式が Fourier級数で とけ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 414 −
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最大固黼 ・相当す ・瞞 関数・対 ・ て … 一 咢・ あ る こ と・・分 ・ （証略）（・ dA ・H ・i・en −

berg モ デ ル の とき基底状態は 半数の ス ピ ン が反転 し て い る こ とに対応 ）（7．2）の logを と る と

　　　　卿
一   ・ ÷菖の・い ・・ 　 　 　 　 （7…

　　　　　　　　　　　　　峠丿

1 は整数で
丿

、 ・… 一
÷・  驚 ；　 　 　 　 　 　 ・7…

　　　　・… 一 ÷1・glil 圭芻
4naxに対 し て は

　　　　ら． 、
一
ら

一一 1 　 （グ
ー 1

・
2

・

…
m

− 1
・

m ・ ・ 　IV／2 ）

が対応す る （証略 ）。 N → 。 。 とした とき Ay が 一K か ら K の 問の 分布関数をρ（λ）とする と （K ＝

Kle は母 数 ん に対す る第
一

種 完全楕 円積分 ）

　　　　謹 、

プ（・、

・
）一鐙∫（・）・（・）Cl・ 　 　 　 　 　 　 （・・7）

す なわ ち ρ （A）は次の 積分方程式 をみ た す 。

　　　　・・
t

（・）一
一

・2．・ρ（・〉・ 環岬
一

・）・ω脚 　 　 　 　 　 （・・8）

　 こ の 積分方程式 を Fourier級数で と く 。

　　　　・ m
一 纛蹊・（・）・

f” ・ ・n2 ！K ・・ 　 　 　 　 　 　 （7・・）

　　　　・ド 盡媛・
・

（・）・
… 曲 ・ 　 　 　 　 　 （… ）

　　　　の 一 ☆暖σ （・）・

ゼ 幽 ・ 　 　 　 　 　 （7… ）

（7．9 ）， （7．10 ）， （7．11）を （7．　8）に入れ て

　　　　 9 。

＝ − 2 ・ ρ
。

＋ 2K ρ
。
¢

。 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （7・12）

すな わ ち

　　　　　　　　
9m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （Z　13）　 　 　 　 ρ
π

＝

　　　　　　　2K の
拠

一2 π
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楕円関数 の Fourier 係数は分 っ て い る の で

9m ＝

一
π ／K

・ ・h（
π ηL（2iη十 K 「

　　　2K

）
）

m ＝ 0

の
η

；

　 　 π
・
mK

／

Ksh （2K ）

一
π ／K

　　　π m （4iη 十Kt ）
π sh （一　　　　　　　　　）
　 　 　 　 2K

m ≠ 0

m ・＝ ＝ 0

m ≠ 0

（7．14）

（7．15）

　 　 　 π mKt
κ sh （　　　　　　）
　　　 2K

ゆ え に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　 　 　 　 ρ

皿

＝

　　　　　　　・K ・・ （
π

穿
η

）

こ れ か ら

　　　　　　　　・・ 　 、

珈 λ／κ 　 　 1 　 　 〜
　　　　　　　 Σ　　　　 ρ（λ）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝− dn （え

， k ）
　　　　　　　nt ：：：− oo 　4Kch （π imny／K ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2 π

4。ax
に対 し て （7．1）の 第 2 項は 0 （e

’eN

）の オ
ー

ダ
ー

で あ る こ とが い える か ら ，

　　　　
一

βf　− k ，・9… ． 。x
− 1・gh （・＋ ・）

　　　　・ ÷媛・（・一・ 一
・）轍

　　　　＝ 　109（ω
1 十 ω

2 ）

　　　　　　　　　　 2
π ηL（Kt十 2乞η）

　　　　． ， S ま
＿ r 　

2K

＿ η
（・h

π

餐
η 一

ch ？
te2

）
　 　 　 　 　 　 m ＝1msh

　　　　　　　　　　　K 　
ch
　K

こ れ が 8− vertex 　model の 自由エ ネル ギーで ある 。

（7．・16）

（7．17）

（7．18）

（7．・19）

　す な わ ち vertex 　weight （2．3 ）が与え られた とき， （2．　4）で
吟

を求 め 大 き さ と符 号に 応 じて

番号 の つ けか えを行 っ て か ら， （5．36 ）一（5．38 ）に よ っ て 1 ，ζ，v を求 め （5．41）に よ っ て k
， η ，

2 を求 め る 。 η，
A は純虚数 に な る。　 k に 対す る完全楕円積分で K ＝ Kk．と K ’

＝ ・ KX を求め ， こ

の K ，K ’

，
λ

， η を （7．　19）に い れ た もの が求め る 自由エ ネル ギー
で ある 。温度をか えて w2 と w3
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の 大小 が反転する と
勢

の 番号の つ け か え を要す るため もと の パ ラ メ
ー

タ
ーで 見 る と 自由エ ネル

ギ
ー

の 表式 が か わ る。こ の 点が臨界温度　Tc で あ る 。　w 　2
→ ω3 で （1→ O ，　Kl → π／2

，
1（〆→ 。。

，

k → 1）自由エ ネル ギーの 特異性部分は m を整数と して π／μ ≠ 2m な らば

　　　　（fif）
、i、g　

・ 1T− T
。
　1π／・

π／μ ＝ 2m な らば

　　　　（βプ）si ・g　
： （T −

・Tc ）
z ”

　1・9 ［T − T
。　i

で ある こ とが示 され て い る 。 （証略 ）こ こ で

　 　 　 　 　 　 πζ
　 　 　 　 　

ニ 　

　　　　　 Kg

で あ る 。 こ れ は 臨界指数がパ ラメ
ー

タ
ー

の 値に連続的に依存する 例が存在す る こ とを示 した も

の で あ る 。

§8． 8−vertex モ デル と 1次元 XYZ モデ ル

　 （3．4 ）に よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4

　　　　
く 「

・
α

・
IX

・
（v）1「

・ ・ ，
CtA＞ ＝

鐸1
・
・
（v）呪・

。＋ 、盧

　　　　　　 rn＋ 1　 1　　 1　　　
− 1　　

− 1

　　　r
。

α
。

α三　 1 　
− 1 　 1 　 − 1

　　　11 　 w4 ＋ ω
3 　 0 　 　0 　 w

、

一
ω 2

譜
n

＝

　　　 1 − 1 　 0 　 ω 4
一

ω 3 ω
、
＋ ω 2 　 0

　　
『 11 　 　 0 　 Wl ＋ ・ ・

2　 w4
−

W3 　 0

　　
− 1 − 1 ω 1

一
w2 　 0 　 　 0 　 ω 4 ＋ w3

で ある 。い ま

　　　　・ 1
一 壱（・ 、

一
・ ，

一
・ 、＋ ・ 、）

　　　　P 、
一 ÷← ・ 、

＋ W 、
一

・ 、＋ ・
、）

　　　　・，
一吉← ・ 「 ・ 、＋ ・ ，

＋ ・ 、）

　　　　P4 ＝ 去（w 、＋ w ，＋ w
、
＋ ・ 4）

（8．1）

（8．2）

（8．3）
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に よ り アpp2 ， p3 ， p4 を導入 する と

　　　　 w4 ＋ ω 3
＝ P4 ＋ pu　3

　　　　 ω 1 ＋ W2 ＝ P4 −
P3

　　　　 ω 4
一

ω 3
＝ Pl ＋ P2

　　　　 ω 1
−

W2 ＝ PU　1
− P2

で あ る か ら

　　　　　　　　　　　　rn
＋ 1　1　　　1　　　

− 1　　
− 1

　　　　　　　　rn　Ctn　Ctも　　1　　
− 1　　　 1　　　

− 1

　　　　　　　　1 　 1 　 P4 ＋ P3 　 0 　 　 0 　 Pl
−

P2
　　　　 Xn ＝

　　　　　　　　1　
− 1　　　0 　　Pl 十 p2　 p4

−
p3 　　0

　　　　　　　
− 11 　 　 0 　 P4 − P3　 P 、

＋ P2 　 0

　　　　　　　
− 1 − 1P1 ＋P2 　 0 　 　 0 　 P4 ＋ P3

（8，4 ）

（8．5）

（8．5）を（8．1）（8．2 ）と くらべ る と
勉

を
乃

に か え ， 鰾 と r
。 ＋ 1 を い れ か え た もの に な っ て い

る 。 した が っ て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4

　　　　… α
・ 剛 1・・ ＋ ・

α盖〉 ＝

，
ζ1
魂 ・臨 ＋ 1 　 　 　 　 （＆ 6 ）

弯
と して （5．35）の parametrization を用 い る。

　　　　・ 1
一諜i霙…

一 器器 ・
・

一 い ・
一 諜12　 　 ・…

こ こ で ζを定数， v を変数 と考え る 。　 v ＝＝ 　4 の と きは p1 ＝ p2 ＝ p3 ＝ 0 ，　 p4 ＝ 2 で ある か ら

　　　　く γ．
　a

． 1．）en（ζ）lrn＋ 1
α袷〉 ＝ 2 δ（rn，

α孟）δ（Ctn，γn ＋ 1＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．8）

とな る 。 （δ（α ，
Ct1）は Kroneckerの デル タ ）

　　　　 T
ハT

＝ trXIX2 ・
…　zfN 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8・9）

で あ る か ら V ＝ ζの と き

　　　　〈 ｛α｝｝T． （ζ）1｛α ！
｝〉

　　　　＝ 2N Σ… Σδ（r、，　Ct1）δ（α 。
　r

、）δ（r、
，αを）δ（α

、
，　r

、）
一・δ（歴 猛）δ（％ ・rl）

　 　 　 　 　 　 　 「1　　 「N

　　　　＝ 2N δ（Ct1， αち）δ（Ct2，
αt9）…　δ（CtN ，

α1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．10）
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N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 8一バ ー
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すなわ ち 2
− 「VTN

（ζ）は cyclic 　operator で ある 。
　 TIV（ζ）の 逆行列 を TN

−1
〈ζ〉とす る と

　　　　　〈 ｛ot｝　1　TN
　1
（ζ）　1｛α

！

｝〉

　　　　　＝・ 2
一
殆＠、，  δ（α 2 ，

α｛）
・・t（α，

，αニー、）δ（CtJ．、
，αチ）δ（αJ．， ，

αチ．1）
… δ（％ 味 、） （8・11）

　　　　　・

｛ジ，
〈 ｛Ct｝1・T…1｛a

”

｝〉 〈 ｛Ct
”

｝　1　T・
　
”1
　i｛Ct

’

｝〉

　　　　　一 δ（α 1，
CtC）δ（Ct、 ，

α1）… δ（aN ・
αを）

一 く 剛 ｛α
’

｝＞

TN
−l

　TiV も同様 。

　 い ま

　　　　　［÷1・9 呵 一 〃

−1
（・・監副 ぼ 　 　 　 （8・・2 ・

を計算す る ． 先ず

　　　　　・ ｛・・1［÷祠 呵
1囮 ・

　　　　　． ，
払 1 甃Σ

…
Σδ（，1，、・・｛）δ（Ct1， ，，）δ（r，，… S）δ（・、，

　r3）… δ（rJ−、， 咋 、）・（C・、−1 ，・r））
　 　 　 　 　 　 　 　 ノ＝ 1rl 　　 TN

　　　　　・ 〈 … 1［÷4 ・V・］呵 脇 … rJ
＋ ・

C・｝・ ・）・・aJ ・ 1 ・・rJ・ ・）
…

　　　　　× δ（rN ・　Ctk）δ（CtN・ r1）

　　　　　一 ，
・一・ £ δ（・｛，・

。）δ（c・≦，、a ，）
… δ（c・｝．。

a・
」、，，）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 J＝・1

　　　　　・ 〈 ・
・
一… 1［÷刈 呵

1・f・ ・
α1・ … 5・・… ＋ 1）

… δ・懸 1） （8・・3・

　　（8．12）は ゆえ に

　　　　　〈 ｛α ｝1（8．12）1｛α ’

｝〉

　　　　　一

、ジ、

〈 晦
1
（ζ個 〉 〈 剛 ［去・司VKi ｛ゆ

　　　　　
一去甼、冫，

δ（α1 ，
α発）δ（・… f）∴’δ（a… a

・・1）δ（…＋ 1 ・
aft）

’”・・6（aN ・　akLl ）

　　　　　・ ・（αi， 〔郷）δ（Ct≦，　Ct｛
’

）… δ・C・」・一・・   ・ ・矧 ［駆 …］調 … チ・

　　　　　× δ（αチ． ， ，　
Ctst

． 、）
… δ（囃 喝一・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 419 − ．
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一 去毒1

δ・・1・・f・・… ，
・≦・

・・
… 嘱 一

・）仰 … 1［f．
　XJ ・可轟 1畷 ・

　　　　× δ（αtJ＋ 1・
Ct∫＋ 1）

”°δ（atN・ α奔）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．14）

と書 け る 。 （8．6 ）よ り

　　　　〈 Cti　CtJ＋11 ・1fG（c
’
）1af＋ 1

〔ぢ＞

　 　 　 　 　 　 4

　　　　
＝

即
σ出・∫

σる＋ 10f ・・ 　 　 　 　 　 　 　 （8・・5）

　　　　− plσ
ix

σ
1
＋ P ≦・

、X ・
，嘱 ・

、   ・
、
＋ P6 ・

、  ・
、

・ あ・
・ 従 ・ て ［妾1・9 呵 呵

・ 交換相互 作 用 が 3蝋 ， 昼 ・ ・つ H 。・、enberg

mode1 すなわ ち XYZ モ デル の ハ ミル トニ ァ ン で あ る 。

　　　　［k¢ i・9 呵 π

　　　　一 t，9、
略 ・ ・＋ 耀 、

＋
，1・タギ．、）・捶 　 　 　・8．・6・

（E は 2N × 2N の 単位行列 ）

　 こ こ に

　　　　・≦
一

鬧 vK 雛 ・一 ［か ・〃］“ 。，

で ある 。

　 （8．7）よ り

　　　　・ 1一

一
s

癖
n ‘

・ ≦一

一

警
cn ‘

・1− ・

で ある か ら

　　　　・1−
一

響 ＋ 雫
n ζ

＋
C

睾
‘

　　　　　＿
−

Sn2 ζ（ln2　C＋ 彦
2
　Sn2 ζ 

2
ζ＋ Cn2 ζdn2ζ

（8．17）

・‘一

  1。暫 （… 8・

　　　　　 cn ζdnζsn ζ

 
2
ζ
一

sn2 ζdn2ζ
2sn ζcn ζdn ζ

cn 　2 ζ

sn 　2ζ
（8．19）
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同時に

　　　　　 ， ＿ dn　2ζ
　 　 　 　 P2　＝ ＝

　　 　　 　　 　 sn　2 ζ

　　　　　 ， ＿　 1
　 　 　 　 1）

3
『

　 　 　 　 　 　 　sn 　2ζ、

　　　　　，二・n2 ζ＋ d。 2 ζ一 1

　　　　　　　　　sn　2 ζ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （8・20 ）　 　 　 　 P4　
＝

従 っ て

　　　　
／
x

： Jy ： 1
。

＝ 　cn 　2 ζ ：dn　2 ζ ： 1　　　　　　　　　　　　　　　　（8．21）

とな る よ うに 1 とζを選 ん だ とき

　　　　Q −
一

・… n ・・匿・ ・ 暢 司 　 　 　 ・8．・22・

とな る 。 1ag　T （v）の 固 有関数は T（v）の 固有関数 と同 じで ある の で そ の 最大 固有値に対応す る 固有

関数か ら 1 次元 XYZ モ デル の 基底 エ ネ ル ギーを求め る こ とが 出来 る 。

§9． Vilrainモ デ ル と IMiyashita モ デル

　Fig．9 に おい て 実線 を強磁性 ボ ン ドK ， 点線 を反強磁性 ボ ン ドーK とする と，こ れ は regular 　
・

だ が frustrationの ある モ デ ル で これ を Villainモ デル
1）

とい う。σ
o を中心 とす る σ

1
σ
2

σ
3

σ
4 の

ク ラ ス タ
ー を考え て σ

o で 和 を とる と

　　　　V，
　
exp ［K σ

・（σ
1 ＋ σ

・＋ σ
・＋

・
・）］

一
・hκ （・

・
＋ ・

・＋ ・
・＋ ・

・）

　　　　
＝

了
exp ［K 　1 （

σ

・
σ

・＋ ・
・

σ
・＋ ・

・
σ
・
＋ ・

・
σ
、）

　　　　＋ κ
・（・

・
σ
、＋ ・

、
σ

、 ）＋ K
、

σ
、
σ
，

σ
、・
a4 ］　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9，1）

（σ
1，

σ
2 ，

σ
3 ，

σ
4）； （1，1，1

，
1）， ．（

− 1， 1， 1，1）， （
− 1，

− 1
， 1，1）， ← 1

，
1

，

− 1
， 1）を両辺 に入れ て

　　　　A 　exp （4K ・
＋ 2κ ・

＋ K ・．）
一

・h　4　K 　 　 　 　 ．

　　　　Aexp （
− K4 ）　　　　　　　　　 ＝ ch 　2K

　　　　Aexp （
− 2K2 十 K4 ）　　　　　＝ 1

　　　　A ・xp ← 4K
・
＋ 2K

，
＋ K 、）＝ 1 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9．・2 ）

こ れ をと い て A
，　KpK2 ，　K4 は次 の よ うに な る 。
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　　　　A − （。h2K ）
Y2
（。h．4K ）

％

　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　KI ＝ ’9“1・9 ・h　4K

　　　　K
、

一 ÷・・9 ・h4 κ

　　　　K
、

一
一S，・9 ・h ・K ＋Si・9 ・h4K

σ6を中心 と し て σ
p

σ
2 ，

σ6，催 の ク ラ ス タ
ーに つ い て 同様の 操作 を行 うと

　　　　Σ exp ［K σ
。 （σ

1
− ・

，
＋ σ

3
一 σ

4 ）］
＝ ch 　K （σ

「
σ
2 ＋ σ

3・
一

・

4）

　　　　誇 ・xp ［・〜（・
、
σ
，
＋ ・

，
σ
、
＋ ・

、
σ
、
＋ ・

、
σ
1）瑚 σ1σ

，
＋ ・

、
σ
、）

　　　　＋ぬ σ
、
σ
2
σ
3

σ
4 ］

よ り A ＝ A ’

， Kl ＝ − Kl ， 1（毛二 K2 ，　Ka ＝ K4 とな る 。

　従 っ て Villain　model の 状態和は Fig，9 の O の ス

ピ ン に つ い て 和 を とる と， Fig．10 の 格子 の 状 態和に

な る が一重線 部分 は K1 ＋ KG ＝ 0 で 二 重線部分が 2κ2

』
と 4 体力 K4 を もっ た Ising モ デル の 状態和 に な る 。

こ れ は Baxter　model と等価 で Tc が求まる が 0 に な

る。これ は Forgacs の 結果 で あ る 。 始 め か ら Villain

model に Fig．11 の よ うに frustrationをよ り強 く出

す よ うな 3rd 　neighbor 　interaction　K ” を入 れ て お

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Fig．9
け ば K2 が K2 ＋K ”

に代 る だ け で とけ る と い う事情 は

／

＼

7
〆

！

ぐ
一一幽甲
＼

丶、、
　

曁L

一一．  1．

〆’厂

一 　「

＼
　

1
丶

｝

／

／
L1
、、． ／

／

」1「一τ『
1丶

＼

＼
　 ＼

一一｝ 「．
　 ，’

／
白

く

＼

，・」r
、．層』 　 〆〆

／

／
　 一

＼
＼ ／
．∴＿

／

　 8」

｝＼
＼ ｝

，
　 〆
　 ／

1／ ＼
　 ＼

　 ／

／

〆

／

1、＼、

1　 　 【

　 一凵
＼ i

−
／

厂
一一

ト

…

Fig．10

（9．3）

（9．4）

（9．5）

（9．6）

（9の

1 1

再
’

一 一一冒一駲一一 F鴨■一 ＿＿一＿一・
叫 σ♂ 碗

一
研 砺 丐

一 『，罸−一 卩一暫膾 一　〒一一一一一 ■
叫

1 早
〜

i

一 一 一一
ノ

嘗 一 一

一 一． 一冒

噌．

　　 一一 一

→

Fig．11
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変 らない
。
Miyashita3）は Villain モ デ ル に適当な K ’t を入 れ る と exact に とけて か つ 転移温 度

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ネ

が存在する こ と を示 した 。

§10　 補　 　足

　以上 8− vertex モ デ ル の 自由エ ネル ギーを転送行列の 方法で 求め る方法 をの べ た。関連す る

事項や あげなか っ た文献に つ い て 二
， 三 補足 し て お く。 8 − Vertex と double　Iayered　Ising

model の 等価 を の べ た の は Wul
）
と Kadanoff 　and 　Wegner2

）
で あ る。状態和 の 根 の 分布に つ

い て は Suzuki　
3）

が し らべ て い る 。 3 角 3− spin 相互 作用 の 3d　8 − vertex 　model は diamond

格子 に つ い て Tc が Thib 。udier 　・nd 　 Vill・i・
5）

に よ り求 め られ て い る ． 1・ ng ・ang ・ ・rder

に つ い て は Baxter6
）
自身 に よ っ て 求 め られ た 。 逆散乱法 と の 関連に っ い て は §2 で あ げた

Takhadzhan −Faddeev の 他 Thacker7
）
Wadati8

）
の review があ る 。

　 Baxter の free　evergy

か ら Onsager の free　energy を導 い た 論文 は まだ みて い な い が 御存知の 方は御知 らせ 下 さい §）

1 ） F．Y ．　Wu ，　 Phys．　Rev．　B4 （1971）2312− 2314．

2） L．P．　Kadanoff　and 　F．　Wegner，　 Phys．　Rev．　B4 （1971）3989− 3993．

3 ） M ．Suzuki，　 J．　Math ．　Phys．12 （1971）235− 246．

4 ）R ．　J．Baxter
，
　 Aust．　J．　Phys．27 （1974）357 − 367

，
369 − 381 ．

5） C．Thibaudier　and 　J．　Vj皿a血
，
　 J．　Phys．　A5 （1972）3429− 3437。

6）R．J．　Baxter
，
　 Fundamental　Ptoblems　in　Statistical　Mechanics　Vol．5109 − 141

，
　ed ．　E 　 G．　D ．

　　Cohen，（North　Honand ，1980）．

7 ）H ．B．　Thacker
，
　 Rev．　Mod 。　Phys．53 （1981）253 − 285．

8）和達三 樹 ， 日本物理 学会誌 36 （1981）786− 793．

9） R．J．　Baxter，　M ．　F．　Sykes　and 　M ．　G ．　Watts
，
　 J．　Phys．　A8 （1975）245− 251 は級数展 開で 自

　　由 energy の 比較 を行 っ て い る 。

Appendix 　I （5．40 ）の 証 明
＊ ＊

（5．23 ），　（5．24 ）よ り

＊ 1）　J．Villian
，
　J．　Phys．　 CIO　1717 （1977）．

　2）　G ．Forgacs
，
　Phys．　Rev．224473 （1980）．

3） S．Miyashita， 物性研研究会 （1982 ．6月 ）

＊＊ 広池和夫氏 の 方法に よ る。
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　　　　 ∂U ∂U
〃

　 ∂U
ノ

∂U
〃

　　　　瓦
一
蕊

＋
瓦7瓦7

＝ o

すな わ ち

　　　　 ∂“
” 　 ∂u

〃

　　　　万1 ＋
ア

＝ 0 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （AI ．1）

従 っ て u
”
は v

！
vt の み の 関数で あ る 。

　　　　（・ 詣 ［雫 ＋
∂（1ラ

〆 ）

］一 ・）
ゆえ に um を ト v

”

の 関数 と して 求め るに は vt を 0 とし て utt（のを求 めて か ら v を v − vt とお け

ば よ い 。

　　　　一 艶 … の鶏 ；≡篝i；）％
で あ るか ら 畷 ＝ 0 とお い た揚合 を考 え る 。 （5．7）， （5．8 ）， （5．9）よ り ％ ； 0 とする と

　　　　　 　　
一43 〆 2”

十 21 ／ 4”
＝ 12〆 3”

　　　　 43 ／

1”

　　　　　　
− 12 ’ 4”

＝ − 21／ 3”

　　　　23 ’ 1”

　 　
− 32 ’ 4”

一 一 41 ’ 3 ”

　 　 　 　 　 　 　 　 （AI ． 2）

　　　　　 　　0 　 − 43’　　 21 ’

　　　　 d ＝ 　43
’

　　0　　− 12’

　　　　　 　 23 ／

　　0　　− 32ノ

　　　　　
＝ 43／ 3／ 2 〆

（− 43 十 12 ）　　 （第 2 列で展開 ）　　　　　　　　 （AI ．3）

　　　　　 　　　　　 21 ノ

　 ー 43t 　　　21 ／

　 　 　 　 　 　 　 tt

　　　　・f 一

穿
一

・・
’

・ 一 ・2’

　　　　　　　　　
− 41／

　　　0 　　　− 32 ノ

　　　　　ー手・3’

… 　2・

（・・一
・4 ） 　 　 　 　 　 （・・ 、）

　　　　　 　　　　 0　　　 12
／

　　 21’

　　　写斗 ・ 一・・
’
一 一・2・

　　　　　 　　　 23 ’

　 − 41 ノ

　 ー 32 ’

　　　　一 学卜 122・・3・

（− 43 ＋ ・2）・ ・1・
　3・　・

t
（一・

・
＋ ・

・
）｝ 　 　 （・・．、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（第 2 列 で 展開）
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　　　　　　　　　　　　　　　0　　
− 43／

　　　12’

　　　　　　　畷 一 笋43’

・
一

・・
r

　　　　　　　　　　　　　　23’
　　　　0　　　− 41 ’

　　　　　　　　一 学…
’
・

’

（− 42＋ 22）

準備 として sn ，
　cn の 加法定 理 の

一
っ の 表式 を求め て お く

　　　　　　　　　　　　　　　　snucnvdnv 十 snvcnudn 畆

o

　　　　　　　sn （u＋ v ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1擁

2sn2
鮎 sn2 。

を変形す る 。 分子分母 に sn   一
sn2 　v をか け る と

　　　　　　　　　　　　　　　（sn2 　u
−

sn2v ）（snucn 　vdn 　v 十 sn　vcn 　udnu ）
　　　　　　（AI ．7 ）＿

（AI．6）

（AL 　7）

　 2sn
　U

一
彦
2Sn

  Sn   一
Sn ％ ＋ k2　Sn2 　u 　Sn4 　v

（sn2 　u − 　sn2v ）（Sn 　u 　cn ・ dn　v ＋ sn 〃 c脳 dn の

　　sn2 ・・
一（1 − （ln2u　）　sn2 　usn2 　。　

一　sn2 　v ＋ （1　L 　dn2v）sn2 　wsn2 　v

＝ （Sn2 　r 　Sn ％）（Sn ．uCn ．v （！n 　v ＋ Sn 　v　Cn 　udnu ）

× ［sn2 　u
− 　Sn2 　・・　Sn2 厂 Sn2 　v ＋ Sn2 　uSi 　v ＋ sn2w 　Sn2v 　dn2　

、、

一　dn2　・　sn2u 。n2 ・ ］
『1

＝ （sn2u
−

sn2v ）（snucnvdnv ！
−
snvcnudnza ）

X ［sn2u 　cn2 　v　dn2　v −
sn2 　v　cn2u 　dn2za十 sn2 　v　dn2u

−
sn2u 　dn2　v ＋ ， n2w 　一　sn2v ］

−1

　 　 　 　 　 　　 　 　 　2　　　　 　 2
　　　　　　　　 sn 　U

『
sn 　V

　　 snucnvdnv
−

snvcnzadnu

cn の 加法定理

、　 　 cn （u ＋ v ）　＝ ＝

cnucnv −
snusnvdnzadnv

　1 − kZsn2　usn2v

sn   一
sn ％ をか け る と sn の 場合 と同様 に して

（AI ．8）

を変形する 。 分子分母に

（AI ．9）

　　　　　　　　　（cn ・ u 　cn ・ v
−

・n ・ za ・n ・ dn　u （inの（sn2 ω
一 sn2の

cn （u ＋ の ＝

　　　　　　　　　　　　sn 　 u 　cn ひ dn2“
−

sn2 四 cn   dn2鮎

＝ ［Sn2wcn 　u 　cn 　v
．−

cn 　u 　cn ・ sn2 　v

− sn3usnz ／ dnudnv 十 snusn3z ／dnza　dn ひ ］

× ［（sn 　ucn 　v 　dn　v −
　snv 　cn 　udn 　u ）

× （sn … 　cn 　v　dn　v ＋ sn ・ cn 　Zb　dn　w ）］
−1

前式 の 分子 ＝ ＝　sn2u 　cn 　ucn 　v （1 『k2sn2v ）

＋ sn ． u （1 − sn2 の dn ・・su ．v 〔in・v
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 -  sn  te dn  tesn  v(1-  sn2v)  dn v -  cn  u(1-  k2sn2w)sn2 v cn  v

 ==  sn2tL  cn  ucn  v  dn2 v+  sn  w  cn2  te dn usn  v  dn v

 -  sn  wdn  u  snv  cn2vdn  vr  cn  udn2wsn2v  cn  v

::=(sn  zecn  udn  v-  sn  v  cnv  cinw  )

 × (snucnvdnv+snvcnudnu) (AI.10)

vg) Z  bc

cn(u+v)=

W4"  -

snucnudnv-snvcnv  dn th

      sn  ucn  vdnv-  sn

43' lr 3, (22 ne 42)

vcn  udn  u

w3" 43' 3t 2t (12 -  34)

     lr 22-42

     2' 12-34

      t-
     te zel

(AI.

(AI.

11)

( )>6 ( UL  U2)-(  tcL  U4)

   ( u-ul  >Y5(u-u2)S -(  u-  u3  )l6 ( u-  u4)%

          
'x

:\,, f),)2 -(l:[?i  il)
2

12)

(5. 35)

      ui  -u
           2

evNn(

   :".:"4i l] (
dn(vCdn(4,

cn(v  
t,

l)g)

l)

 cn(v,

 cn(C,

dn(4,

 l)

 l)

l)

  dn( v,

  dn(4,

[dn(v,

 l) sn(v,

 l) sn(4,

l)]2 [sn(4,

 l)

 d)

l)]2T[sn(v,l)]2[dn(C,l)]2

cn(C,

× -
  cn(  v,

d) dn(vC l)

 cn(C,  g)  dn(C,

   [dn(C, l)]2

l)  sn(4,  l)

[sn(C,l)]2

l) dn(v, l)

   dn2(v,

sn(C,  l)-  sn(v,  g) cn(4,  l) dn((, l)

l) sn2(C,  l)m  sn2(v,  l) dn2(C,l)

[cn(v,t) dn(v,D  sn(4,

sn2(4,

 d)L  sn(v,  l)

l)-  si(v,  l)

cn(C,g)  dn(C, l)]sn(4,  l)

  cn(v,

     1
×

  sn(C,

d) dn(v) d)

l)

sn(C,l)T  sn(v,  l) cn(C,g)  dn(4, l )

(AI.
  *13)

*  d2sn2(<,  l) sn2(v,  l)

=  sn2(  4, l)(dn2(  v,  l)'  1)

sn2(C  l) dn2(v,  l)-  sn2(v}sn2(v,

 l)(dn2(C,  l)-1)

l) dn2(e, t)=  sn2(C,  l)-sn2(v,  d)
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（AI ．8）に よ り

　　　　　 sn （v ＋　C，
　／）

sn （C， の
（AI ．14）

また

〃

−
ω

〃

3
ω

43 ！ 1／ 2t （23 − 14 ）

43 ！ 3／ 2’

（12 − 34 ）

1’ 23 − 14
＝
ず 12 − 34

（AI ．15）

　　　　　dn（v ，　d） cn （v，1）sn （v ，
　t ）

。n （v
・

， の
d・ （ζ・

　 1） cn （ζ・ 1）・n （ζ・
・1 ）

cn （ζ，の cn （v ，　d）　dn（v ， 1） sn （v ， 9）

　　　　　　　　　　　　 cn （ζ， 9）dn（ζ， 1）　 sn （C ， ♂）

　　　　　　　　　 1 　 dn（v ， の cn （ζ， の sn （ζ，　9）一　cn （η
， の sn （v ，の dn（ζ，‘）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（AI ．16）
　　　　　　　 cn （ζ， の cn （〃 ， の dn（v ，1）sn （ζ，

．の一
sn （v ，　t）　cn （ζ， の dn（ζ， の

（AI ．11）に よ り

　　　　　　一辮 llの 　 　 　 　 　 　 （・L　17）

同様 に （証略 ）

　　　　 wE
’

　 dn（v 十 ζ，
d ）

　　　　房
＝

、。 （ζ，
．、）　 　 　 　 　 　 　 　 　

（AI ・18）

（AI ．14）， （AI ．17），（AI ．18 ）よ り v を v
−

v
「

で お きか え る と（5．40 ）が得 られ る 。

Appendix 　U 楕 円関数

楕 円関数に 関す る必 要な定義 と公式 をま とめ て お く 。

ぬ τ ＞ O ， g
＝ e

「「　iτ 　 として

　 　 　 　 　 　 oo

O
、 （・ ， 9）≡ Σ （

− 1 ）
π

〆e2
π ‘z

　 　 　 　 　 　 n ；−QQ

“
・（z

，・ 9）≡ ÷q
％ ♂

・

が
、 （・ 号 ・ q ）

・
・（z… ）・ gY4 ・

・ ’・

・“4（・ ＋ ÷・S ・ ・）
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　　　　〃
・（… ）・ ・4（・ ＋S・ 9 ）

を楕円テ
ー

タ関数 とい う。

　　　　　　 が萎（o）　　　　　　　　　　　　　轍  
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h ’

≡　 　 　 　 k ≡

　　　　　　 が1（o）　　　　　　　　　　　　　81 ω

k を modulus と い う 。

　　　　K
・

・ t ・齣 Kkt − 一
穿 ・1 

Kk と環 は そ れぞれ h と ktの 第 1種完全楕円積分 で 表わ され る。

　　　　塩
一 虐蒜 K2 一増

卜 窪  ，

　　　　sn （・ …1）・ ÷撫ll鋸

　　　　  ・z・・・… 霧継 紹

　　　　d・（・ … ）・ 毎 婿
をJacobiの 楕 円関数 とい う。

　 snu ，　 cn ・u ，　dn　 u は 2重周期関数で あ っ て そ の 周期 は

　　　　 Sn　u ：　4K ，2iK
／

　 　 　 　 cn 　a 　： 4K 　2　K 一
ト2iK ノ

　 　 　 　 　 　 　 　 ，

　 　 　 　 dn　u 　： 2K 　4　iK ’

　　　　　　　　 ，

で あ る。　 sn （u ，
　h）は第 1種楕 円積分

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 伽

　　　　u ＝ ＝ 　t。
z

　　　　　　　　（1− ♂）（1一彦
2
の

の 逆関数

　　　　z ＝ sn （u
， の

で あ る 。

　次の 関係式

　　　　俘：灘詫 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 428 一

（Afi．1）

（AH ．2）

（A 皿．3）

（All．4 ）

（Ati．5）

（All．6）

（A 皿．7）

（A 皿．8）
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　　　　　　　お よび加法公式

　　　　　　　　　　　　　　　・n （・ ＋ v ）−
sn

豐 辮 、驚
血 馳 sn 〃

　　　　　　　　　　　　　　　・ n （… ）−

cn

讐 塁諤畿
sn 磁

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dn　u 　dn 。
　＿一　h2　sn 　u 　cn 　th　sn 　v　cn 　v

　　　　　　　　　　　　　　　dn （u ＋ v ）；

　、
一、

・

sn
・
u 、n

・
v 　 　 　 　 　 　 （Al・9）

　　　　　　　　が成立 っ
。

　　　　　　　　　　
k → ° の と き let→ 1 ，

　 K → π／2 ・ κ
’

→ °° ・n ” → ・i”
　
“ ・

　9・
　
u → ・… ・ 伽

マ
1 となる ・

　　　　　　　　　　　　　　fi（u）≡ が
1（螽 ・ q）

　　　　　　　　　　　　　　　・（… ・ （
，釜・ ・）　 　 　 　 　 　 　 （・弧… ）

　　　　　　　　を∫acobi の theta 　functionと い う。

　　　　　　　　　　　　　　　・n ・醐 一 慧 1　 　 　 　 　 　 ・・1・…

　　　　　　　　が成立 つ 。

　　　　　　　　　次の Fourier級数 が成 立 っ 。

　　　　　　　　　　　　　　　1・gliil ÷ ・・擢、
　
sin

裟蓋潔
2π π ”

　　　　　　　　　　　　　　　・、ll÷ ・ − 2 ・ ・v ＋ ・， 租
s 血 2

薯
π （ω

一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A 皿．12）

　　　　　　　　　導関数

　　　　　　　　　　　　　　　（sn 　u ）
t

＝ cn 　u 　dn　u

　　　　　　　　　　　　　　　（cn 　u ）
’ ＝−

sn 　udn 　w

　　　　　　　　　　　　　　　（dn の
ノ

＝
− k2　sn 　u ・cn 　u 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （A 且．13）

　　　　　　　　　倍数公式 　　　　
．

　 ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2sn 　 ucn 肪 dn 　w

　　　　　　　　　　　　　　　sn　2　u ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1 一
彦
2sn
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Fig.12 Jacobian Eiliptic Functions.

  Byrd  and  Friedman,  Handbook

  of Elliptic Integrals ic X  6.
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