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カ オ ス を示 す 簡単 な モ デ ル の 漸近解 に つ い て
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　少数 自由度系の 示 す カ オ ス で 重要な点は次の 二 点 で あ る。位相空間の 中の フ ロ
ー

を考えた時

に ま ず   　2 つ 又 は それ以上 の パ ス に軌道が 分離 されそ の 後 で 合流 し て 混 ぜ られ る 。  こ の

プ ロ セ ス が無限 に 繰 りか え され る。こ の 結果 と し て ア トラ ク タ
ーに は 自己相似な構造が現 わ れ

る 。こ の メ カ ニ ズ ム をよ b微視的な 立場か ら調 べ る た め に，摂動論 を使 ？ て解 くこ との で き る

簡単な モ デ ル を提案 した 。
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こ の モ デル で a ，b ，e 、f，　 r は正 の パ ラ メ
ー

タ で あ り， ε は微小 パ ラ メ
ー

タ で あ る 。γ ＝ 0

の 場合に は，こ の モ デル は ロ ーレ ン ツ方程式 で 時間反転 した もの と
一

致す る。式働 を非線型 ス ケ

ケ
ー

ル の 方法 を用 い て 解 い た
。

ま ず 2 つ の 時間ス ケ
ー

ル τ と ω を導入す る 。

　　　・ 一 ・t ・ 暑卜 φ（・）　 　 　 　 　 　 　 　  

こ こ で φ  は以下 で self ・consisteRt に 決 め る関数 で あ る。　 ca とm は ε で 展 開可能で あ ると

す る。

　　　 x
・
一

…
。
（・ ・ω ）＋ cx

、
（・ ・ω ）＋ ・

… m − m
。
（・ ・ω ）＋ EM1 （・ ，ω ）＋ …

  と〔3｝を（1｝に 代入 し， ε の 各オ
ー

ダ
ー

を比較す る と， まず 0次は ．

　　　・藷 一 ・・ φ
2

諭 。
＋ 嘱 一1 ＋ m

。
・・＝・

こ の 2 番 目の 式 は 次 の 様に 書 き か え られ る 。

（3｝
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した が っ て 2 個 の ミ ニ マ ム をもつ 4 次 の ポテ ン シ ャ ル 中の 運動 で 表現 で き る 。 Eo ≧ 0 の 時に

は 2 つ の ミ ニ マ ム を ま た ぐ運動が可能で， E
。

＜ 0 の 場合に は ， 運動は右又 は左 の ポ テ ン シ ャ

ル の 谷 に制限され る。 Eo の 正負に よ っ て Xo は次 の 様に ヤ コ ビの 楕円関数 で あ ら わ され る 。

・ a ・e （i） x
。
＝A （・）cn （κ（u （・））ω ，　u （・））　 （E。

≧ 0 ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔5）
ca ・ e （il） ％

漏 β（・）d・ （K （・ （・））ω ・v （・））　 （E
。

〈 。）

こ こ で Eo，A ，　B ，φ，　v の 間に は次 の 関係が あ る の で 独立 な変形は 2 つ だ け で あ る。

ca ・ e ・＞ E
。
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e の 1 次の 式 に（5）式を代入 し， 永年項を除く条件か ら ，
ソ ω と mo （τ）の 時間発展に っ い て の 式が

得 られ るL）そ れ らの 式 を解 く こ とに よ っ て ， 撰動論の 0次 の 解は 決定 され る 。 従 っ て 元の 3次
　　　　　 ■
元 （nc）p 冨 飢 m ）の 問題は （v7mo ）上の 2 次元 の 問題 に 帰着 で きた 。

表 1　解 の 分枝

γ ＞ 226 2．26 ＞ γ ＞ 1．74 1．72 ＞ γ

（Ee ・
Me ）平面 安定固定点 E

。
＞ o の 領域 の 安定な

リ ミ ッ トサ イ ク ル

E
。

の 正 負 に ま た が る安

定な リ ミ ッ トサ イ ク ル

　　　 ●
（  ア

＝ 鵡 幻 空間 周 期 軌 道 トー
ラス ス ト レ ン ジ ァ トラ ク タ

ー

　パ ラ メータ を次 の 様に 選び （a ・：ttL

1．0625 ，　 b 贈 0．0625 ，　 c ＝ 0．25，

f＝ 1．75， ε ＝ 0．001 ）， r を分枝

パ ラ メ
ー

タ とと っ て y と m
。

の 方 程

式，あ る い は そ れ と同等な Eo と me

の 式 を解 い た。そ の 結果は 表 1 ，図

1 に 示 され て い る。
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図 1　 リ ミ ツ トサ イ ク ル
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　特に表 1 で r ＜ 1．72 の場合には 1周期の 間に EDが正 か ら負 へ
， 又負か ら正 に か わ る 。

Ee ＞ 0

の 領域 で は運動は 2 つ の 谷 をまた い で い るが， Eo が負に な る と右又 は左 の 谷に落ち こ み振動

す る。再び Eo が 正 に な る と谷 か ら ぬ け出 し て 2 つ の 谷 をまた ぐ振動を始 め る
。

こ の プ ロ セ ス

を繰 りか えす 。 右 の 谷に

落ちるか左の 谷 に落ち る

か は 解 の   と  の接続に

よ っ て一一意的 に 決定 され

る。従 っ て 運動 は決 定論

的 で あ る 。しか し解 の Xo

中の ω は φ を積分 し た も

の で あ る か ら解は運動 の

履歴 に依存 し て い る 。こ

の 事実が決定論的に もか

か わ らず ど ち らの 谷に落

afi

　

OXo

e．6

乏
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幽e．6　 　 −G．5
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　 　 　 　 　 　 　 m 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ma ← EMI

　 　　 図 2 　ア トラ ク タ
ー

  シ ミ ＝ レ
ー

シ ヨ ン （b）理 論

10

ち る か の 予 想を困難に し て い る 理 由 で あ る。 3 次元空間 の 軌道を x
−−

m 平面 に射影 した もの を

図 2 に 示 し た 。 理 論と シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン の 結果は よ く

一一etして い る。
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§1． 2 次元 マ ッ プ に よ る周期加現象 の 発 見

　トー
ラ ス か ら ロ ッ キ ン グを経 て カ オ ス に至る例 は ，流体実験等 で 数多くみ られ る 。 そ の 際 の

メ カ ニ ズ ム
， 規則性 を調 べ よう。まず， 2次元マ ッ プを用 い る 。た とえば，マ ッ プ

　　　｛；li：：仁1蠶 1：謬
（結合 ロ ジ ス テ ィ ッ ク ・モ デ ル ； D ＝ 0．1 とす る。） こ の マ ッ プ は ，

（1）

L34 く A 〈 L355 で ，
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