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こ の 図 よ りK − dV 方程式に 5 階微 分 の 項が付加 され る度合が増す に つ れ カ オ ス 状態 へ 移行す

る こ とが分 る
。

　ま た 図
一 4 に は s ＝・1 の 場合 （5 階の 空 間微分 の み ）に つ い て ， 初期波形 の 半値幅 orH を変

化 させ た場合の 最大 リァ プ ノ ブ 数 五 の 変化 を示 し て あ る 。 L は監 が増加 す る と あ る値 で 正

とな る 。 こ の L が正 とな り始 め る 陥 の 値 は ， 孤立 波 が 3 個生成す る初期波形で あ り， 5 階微

分 を有す る系で は孤立波 の 三 体衝突 は不安定で あ る事実 を反映 し て い る もの と考 え られ る L）

　結論 と し て ， こ の 系に お い て は ， 初期波形 で 定 ま る So 以 上 で L は正 と な り， カ オ ス 状態 と

な り， カ オ ス 状態 は非可積分系 の 孤立波 の 個性 を保存 しな い 衝突 に よ っ て生 ずる 。
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相 関 関 数 の 理 論

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　東大 ・教養物理 十 河 　 清

§1， は じめ に

　量子 可積分系 の 研 究に と っ て ， 量 子逆散乱法 （QISM）とい う手 法 は ， 次の よ うな め ざま し

い 良い 特 徴 を持 っ て い る 。 （1）Bethe　states の 代数的構成 （Bethe仮説の 代数化 ！）を可 能に

す る 。 （2）S行 列 の 因 子 化理 論 を とお し て新 し い 可積分系 を発見 で きる 。 （3）量子 Gelfand−

Levitan方 程式 を基 に し て相 関関数 の 計算 を可能 に す る 。

　 1 次元 量子系 と 2 次元 古典 系 と の よ く知 られ た対 応 が あ る の で ，上掲 QISMの 特 徴 （1）に

よ っ て ， 基底状態 エ ネ ル ギー （分配関数 ）， 素励起 ス ペ ク トル （相関距離 ）な ど従来計算 され

て きた もの を容易に 再現 す る こ と が で き る L） また （2）の 手法 に よ っ て，新 し く解 ける モ デ ル

が っ ぎっ ぎ と提 出され て きて い るZ）

　本稿 の 目的は ， 上 掲 （3）QISM に よ る 相 関関数の 理論 の 現状 を報告す る こ とで ある 。 こ こ

で はほ とん ど全 て の 性質 （分配関数 ， 秩序度 ， 相関関数 ）が調 べ られ て い る 2 次元 Ising モ

デ ル を例 に し て ， Sato −Miwa −Jimbo の 理 論1）McCoy −Wu の 理 論
4）

を述 べ る 。こ れ ら 2 次元

Isingモ デ ル ， 1次元 XY モ デ ル
， 不透 過 Bose ガ ス な ど ，

一
般に free・fermion 系 と呼ばれる

場合 に は ， 計算 が厳密に 遂行 で きる の で あ る。 Free　fermi。 n 系は，　 QISM の work す る 系
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の 特別 な極限 の 場合 と考 え られ る の で ， こ の こ と は教訓的で ある 。

　 与 え られ た 紙数 が少な い の で ， 本稿で は途 中 の 計算 を省略 し て結果 の み を記 し ， 導出の ポ

イ ン ト とな る 諸定理 諸性質 の み を述べ る 。次の §2 で は ， 2 次元 Ising モ デル の相関関数の

計算に 関す る SMJ の理 論 を紹介す る。§3 で は，　 free　fermionの 場合 に SMJ 理論が work し

た 理 由 を要約 し た の ち ， こ れ と の 対比 で ΩISM の 現状 に つ い て議論す る 。 な お 末尾 に 文献 を

あげた の で 詳細 は そ れ ら に あ た るか ， 直接著者 ま で 御質問 くだ さい
。

§2． 2 次元 Isingモ デ ル の 相関関数

　（・儲 結 果

　 2 次元 Isingモ デ ル に 関 して ，　 Onsager，　Yang 以 降 の 発 展 で め ざま し い の は ，相 関関数の

計算に 関す る もの で ある 。 現在 ま で に得 られ て い る結果 は 以下 の よ うで あ る 。

　（1）2 点相 関関数 （MWTB 　｝
）
Bariev5

）

）

・ 触 ％ 〉 一 く 謬   ［
　 。 。 F （の．
一

Σ
　／＿12d

．］

　こ こ に 〈 σ 〉 は 自発磁 化 で ，Yang の 結 果

　　〈 。 〉 一 ［・
一 （。h　2K

、
　sh 　2K

、）
−2
］

t／8

で 与え られ る 。ま た F （1）
は

・
ω

一 ゴ、。1紜 ，
… ∫

nd
　e21

（T く Tc ） （2．1）

（2．2 ）

　　　　　　　　　　　　　　
一

π 2 π ・ hr （θ2t ）

　　　　． 髫♂ 嘩 ・ ら
・h ［（・（らト ・ （e

）
・・ ））／2 ］ 　 　 　 　 （，．，）

　　　　　戸 　 　 　 si・ ［（e
コ
＋ ら・

．1）／2 ］

　　ch 　r （θ）≡ ch （2Kl ）ch （2κ『）
−

sh （2Ki ）sh （2．1（葺）cos 　θ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

で あ る 。 こ こ に は T＜ Tcの 場合 を書 い た が ， もち ろ ん T＞ T
。

の 場合 の 表式 も得 られ て い る 。

（2）、cali 。 g　limit（MTW 　
4）
）

　　。茎（θ）≡ lim 亅T − Tc「
’／‘

　 〈 。
。。

σ
mn

＞ 　 　 　 　 　 　 　 （・．・）

　　　　　。篇

　　2θ≡ lim　 l卜 刎 語 7 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2．6）

　　　　轟』
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とい う極限 を scaling 　limitと呼ぶ 。こ の とき ，

凝 一 幽 … 脇 （（1亊）
2
−

、h2ψ）］

と い う コ ン パ ク ト な表式を持つ
e こ こ に ψ は

誰・講 一 s・h （・…

即 ち sine −Gordon方程式に 従 う 、 ある い は 変換 η（の ＝ exp （
一

ψ（θ））に よ っ て ，

幕・溜 一
÷（

dη

dθ）
2−

…
3
・÷

　 　 　 　 　 　 　 t
と い う， Painleve  と呼ば れ る 非線形 常微分 方程式 に帰着 され る 。

　（3）discrete　Painlev6方程式 （MW 　
4）

，
　Itzykson6

）
）

（2．7）

（2．8）

（2．9）

　前節 の 計算 は scaling 　limitを とらな くとも遂行 で き る 。 そ の 場合 ｝こ は （2．8）， （2．9）式 の離

散形 で あ る discrete　Painlev6方程式 に 帰着 され る 。 表 式 は 長 くなる の で こ こ に は 記 さな い
。

　（b）Sato−Miwa −Jimboの 理 論
3）

　相 関関数 に 関す る SMJ 理論は ，　 Clifford群 の 理論 とモ ノ ドロ ミ
ー
保存変形 の 理論 と い う 2

っ の 道具 か ら成 りた っ て い る 。

　 （1）Clifford群 の 理 論

　2 次元 Isingモ デ ル の 伝 送行列 が Jordan−Wigner 変換 に よ っ て spin か ら fermionの 演算

子 に 変換 され て 解け る こ と は よ く知 られ て い る 。

　　・
m

− 1   ……
  （

100
− 1 ） 

・・・…
  ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （0 〈 m ＜ M 「− 1 ）　　　　　　　　　　　　（2．10）

　　Cm − 1   ……
  （ll）  ……X ・

と し て

Pm − C。　Cl… Cm−
、
　S

．
，　 P。

＝q
（2．11）

q
．

＝ CoC1 ・・Cm＿l　Cm　Sm

を Jordan−Wigner 変換 とい う。す る と
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　　 Pm　Pmt十 Pm ／ Pm ＝
　2 δ

mmt

　　q． q．
ノ 十 qmt　q ．

＝ − 2 δ
mmt 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）

　　 P． q ．

ノ 十 qml　Pm ＝ 　0

で あ る 。 こ の と き Sm と Pm ・，qmt と の 間に は次の よ うな興 味あ る関係 が成立 す る 。 写wa　Tg を，

Tg・w ≡ gwg
−1

に よ っ て 定義 した と き，

　　　　　　　　 Pm ！　　 0 〈．　mt　〈 m
− l

　　T
，

・
Pm・

一 ｛
　　　

m

　　　　　　　　
−

Pm ／　　　　　m 〈 mt 〈 翌
一 1

　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 （2．13）
　　　　　　　　 q．

ノ　　　　　0 ＜ mt 《〔m
− 1

　　T
，

．

・q．

・
一 ｛

　　　　　　　
−

qmr 　　 η減 η〆《 翌
一 1

とな っ て い る 。 こ の よ うな Tg に よ っ て w に ひ きお こ され た 変換 を induced　rotation とい う。

　 こ の 物理 に は な じ み の fermion の 代数の こ と を数学で は Clifford代数 と呼ん で い る 。 こ れ

に 関 し て次 の 定理 が あ る 。

　定理 1． norm 表現

　　Clifford代数 の 基底 を ｛黔 ｝と し ， そ の 期待値 の table を Kik ；〈 w
）
・
　
wk ＞ とす る ．　Cli−

fford群の任意の 要素 g は 必 らず norm 表現 を持 っ 。

　　 9 ；＜ 9 ＞ ： exp （ρ／2 ）：

　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 （2．14）

　　・

  黒
R

・磁 ・ 馬广 馬

こ こ に 記号 ：… ：は normal 　ordering をあ らわ す 。 こ の とき行列 R は ，　 g に よ る induced

rotation の 行列 T （Tg　wk
＝ Σ 男   ）と次 の 関係で 結ばれ て い る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丿

　　T ＝ （1− RtK ）
−1

（1十 RK ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．15）

　　R ＝ （T − 1）（
tKT

十 K ）
−t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．16）

定理 2， 積　公 式

　Clifford群 の 要素 g
（1｝

，…，g
（n 〕

が nQrm 表現

　 9
（／）

一 〈 9
ω

〉 ： ・xp （ρ
ω
／2 ）：

ρ
ω

＝

舜鴫 ・
・

（’＝　1・　 2・　’”・　 ・ ）
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を持 つ とき ， 積 g
（1）… g

ω
の norm 表 現 は以下 で与 え られ る 。

　　9
（1）…

9
（n）一〈 9

（’）… g
（・ ）

〉 ：，。p （ρ／2 ）：

　　・
一

羅 魂擁

こ こ に

　　〈 9
（1） ・・−

9
ω

〉

　　　　　　　　　　　 ＝ 　　 det（1 − RA ）
　　〈 9

ω
〉

…
〈 9

ω
〉

　　（R（9m）
）＝ （1− RA ）

曽1
　R

で あ る 。

　 （2）2 点相関関数 （τ 関数）

　 2 次元 Isingモ デ ル の 相関関数は

　　・2 （m ， n ）； ＜ ・
。。

　Smn ＞

　　Smn − e
−imPl ’nP2

・。。
　e

‘nePl ＋ ” P2

と書 け る 。 こ こ Vc　P，
　，　P2は boost　operator で ある 。

　 　 　 　 7レ

（2．16）を用 い て そ の norm 表現 を得 る 。

　　Smn ＝〈 Sm
。
〉 ： exp （ρ

m 。
／2 ）：

す る と定理 2 を用 い て ， 相 関関数 は

　　〈 Soo   乃
〉 ＝ ＜ Soo ＞〈 Smn ＞　 det （1− RA ）

　　
一 ［・

一・・h2K ・
　・h2K ・

　）
“2

］
1／‘　exp 匸去・・ace … 9 （・

−

B・ ）］

と書け る
。 従 っ て （2．1）式 の

　　F （／） ＝ trace
’
（RA ）

1

（2．17）

（2．18）

（2．19）

（2．20 ）

（2．21 ）

（2．22 ）

ま ず sm は Clifford群 の 要 素で あ り ， そ の induced　rotation （2，13）の 行列 T か ら ， 定理 1．

（2．　23 ）

（2．24）
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を得 る 。 こ れ が MWTB ，　Bariev の 結果 で あ る 。

　 （3）scaling 　limit

　 ε ＝ IT− T
。
　Pと し て ，

　 Xl
＝me ， x2 ＝ rcn ε （re は ある 定 数 ）を固定 した ε → 0 ，m ，n → 。 Q 極

限 を考え る 。 こ の 連続化 に よ っ て

　　。
。 。

、

一 （，。n 、t，・）
’

％ ω 　 （T く T
。
）　 　 　 　 　 　 （2．25 ）

とな る 。こ の とき の g に よ る rotatior1 は

　　9 （・ ）脅 ω 一
・ 〔・1

−
Xl ）吻．（x ）　P （・ ）

で あ る
。

　相関関数は 本質的に こ れ ら g （x ）の 積 の 期待値に 他 な らな い 。

　　，n
（x

（’）
，

…，・
ω

）一（・・n ・t．ε ）
・／8

〈 9 （・
（1）

）… 9 （x
（・ ）

）〉

こ こ で 波動関数 と呼ぶ ，次の 期待値

　　噂
）
（x ，

　xr ）＝〈 吻 ω 伽 （〆 ゆ （al ）
…

卿 。
）〉

を考 え る と， こ れ は以 下 の よ うな 著 し い 性質 を持 っ て い る 。

　 D　研 は x の 関数 と し て ， free　equation 　of 　motion に 従 う 。

　iD　 or は点 α 1 ，

…，a
。

に お い て ， 2 価 の モ ノ ドロ ミ ー性質 を持 つ （（2．26）式 ）。

　Iii） モ ノ ドロ ミ
ー

は ， α v
…

，　an の 変形に 依存 しな い
。

そ こ で 逆に 関数 or を ，

（2．26）

（2．27 ）

（2．28）

　　　　　　　　　　こ の よ うな性質 （モ ノ ドロ ミー
保存変形 ）に よ っ て と らえ な お す こ と

が で きる 。 そ の 結果 の 両立 条件 と し て （変形方程式 ）， 非線形 な Painlev6方程式 が出 て くる

の で あ る 。

§3． ま と め と展望

　 （a） SMJ 理論 は なぜ work した の か P

　そ の 理 由は 次の よ うに 要約で き る と思 う。

　1） free　field咋 （x ）の 存在 。

　 2） main 　field　g　（x ）が Clifford群に 属す る こ と。

　 3） effective 　formu正ae の 存在 。

ま た波動関数 を考 え る と い う ideaは教訓的 で あ る
。
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（b）ΩISM の 現状
7）

前節 （a ）と の 対比 に よ っ て ΩISM の 現状 を見 て ゆ こ う。

1） free　fieldは存在するか
一

・YES

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＊

QISM に 登場す る演算子 R（λ）， R （A）がそ れ で あ る 。 こ れ らは 次 の 交換関係 を持 っ
。

R （λ）R＊
（μ）＝ ∫（え

一
μ ）R

＊

（μ）R （λ）十 2 π δ（え
一

μ ） （3．1）

こ こ に S（A一μ ）は S行列 で ，

　 　 　 　 　 　 　 え
一

μ
一 io

　　 s （λ一μ ）；　　　　　　　　　　　　　 （nonlinear 　Schr6dinger　model ）　　　　　　　　 （3．2）
　 　 　 　 　 　 　 λ一

μ 十 ic

　　　　　　　 sh （λ一μ 十 2i η）
　　 s （え

一
μ ）＝　　　　　　　　　　　　　　　　（XXZ 　model ）　　　　　　　　　　　　　　　 （3．3）

　　　　　　　 sh （2一μ
一 2i η）

で 与 え られ る ・ どち らの 場合 も・・→ ・… 曙 とい う極 限を とれ ば ・ S −
一

・とな り・（3・・）

は fermion の 交換 関係 に な っ て し ま う 。 こ の よ うに ΩISM は ， 特別 な場合 とし て 不透過 Bo −

se ガス と XY モ デ ル を含 ん で い る 。

　また ΩISM に お け る boost　operator も著者達 に よ っ て見出 され て い る？か くし て free　fi−

eld とは QISM に お け る normal 　mode 　R ， Ptで ある こ とが わ か っ た が ， そ の 代数 （3．1）（s −

algebra と呼 ぶ ）は特別 の 場合 を除 い て 一
般 に は Clifford代数 と は な らな い

。

　 2） main 　fieldは 再構成 され る か　 　 YES

　量 子 Gelfand−Levitan方程式が ， そ の 解答 を与え る？そ れ は 次の よ うな 展開 （symbolical ）

ご｝聖 ・ Σ ・
・ R ・ R ＋ 　 　 　 　 ・…

で 与 え られ る 。

　 3） effective 　formulaは あ るか

　部分 的に は あ る とい えが ， こ こ で は述 べ な い 。い ずれ にせ よ，S代 数 （3．1）の 研 究 が解答

を与え る は ずで あ る 。

　 （c ）展　望

　QISM に よ る相 関関数の 理論 は ， 前節で 述 べ た よ うに main 　fieldの 構成 まで は 出来あ が っ

て い る 。 こ こ に は 残 され た 課題 と解決 の 方向に っ い て ， 著者 の 予想 を述 べ させ て い ただ く。

　 1） S一代 数 にた い す る Wick の 定理 を定式化す る こ と 。

　 2） 波動関数 （JQst関数 ）を積極的 に 媒介 と し て 利用す べ きで あ る 。
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Bethe　Ansatz とSoliton
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工 　飛　田　和　男

§1．序

　古典
一

次元 系で は ， 逆散乱法等 に よ っ て ， い くつ か の 完 全可積 分系 が知 られ ，そ の 多 くで

ソ リ ト ン が 存在す る 。一
方 ， 量子

一
次元系 に つ い て は ， 古 くか ら Bethe　Ansatz で 解 け る 例

が知 られ て い た 。 近年 ， こ の Bethe　Ansatz は逆散乱 法 の 量 子 化 に 他 な らな い こ とが 明 らか

に され て き た。こ こ で は ， 量子系 に お け る ソ リ ト ン に 焦点 をあ て
， Bethe　Ansatz及 び ， そ れ

を用 い た 統計力学 を紹介 し ， あ わ せ て ， 量子 サ イ ン
・ゴ ル ドン 系 へ 適用 した結 果 を紹介す る。

§2． Bethe　Ansatz

　 こ の 節及 び次節 に お い て は ， 最 も簡単 で ， ソ リ ト ン を もつ 例 と し て
， δ

一
関数 形 の 2 体力

で相互 作用 し て い る
一

次元 ボ
ー

ズ系
1）

を考え る 。ハ ミ ル トニ ァ ン は （？ir； 1 ）

∬ ＝ ∫［δLφ
＊

∂φz
一トC φ

＊

φ
＊

φφ］dx （1）

一88一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


