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　N ＞ 2 の 時で も遠方に お け る Singularityの 様子 が解析で き る 。 図 1 は ，　 N ＝ 3 ・det　Uo 〈 0

の ケ
ー

ス の 数値例で あ る 。 ｛9｝で s ・lit・ n 数 を ，　Ml ， M2 とす る の は早 計か も知れ ない 。　 det　Uo

＜ 0 で M212 の ケ
ー

ス を計算 して 3 ケ の 2x2 − Solitonを遠方で 得た 。

　終 りに （2）の エ ネル ギ
ー

及 び 運動量 密度 ，

弓 ・ ・ （σ
2
＋ ・

2
）・

P − 一・・ ζ・
2

イ
2
）・ （11）

を 2　× 　2　non −breatherモ ー ドに っ い て 求め る 。　 det　Uo 〈 0 で は，　 nV ＝ 1．ρ ； 0，　 det　Uo　 ＝ 0

で は ，
∬ ； P ＝ 0 を得る

。

注釈

＊ ）　 その pole を Ak とす る 。

＊ ＊ ） 求積の 際 に現れ る積分定数を指す 。
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ス ピ ン 系 ，
SU  

一 ゲ ー
ジ 場 ， 軸対称重力場方程式

の 関連性 ， あ る種 の 厳密解 と準粒子 的励起

京工 纎大 ・工芸 武 野 正 三

§　1　　1ntroduction

　ソ リ ト ン の 数理物理 の 面 白 さ の
一

つ は ， 広 い 意味で の ソ リ トン を記述す る 非線型微分方程式

が ， 微分幾何学 ，

一般相対 論，場 の 理論 ，
プ ラズ マ 物理 ， 流体力学 ， 格子 力学 ， 磁 性 体の 物理

学 ， 高分子物理 ， 生体物理 等に 於て ， 同 じ形で 或は類似の 形で 現わ れ る こ と で あ ろ う。 ソ リ ト
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　ス ピ ン 系 ， SU （2 ）一ゲージ場 ， 軸対称重力場方程式 の 関連性

ン が非線型物理学の 基本的概念 の 一
つ で あ る こ と を示 す もの で あ る と云 え る で あ ろ う。 こ こ で

は ， 古典的 ハ イ ゼ ン ベ ル グ ス ピ ン 系 ， 軸対称重力場方程式， S σ （2）ヴ ージ場 の 方程式に つ い

て ， こ の こ とに つ き若干 の 考察 を試み た い
。 これ 等の 問題 に っ い て は い くつ か の 論文 があ る が

こ こ で は 平山等の もの
1）と，筆者 の もの

2）
をあげる に と どめ て お く 。

§2　古典的ハ イ ゼ ン ベ ル グス ピ ン 系 と軸対称重力場

（1）　ス ピ ン 系

　よ く知 られ て い る よ うに ，
ハ イ ゼ ン ベ ル グ ス ピ ン 系は次の Hamiltonian で 表わ され る

。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 う　　　　 づ

　　　ff＝一 Σ ノ （n ・η乙）Sn ’Sm ・　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1）
　 　 　 　 　 　 n 那

ス ピ ン を古典的 ス ピ ン とみ なす と ， その 成分 磯（Ct・＝ ・ ・x ，　y，　z ）は 二 つ の 回転解 θ，　g に よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 づ

　　　S ：　
＝＝： ・i・ θ

．
　c ・ ・ gn ・S ＃

一
・i・ θ

．
　・i・ 9

。

’S竟
＝

… θ
．

siS ］− 1 　 　 （2）

とな る 。 こ の ス ピ ン 系の エ ネル ギ・一　extremum の 状態 は

　　　∂∬ ノ∂θ
．

− 0 ， ∂∬ ／∂q
。

・
　 O 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3）

に よ り与 え られ る 。 （3）は差分方程式 を与 える が，連続体近 似に移る と ， こ の 差分 方程式 は次

の 微分方程式

　　　2cos θ▽ θ・▽ 9 十 sin θ A9 ＝ 0 ，　4 θ一
sin θ cos θ（▽ 9 ）

2
＝ 0

で 表わ され る 。 （4）は ， また， 次の Hamiltonian　density

　　　ん   ＝ （1〆2 ）［（▽ θ）
2

＋ 、in2θ（▽ 9 ）
2
コ

よ り導かれ ， こ れ は ， 場 の 理論あ方で は 0 （3）nonlinear σ rnodel と呼ば れ て い る 。

（ii）　 軸対称重 力揚 方程 式

（4）

（5）

　 Einsteinの 重力場方程式 は 数学的に も可成複雑な 形 を して い るが ， 軸対称重 力場 の 場合，そ

れ は複素ポ テ ン シ ャ ル ξを導入す る こ とに よ り，

　　　 （ξξ
＊ − 1 ）A ξ＝ 2 ξ

＊

（▽ ξ）
2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

の 形 に reduce で きる こ と を Ernst が示 して い る 。

3）
こ の 所謂 Ernst　potential ξを
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　　　ξ ＝ cot 　h （θ／2 ）exp （i9 ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

と parametrizeすれ ば ， （6）は

　　　2cosh θ▽ θ　
鹽

▽ 9 十 sinh θd9 ＝ 0 ・ d θ一
sinh θ cosh θ（▽ 9）

2
＝ 0　　　　　　　（8）

の 形 に な り， こ れ は （4）に於て ，
θ → iθ と取 っ た こ とに 相当する 。つ ま り， Ernst　 eq ． は

次の Hamiltonian　density

　 　 　 　 　

　　　ん （・ ）一 （1／2）［（▽ θ）
2
＋ ・重・ h2 （▽ 9 ）

2
コ　 　 　 　 　 　 　 　 （9）

か ら導か れ ， こ れ は 0 （2．1） nonlinear σ model と呼ばれ て い る もの に相当する 。　（7）の

parametrizationは無意味な もの で は な く，　 p ＝ 0 の 場合 （8）の 与え る式 ∠ 6 ＝ 0 は Weyl　metric

に相 当する解 を与 える もの で あ る 。

§3　 5U （2）ゲ
ー

ジ場 方程 式

　Yang は，　R ゲージ と称せ られ る ケー
ジ を適当に 取る と ， 4 次元 Euclid空間 （x1 ，

　x2 ，
　x3 ，

x4 ）上 の ゲージポ テ ン シ ャ ル は，次 の 微分方程式

　　　f（fyY＋f
。 7 ）ゴ ノジ ∫ノ 。

＋ ・

，

・
y

＋ ・
i
　a7 − ・ 　 　 　 　 （10・）

　　　（ズ
2

σ

，
）
歹

＋ （f
”2

　az ）
。

一 ・・ （f
− 2

丐）
，
＋ （ズ

2
廴）

。

一 ・ 　 　 （・・b）

with

　　　y ＝ （1／V
厂 7 ）（x 、

＋ i・i：
、
）・ y ＝（1〃 百 ）（x

、

− iv
、
），

　　　 z 　 一 ： （1／V2
−
）（x

，

一
叫 ）・ ・

こ （1〆π ）（x
、
＋ i・・r

、
），

　　　九
墜 ∂f／Ou 　 （u ＝ y・の etc ・

で 与 え られ る こ と を示 した ．
4）

‘・

i　（　
i − 1，・ 2，　 3．・ 4 ）が 実数の 領域 ｝・隴 し ， 座標変換 を適 当

に と る と， （10）は

　　　f・df − （▽f）
2

＋ ▽ ・ ・▽ σ
＊

− O ， ▽ ・（ズ
2

▽ ・ ）− 0 　 　 　 　 　 （11）

に reduce する 。　 f ， σ ，σ
＊

（σ
＊

は σ の complex 　conjugate ）に 対 し て parametrization
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f − 1〆（9
°
＋ 93 ），・ 一 （q1＋ ig2 ）／（9

°
＋ q3 ）andC ・C ・　 　 　 （12）

with

　　　（の
2
＋ （q2）

2
＋ （q3 ）

2 −
（q

°

）
2

−
− 1

を導入す る と ， （11）は

　　　 dg μ 一く ▽ 9・▽ 9 ＞ q
μ

一 〇・ μ
一 〇・ 1・2・3

（13 ）

（14）

with

　　　〈 ▽ 9，▽ 9 ＞ 一 （▽ 91 ）
’2

＋ （▽ 92）
2

＋ （▽ 93 ）
2 −

（▽ q
°
）
2
　 　 　 　 （・5）

とな り， Yang 方程 式 は 0 （3 ， 1） nonlinear σ 一mode1 の 式 と同等で あ る こ とが船か る。　こ の

空間 の 部分空間と して ，
Heisenberg 　model を表わ す 0 （3） nonlinear σ hiodel，　Ernst方程式 に

対応す る ・（2・・） ・ ・nlinea ・ σ m ・d・1が 含まれ る ・ と熔 剔 こ 示す こ とが
で

きる
・ 即ち  

式 は 更 に
一

般的な もの を含む こ とが明 らか にな っ た 。
．

§4　 厳密解 と準粒子励起

　（4），（6）或 は （8）， （10）に は色 々 の 型 の 厳密解が 存在する 。 （4）， （10）の 場合 の instanton

解， （6）或は （8）の 場合の 富松
一
佐藤解

5 ）
はそれ 等の 中で最 も典型的な もの の

一
つ で ある 。実

際上は，其他に も種 々 の 型 の 厳密解の 存在を示す こ とがで きる が ， こ こ で は ， 其後 の 研究の 成

果 の
一

つ と して ， Yang 方程式 の 揚合に も生ず る 四 次元 空間上 の 非線型方程式 （4）， （8）の み

に 話 を限定 す る こ とにす る 。 次の 型 の 特解

　　　θ 一 θ（・
、
，x

，
）≡ θ（x ，． y ）・ 9 − v

。 、
x3 ＋ v

。2 ・ y 　 　 　 　 　 （16）

　　　（v
。Vv 。2

：・・n ・t ）

に着 目す る と ， （4）， （8）は ，

　　　θ
＿

＋ θ
，，

一
・9・i・ θ

　　　 θ　　十 θ　　＝
v2 　s血h2 θ

　 　 　 　 osm 　　　 yy　　　 O

　 　 　 2　　 　　 22Vo＝ VOI 十 Vo2

（17a）

（17b）
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が得 られ る 。 通常 の 多一 kink 解 の 外に ， （17a），（17b）に は そ れぞ れ ， 次の よ うな二 次元空

間 に 固有な解が存在する ：

一 ・   〔器 i篶聯 ；］
・ 一 ・鴫 畿｛詈著劉

for　Eq，（4）

for　Eq 。（8）

（18a）

（18b）

with

k2 ＋ k
’2 ＿ 1 ， 1 ・T’

； O （19）

（18a），（18b）は 原 点の 近傍に於 て は渦的解 ， 原点 よ り十分遠方に於て は kink 的解 を持 つ 新

ら し い 型 の 解で あ る 。 こ の 解は ，

一つ の 準粒 子 を示す もの で ある が ， そ の 物理 的意味づ け に っ

い て は ， 尚省察が必 要 で あ る。

§5　　Conclusion

　こ こ で は ， 三 つ の 型の 場の 方程 式が nonlinear σ ・model と云 う立場 か ら統
一

的に 眺 め られ る

こ と を示 し ， 種 々 の 厳密解の 中で ， 二 次元空間に 固有な新 らしい 型の 解の存在を， 普遍的非線型方

程式 で ある Sine・Gordon 及 び Sinh−Gordon 方程式に付 し て 示 した 。通常の ソ リ トン は ， 厳密 に

は
一

次元 空間に 固有な非線型波で あ る 。 今後の 研究の 方向の 二 つ は ， 高次元 空間に 固有な ， 普

辺 的非線型 モ
ー ドを求め る こ と で あ ろ う。 そ の 一

つ は ， Vortex で あ る。通常の Vortex の 外 に

種 々 の 型 の VQrtex が 存在 し得 る もの と思われ る 。 そ して ， 此 等の 非線型 モ
ー ドは ， 単に数理

物理 学的範囲に止 ま らず．自然界の 諸 々 の 現象あ る い は 性質の 理 解に 資す る こ とに なれば と思

っ て い る
。
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