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薩摩順吉

非局所非線形方程式 の 厳密解

宮崎医科大 薩 摩 順 吉

　 波動現象や拡散現象 を取 り扱 う際に ， 非線形性 と非局所性の 両者 を考慮 しな け れ ば な らない

場合が ある 。 そ の と き積分項 を含ん だ非線形偏微分方程式 を解析す る 必要があ る が ， 厳密に扱

える揚合は
一

般 に は きわ めて ま れ で あ る
。

　最近水 中で の 非線形 内部波 を記 述す る方程式 （Benjamin −Ono 方程式 ，　Interrnediate　Long　Wave

方程式 ）の 厳密解 が広 田 の 方法や逆散乱法 を用 い て 求 め られ る こ とがわ か っ た 。 そ の 方程式 は

系の 分散関係 を反 映 した 特異積分項 と二 次 の 非線形項 を持 っ た偏微 分 方程式 で ある が ， 特異積

分項 の 性質を利用 して 実変数 を解析関数の 境界値に 分解し ， 微差分方程式 に 帰着させ る 。そ れ

と簡単な形の 二 次形式 の 方程式 も し くは逆散乱問題で 重要な役割を果す Gel
’
fand−Levitan線形

積分方程式 と対応 をっ ける とい うの が厳密解 を求 め る手段 の 概略で ある
。

　筆者は そ の 手法 を部分的 に用 い て ，次 の 型 の 非線形拡散 方程式が線形 化 され厳密に 解きうる

こ と を明 らか に した 。
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こ の 型 の 方程式は ， 液体の 不安定性 と凝 固の 問題 に 関 し て 宗像
2）

に よ り， また分散 と集中効果

をもつ 生物学的 モ デ ル と して三 村 ・永井
3 ）

に よ り提 出され て い る 。前者は u を粒子密度 として

Vlasov 型 の 運動方程式か ら導びか れ た も の で あ るが ，積分核は 系 の 直接二 体相関関数に 関係

し た もの で 与え られ て い る 。 ま た 後者の 場合に は u を生 物 の 個体数と し て
， 群れ をな す効果が

積分項で与 え られて い る。 （1）式 が厳密に 線型化 され る の は 積分核が coth 　x 型 （も し くは そ

の 極限 と して の ヒ ル ベ ル ト変換型 ）の 特異 性 をもつ 揚合 で ある が ， 簡単な解 の 考察か ら ， 初期

値の 大き さに依存 して ，平衡解に 近づ く場合 と有限時間で 爆 発す る 場合 の あ る こ とがわ か っ て

い る 。

　最近 ， 蔵本
4）

は化学振動系 で の リズ ム に 対す る理 論を提 出 し，統計的 に 同等 な多数の リミ ッ

トサ イ ク ル 振動子 に相互 作用お よ び外的ゆ らぎが存在 し た揚合 ， そ の モ デ ル は 次の 方程 式 で記

述 で きる こ とを示 した 。
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た だ し ， こ こ で N （φ，t ）は時刻 t に 位相 φをもっ 振動子 の 数密度 ，
　 D は拡散係数 ，

「 は相互

作用に相 当する 積分核 ， T は リ ミ ッ トサイ ク ル の
一

周期 で あ る 。 （2）式 は適当な変数変換に よ

り （1）式に 帰着で きる が ， 積分核 が 特別な場合に や は り厳密 に解 き うる こ と を以下に 示 す 。

　 cot ・x 型の 積分核 を老 え る 。 すなわ ち （1）式 の 積分項を
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とす る 。 こ こで u に対 して w （c）＝ 妖 躍 ＋ 2L ）の周期的境界条件 を課す。 そ の とき一ヒ・下 半

複素平面で 解析的な 関数の 境界値U
土
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で 導入すれ ば ， （1）式は ，
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と分解 され る。 さらに
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の 従属変数変換 を行な っ て ， （4）式は

　　　珪
一

∫乱＋ ・ 焉 一 〇　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

の 線形拡散 方程式に 帰着 さ れ る 。 した が っ て （1）式 の 初期値問題 を解 くため に は ， 初期値

u （¢ ，0 ）か ら （3）式に よ り U
±
＠）を ， さ らに （5）式か ら f

±

（x ，0） を計算し て （6）式 を解

き ，
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か ら時刻 t で の 解 を求め れ ば よ い
。 た だ し これ らの 過程 で，たえず U

±
の 解析性 を注意 して お

か なけれ ばな ら な い
。

　 もっ と も簡単な解 と し て ， 平衡解

　　　　　　　　　　！LZ　s　inhθ

　　　u （x ，t ）　 ＝ ：　
L
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8）

　　　　　　　　　cos
！Ln　x 十 cosh θ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

が 存在す る 。 た だ し ， n は 自然数 ，
θは 任意定数 で あ る

。
こ の 解は 蔵本 モ デ ル で の リズ ム を与
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三 村昌泰

え る 厳密解に相 当し て い る
。 また こ の 解は ，

　 　 　 　 　 　 L

　　　 I ＝∫　udx ＝ 2n π

　 　 　 　 　 一L

を満足 して お り，
θ 》 1 の 極 限で線形解

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 アし　

　　　（・ ・ ノL ）（1 −
…

τ
ca ノ・・ sh θ）

に 移行す る こ とが 容易 に 示 され る
。 初期値問題の 厳密に 解 き うる例 として ， さ らに 2 つ の 平衡

解の 線型重ね合せ が考 え られ る が ， 解析性 の 議論か ら有限時間で 必 らず爆発 す る こ と も示 され

る 。

　
一

定解 の 線形安定性 を調 べ る こ とに よ り， 1 〈 2 π で は 常 に安定で ， 1 ； 2 π の とき平衡 解

へ の 分枝が起 こ る こ とがわ か るが ， 方程式が線形化に よ り， 厳密 に解 ける 利点を生 か して ， そ

の 挙動 を詳 し く調 べ る こ と は興味深 い 問題 で あ る 。
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あ る （生物）孤立波 に つ い て

　　　　　　　　　　　　　 広島大 ・理 三 村 昌 泰

　Korteweg．de　Vries方程式 を要 と した非線形 分散方程 式 の 解析 ， あ る い は狭義に い っ て ソ リ ト

ン 理 論は ， 最 近数学 の 諸分野 と の 深 い 交わ りを通 し て 急激に 進め られ て い る こ とは周 知 の 事実

で あ る。一方，こ の 方程式 と対比 し て 生 物学 ， 生物物理学 ， 化学等に しば しば現わ れ る非線形

散逸方程式があ る。二 っ の 方程 式 の 違 レ は 保存則 の 数の 違 い （粗 くい えば有無 の 差 ），時間に

関す る可逆性 の 有無等で あ ろ う。

1）
後者の 方程式 に つ い て も， 興 昧 あ る非線形波 が数多 く見 つ

け られ て い る が ，

2）
前者の 式に 較べ て それ程統

一
的な数学解析が行わ れ て い な い 。
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