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摘　要

　重力 の 影響 を受け る拡 散粒子数密度 の 非線形方程式か ら ， 粒子数密度依存 を有す る 拡散係数

を考慮 した定常解 が得 られ る 。 こ の 定常解 と確率過程論的検討か ら ， 粒 子数密度及 び粒子位置

に つ い て の それ ぞれ の 期待値が 示 され る 。 これ らの 期待値か ら非線形系 と し て の 特徴 が ， 従来

の 線形系 と して の カ ノ ニ カ ル 分布 か ら の ずれ と して 重力の 影響 と共 に示 され る。

§1　 序

　前回 の 報告
1｝

で 示 され た非線形拡散方程式か ら，
二 元合金 の 実験的根拠

2）
を基 に した 拡散係

数 の 密度 （
一

次密度 ）依存性 を考慮 した定常解が求め られ る 。 こ の 定常解 と して の 拡散粒子密

度 に対 し て ， Langevin方程 式 に お け る揺動力 に対す る ラ ン ダム 過程
3）

を考慮す る こ とに よ っ て ，

粒子数密度及び粒子位置の 期待値 が得 られ る 。

§2 非線形拡散方程式 と拡散係数

　重力揚 を考慮 した Brown 粒子 の Langevin方程式 ， 重力方向 へ の 粒子速度 v の集 団平均く v ＞

を考慮 した Fick の 法則及 び 連続の 式 を組合わ せ る こ とに よ っ て ， 任意時刻 t で の z 方向に お

け る粒子 数密度 ρ（z
，
t ）に対 して次 の 式 が与え られ る 3）

∂’1  ）
一一

〈 v ・・）〉
∂

響 ・ 諺ω
∂’

髫チ
）

） z ， t ＞ 0 ，　 （2．1）

但 しく v （t）〉 は 〈 R（t）〉 ＝O及び v〈O）r ・vo （
一

定 ）に よ っ て与 え られ る も の で あ グ
）
拡散係 数

D は D
。
及 び λを材料 の 物理 的性 質で 決 まる 任意定数 とし て

　　　　ヱ）＝ Do ［1 十 λρ （z ，
t）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

で与 え られ る もの とす る 。
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　上述 した v （t）に つ い て も相 関時間 τ を用 い た速度の 自己相関関数 〈 v （t）v （t ＋ τ ）〉 を考慮

し ， さ らに エ ネル ギー
等分配則及び 純 ラ ン ダム 過程 を適用す る こ と｝とよ っ て 次の 各式 が与 え ら

れ るま）

　　　　〈 ・

2
ω 〉 − k

、
T／・n 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2．3）

　　　　〈 R （t）R （t ＋ ・ ）〉 − 2rkB 孵 （r）， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2．4）

但 し ， kB ： Boltzmann定数 ，　 T ：絶対温度，　　 m ：粒子 質量 ，

　　　 R （t）：揺動力 ，　　 r ： ま さつ 係数

で あ り，
δ（τ ）は Dirac の デ ル タ関数を示 す 。

　Brown 粒子 の 位置 z で の 分散＜ （dz ）
2
＞ は ， （2．3）及 び （2．4 ）式 を考慮 す る こ と に よ っ て

求 め られ る。

　　　　＜ （A 。 ）
2

＝ 〈 。

2
＞
一

〈 。 ＞
2

　　　　　　　　一 ・（￥）t｛・一
煮［・ 一

・・ p （
一
奇 ・］｝

　　　　　　　　
一

（
mr

）
2
｛（響）［（笋 ・ ・ v

。 ］

　　　　　　　　・ ［2 − 3 。xp （
一一L ， ）＋ 2 。。 p ← 2Lt ）］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 m

　　　　　　　　＋ vl ［・
一

・xp （
− L

・）コ
2

｝
』

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

拡散定数 1）
o
の 定義

4）
に よ っ て （2．5）式 を用い る と

　　　　　　　　　＜ （dz ）
2
＞

　　　　
D

・

＝
燬 　 2t

＝ k
・
T ／「

が 得られ る 。 こ の （2．6）式 は 自己拡散定数に対 す る Einsteinの 関係式 を示 して い る 。

した が っ て （2．2）及 び （2，6）式か ら， 定常状態で の 拡散係数 D は

「

　　　　ρ   一里 ［、＋ λρω ］， 　 ρ（。）一 ρ（。 ，
。。 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 γ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 f

と し て 表示 され る
。

（2．5）

（2．6）

（2．7）
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§5　 定 常解

　定常病態 で は （2．1）式 は次の よ うに な る。

　　　　〈 v （・・ ）〉 望品 ［D （・）・響 ］ ， 　　　　　 （3．・）

　　　 〈 v （・。 ）〉 ＝ 一塑 　　　　　（文献 1）参照 ）．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r

（2．7）及 び （3．1）式か ら

　　　　・景 ・・（
　　　　　　　　　　　　　d ρ（z
z ）十 （1十 λρ （z））
　　　　　　　　　　　　　　 dz

）
一 ・ ・ C 一任鱗 　 　・3…

（3．2）式 に お い て 従来の カ ノ ニ カ ル 分布 （λ＝ O） ， ρ（z）＝ ρoexp （
一
βPtgz ）， （ρo

＝
ρ（0），

β； 1／（kBT ））， を考慮す る と C ＝ 0 が得 られ る。

した が っ て （3．2）式 の解 は遂次近 似に よ っ て

　　　　pk ）／・
・
　
一

・ xp （・・
。

一
β… ）一 …

．
）（・暁 ）

2 一

渉（・・
。
）
2
（… ）／・

，
）
3・・一

　　　　　　　
一

・ xp （…
一

β姻 ｛・
一

（・・
。
）・ xp （・・

。

一
β… ）量 （・・

。）
2

　　　　　　　・ ・xp ［・ （・・
．

一一
β… ）］

一

夛（A・
。
）
3 ・

・xp ［・（・・
。

− fi… ）］・・…一

　　　　　　　・ （・・
。
）
2exp

［・（・・
。

一
β… ）］［・・号（A・

。
）・xp （・・

。

− fl… ）・

　　　　　　　
一……・

コ・ ［・
一

…
。
）・ xp （・・

。

− fl… ）
一

渉（・・
。
）
2

　　　　　　　×　exp ［2 （Rρo
− Pmyz ）コ　

・………・・
］
・…・・…

｝　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

上式か ら次 の 近似式 が得 られ る 。

　　　　ρω／ρ
。

； exp （
一
βmyz ）｛1 ＋ Ap

。 匚1 −
・・p （

一
β叩 ）］

　　　　　　　　　＋ （O）（Z・
。
）

2
｝ ， 　 R・

。
《 ・．　 　 　 　 （3．4）

　 （3．4 ）式 は ， 従来 の 理 想気体 の カ ノ ニ カ ル 分布 に非線形性 とし て の 一
次摂動効果 が ， 重力場

を考慮 し て 加 え られ た形 とな っ て い る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 880一
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§4　 期待値

　位置 z に 関する任意 の 物理 量オ に つ い て ， 与 え られ た領域 （0 〈 z ＜ ん ， L ：有限 ）内で の

期待値 ＜ ．4＞ は
　 　 　 　 　 　 z

　　　　〈 A ＞
。

一 や ・（・）・・媚・（・）・・ 　 　 　 　 　 　 （4．・）

で 与 え られ る もの とす る 。

　 した が っ て （3．4）及 び （4．1）式か ら密度 ρ（z）の 有限領域内で の 期待値 〈 ρ（z）〉 は
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z

・ ・（・）、
一 穿ρ

2
（・）・・ ／f

。
　
h
ρ（t）・・

　　　　・＋ exp ← β・ yh ）− 9・・
。 ［・ ＋ exp ← fl…

、
）・ ・ xp （

一
・fi・ yh ）］

一 争｛
・・ 去1・

。
［・一

・xp ← fl… h・）］

＋（  （λ・
。
）
2

｝

に 
1 ＋ Q Φ

興 ：：：：1：1　 …
一・ ・

（4．2）式に は ， 従来で の 線形 な平均密度 （4．3）式か らの ずれ が示 され て い る。

さ らに 拡散粒子数密度 の 位置に対す る期待値 ＜ z ＞ は
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z

　　　　・ ・   兆
ん
・ ρω ・・塘ω・・

　　　　　　　−

t」y ｛装1舞1詈1≡舞鴛1
　　　　　　　　β・ yh ・

・xp （
一
β・ yh ）［・＋ ・・

。
［・

− S　exp （
− fl・

’
gh ）］］

　　　　　　　　　［・
一

・xp ← β・ ，h ）］［・＋告・・
。
　E・二

・ xp （
一
β・ ，・）］

（4．2）

（4．3）

・（  （・。
。
）
・

｝

（4．4 ）
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に藷
［1『 β

等
鏘

窺∵
y んを1

｝・∴一 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．5）

（4．4）式 にお い て も，従来 に お け る線形 表示 （45 ）式 か らの ずれ が示 される 。

以上に よ っ て ， 拡 散密度分布 にお け る非線形 さと重力に よ る影響 が ， 密度の 一
次摂動近似 に よ

っ て 検討 され得 る こ とが示 され る。特 に （4．1）及 び （4．2）式 を考慮す る と ， 密度分布 の 2 次の

ゆ ら ぎ＜ （Aρ（z））
2
＞ は

　 　 　 　 　 　 　 　 z

　　　＜ （コ・ω ）
2

箋一 く ρ
2
ω ≧

一
（＜ ρ（2）＞

　 　 　 　 z
）
2

　　　　　　
一歪｛

（1 ＋ 16　ap
・
）［1蘇 …挈譜識1〒8 蜘 （

一
剛

｝
（4．6）

　 　 　

・ ｛｝［・
− 2exp （

一
β・ y ・）

一

・・ p （
一

・βゆ ）］

饕 　 ：：：1：1囲 （4．7＞

で与 え られ る。 また （4．5）式はく myz ＞
局

  T を示 す もめ で あ り， （4．4）式は重力場の 中で非

線形 項の 影響が λρo
と して含 ま れ ， そ れ に よ っ て 重力ポテ ン シ ャ ル の 期待値 〈 myz ＞ が kBT

か らい か に ずれ て くる か を示 し て い る もめ と考 え られ るS）
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