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戸 田 格子 の 統計力学一 Bethe仮説法 の 熱力学 の

　　 古典極限 と Ideal　 Gas 　 Phenomenology

常葉 学園 大　石 川正 勝，　 京大 ・基研 　高 山　
一

　前年度 の 同 じ標題 の 研 究会 に お い て ， 古典可積分 ソ リ トン 系 の 統計力学 の 一手法 で あ る Ideal

Gas　Phen。menology （以 下 IGP と略 記 ）をself 　consistent な形式に 拡 張 した も の は対応す る 量

子 系 の Bethe仮説法に よ る統計力学 の 方 法の 古典極限に 対応 して い る 事 を示 した 。古典 ソ リト

ン系 の 熱力学諸量 は分 配 関数 をtransfer　integra1法 な ど で 直接に計算 し て 求め る こ とがで きるが ，

そ れ で は ソ リ ト ン とか フ ォ ノ ン な ど系 の 基本的励起 モ
ー ドが熱力学諸量に ど の よ うな 効き方 を

し て い る か に つ い て は十 分 に 窺 い 知 る こ とが で きな い
。 そ こ で 可積分系 の 場合 に は ソ リ トン と

か フ ォ ノ ン の 間 の 相 互作用 が単 に phase　shift （フ ォ ノ ン ）又 は spatial　dispiacement（ソリ トン ）

で 表 され る こ とに 注 目 し て 現 象論的に 自由エ ネ ル ギーを求 め て 熱力学 諸量 に つ い て 研究 しよ う

と い うの が IGP の 考 え方で あ る 。 し か し状態密度 に つ い て な ど ま だ未 確立 な部 分 が 残 され て

い た 。 そ れ らの 問題 を我 々 は 前述 の 方法で 解決する こ とが で きた
1）

。

　今回は具体的 に 戸田格子 を取上励 　IGP の 枠組 に お い て ソ リ トン と フ ォ ノ ン の 有 限温 度 に

お け る ス ペ ク トル と， Gibbs の 自由エ ネル ギーに つ い て 調 ぺ た結果 を報告す る 。

　質量 m ＝： 1／2， 相互 ポ テ ン シ ャ ル V （r ）＝ e
’

（「
一

「
°）

十 （γ
一

re ）− 1 を持 つ 戸 田格子 の化学ポ

テ ン シ ャ ル は ， 圧 力 P ＝ 0 の 場 合
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（β ＝ 1〆T ）で あ り， 低温及 び 高温極限で は

β→ 。。

　μ
。 足
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （γ
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（2．a ）

（2．b ）

となる。 こ れは 比熱 にお い て は ，
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　　　　β一 ・・ 　 OP − 1 ＋ 1／6β＋ 0 （β
一2

）

　　　　β一 〇 　 Cp　
・＝

　3／2
一

β＋ 0 （β
2
）

な る cross 　over を示 し ，高温極 限に お い て 系の 非線形性が特徴的に 見 られ る 。

　Bethe 仮 説法 に お い て は系 の Helmholtz の 自由 エ ネ ル ギーは

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　f ＝ F ／L ＝
μ d −

（1／2 π β）　∫ dkln ｛1 十 exp （一βε （h））｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

− QO

　　　　ε （h）＝ （1／β）jn （ρ h （k）／ρ （k））
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− Oo

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　1／2 ・
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ρ ω ＋ ρ h （の ＋ ∫ d 彦
’

τ （h − k’

）　P （の
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一〇Q

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　d ＝ A厂／L ＝ 　∫ dhP （k ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − oo

（3，a ）

（3．b ）

（4，a ）

＝ ゐ
2k2 一

μ 十 （1／β）。　∫ dk ノ
ア（な

一 k ’

）ln｛1 十 exp （
一

βε（k
ノ

））｝（4，　b）

（4．c ）

（4．d ）

に よ り求 め ら れ る 。 こ こ で 2 π 7 （k ）は phase　shift の 微分 で あ り， 古典極 限 （n → 0 ）で は

　　　　7 ω 一 1／2 ・ al・ 一 （ 1／・ ）ln （2ki ／k
。 ）， （hF　一 》V

’
iii
＋
／h ）　 　 （5 ）

とな る 。

　 （4．a
− d ）は ソ リ トン とフ ォ ノ ン を用 い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　f ＝ ・
・ （d）＋

、塁，、 臨・P
・
　fi（Pi ）／・ ・ 　 　 　 　 （ 6・・ ）
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一
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・
　（・P

，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6．c ）

な る 形に 繰込 む こ とが で きるt） こ こ で e 。（d ）は基 底状態の エ ネ ル ギ
ー

で ある 。 i ＝ 1．2は それ

ぞれ フ ォ ノ ン と ソ リ トン に 対応 してお り， 1砺 1〈 tSF，　 I　k21 〉 壕 で あ る。又 ε
（e ）

（ki）は

T ＝ 0 に お け る 各励起 エ ネ ル ギー を， Pi は そ の 運動量 を， δ」e　i （tl，）は化学ポ テ ン シ ャ ル の 有

限温度 に お け る変化分 を表す。 4 ゴ
（Pi ，　 P

）
．）は P

）
．モ ー ドが励起 され て い る時 の Pi モ ー ドの

状態密度 の 変化分 で ある
。

h → 0 で は ε
（o）

（hi） は 古典戸 田格 子 の ソ リ ト ン 及び フ ォ ノ ン の エ

ネ ル ギ
ー

に な る こ と を確 め る こ と が で きる
。 又 dii に つ い て も，例 えば A22 ＝・　− dx ／2 π （d ．
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は ソ リ ト ン ・ソ リ トン の 衝突後 の ソ リ トン の spatial 　displacement）とな り Theodoracopoulos等

の 理論
2）

と一致 して い る こ と を見 る こ とが で き る 。

　al《 1 の 場合に つ い て ，
　 E

’

1 （k：）
＝ nρ （kl），

　E　2 （h2 ）＝ ・・E ＊
（h2）

一 （1／β）1n （vr2
’
nfi ）

とお い て （6．a −
c ）の 古典極限 を と る と，古典系 の IGP の 表式

　　　」μ
；

μ （P ； 0，T ）一
μ （P ＝ O

，　T ＝ 0 ）＝ ∠fμ1 十 ゴμ2　　　　　　　　（7．　a ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ユ

　　　4 μ 1
＝ （1／β） 1・ （fi 　h　fi）＋ （1／・ β）∫dk

、 （ll　F　
2 − ll　12 ）万 1・ ｛9 （k、）／th ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7．b）

　　　」・ ，
＝ 一

（n ／・ ）E ・∫d い ・・c・・hd 麾
、 1／　k，）・ xp （

一
βE ＊

（k、）） （7・・ ）

こ こ で

… ，
・− o （ki）… ／・ ・（β… 1 ）r1薯・頃 鴇iち、1、 1・ … G）

　　　　　　　　　　　　　　　・ ・ 　 2rl，〉双
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　exp （一

ββ
＊

（h2））　 （8．　a ）　　　　　　
一

（2／π ω （k1）・
　　　　　　　　　　　　　　　∫dk2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 彦22

− k12
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 kF

鯛 調
一 ・・ β・

一・

厨
一淋 。

．畿 ≒
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　 一 （1／π ）　∫dk 弖・5 （k2 ，　il　「2 ）／鳶F
・ exp （

一
β」配＊（k2））　 （8．　b ）

　　　　　　　　　　　　 kF

を得 る 。た だ し　ω （kl ）≡ … ε
（o）

（kl）／h ； 2＞V
’
i］「　1 −

（砺 ／kF ）
2
，

e （k、 ）＝ 2 ｛d 矧 ／kF ） （碗 ／kF ）
2 − 1 −

・・cc．・・h （lk、 1／k， ）｝・

　　　S ・・，・
・

）− 1・ i（彦 十 k ’

）（’S
・

2 一
研 π マ パ

2 『
ん
・

21

・…

　　　　　　　　　　　 （ん 一の 〔研 ＋ げ ＋ ・π k ・2 一 研

で あ る 。

　（8．a
− b ）を解 く こ と は 容易で は な い が， （4．　b ，　 d ）に お い て h −

・ O の 極 限を取 り， 厳密

に解 くこ とが で きる
3 ）

。 そ の 厳密解 を用い る と

　　　2 （kl）＝ 2 ・ （1 ／・σ ）φ回 ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9・a ）

　　　E ・

（り 一
一

（1 ／β）・1・ φ（x2 ）一
（1／2 β）1・ （2 ・

2
／β）　 　 　 （9・b ）
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とな る 。 こ こ で 靴
＝ V歹 hi ・

　　　　・ω 一 導餓 （
DLff＿i （

− if7x

D ＿B （
− iV ：ix）

）・

D
ρ
（Z ）は FWeberの 放 物柱関数 で あ る 。

　（9．a ，　 b ）を用 い て dpa　1 ， 」μ 2
の 最 も主 要な項 の み を求 め て み る と

　　　β → ・。 ，　　 4 μ 1
＝ （1 ／β）1n （〉万 超 ）＋ （高次項 ），

　　　　　　　　　d μ 2
＝ （高次項 ），

　　　β→ O
，　　 d ／tt

＝ （3 ／2 ）（1 ／β）ln β十 （高次項 ），

　　　　　　　　　珈 2
＝ （高次項 ），

（10 ）

とな り （2．a ，　 b ）と
一

致す る 。 低温極限に お い て も高温 極限に お い て も 」μ の 最 も主要な項は

フ ォ ノ ン の 寄与 で あ る
。 低温極 限に お い て は フ ォ ノ ン は 調和近似 で よ い が

， 高温極限に お い て

は フ ォ ノ ン は 他 の フ ォ ノ ン 又 は ソ リ ト ン と の 相互 作用 を受け て 大 巾に 変化 し て い る 。詳細は 研

究 中で あ る 。
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強磁性 Heisenberg 　XXZ 模型 の 量子 ソ リ トン
ー Soliton　 Profile一

筑波大 ・物理 吉 田 春 彦

　古典 ソ リ トン 解は量子 論的束縛状態 の 古典極限 （粒子数無限大の 極限 ）に 対応 し て い る もの

と考え ら れ る
D

。本稿 で は ， 1 次元 の 強磁性 IHeisenberg　XXX 模型 を例 と して ， こ の 関係 を調

べ る こ と にす る。
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