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　共鳴周波数 ω
、
は ， 先 に 述 べ た とお り，M （終状態 の 2 つ の 量子 ソ リ トン の うち一

方に含ま

れ る 粒子 数 ）の 関数 であ る 。 （図 2 ）

した が っ て ， M 《 N ／2 な る ω
ε
をえ らべ

ば，終状態 に は大きさ の ち が う 2 っ の ソ

リ トン が 得 られ る し， M 〜N ／2 な る ω
ε

をえ らべ ば ， 大 きさ の ほぼ等 しい 2 つ の

ソ リ トン が得 られ る。

§6　 今後 の 展望　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
u

　今 回発見 され た resonant 　breakupと い

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 図　 2
う現 象が ，他 の 量子 ソ リ トン 系及 び 占典

ソ リ ト ン 系 でみ つ か る こ とは 大い に 期待 で きる 。 また ，系 に散逸が加 わ っ た と きに ， 素過 程と

して の resonant 　brea  p が ア トラ ク タ間 の 飛 び うつ りに どう寄与す るか興味深 い
。 更に 基本的

な問題 と して，可積分 量子 系 の 特徴付け と量 子系 の KAM 理論 が重要 で ある 。

　 ソ リ トン は ， 発 見 され て 以来 ， そ の 安定性 が注 目 を集 め て きた。一方，系が 複雑な挙動 を示

すた め に は， ソ リ ト ン 数 が変化す る よ うなプ ・ セ ス が重要で ある。ソ リ ト ン の 生 成 と消滅に 関 し

て resonant 　 bleakup は 基本的な 過程で ある と予想する こ とが可能で あ る 。
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　　　　　　　　　3 状態 IRF の 厳 密解
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　 IRF と は 2 次元正 方格子上 の 4体 ス ピ ン相互 作用 の 模型で あ る 。 各格子 点 i ∈ Z2 に ス ピ ン

変数 σi ∈ 5 を置 き ， 図 1 の よ うな格子 の 最 小単位 （faceま た は plaquette）に minimal な相互作

用 エ ネ ル ギー
ε （σi ， σ

ゴ
， σk ， σ1 ）を与える 。 （lnteraction　round 　a　face）
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d 　 　　  
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E ＝
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ε （σi ， ・f ： ・

… ρ 　 　 （1）　 　 　 　 図 1
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で 与え られ る 。
い ま，

　　　m ・卿 ・
・

・ …
一

・ xp ［

一
・ （・

亘
・ rノ・ ・ k …

　　　　　　kBT

）
］ 　 　 ・2・

な る量 を考える と， こ れ は 図 1 の IRF 配置 の Boltzmann　weight と な る か ら ， 分配 関数 をZ とす

る と

　　　z ＝ Σ・

T
！？　E （／9

− ’
− kBT ）

　　　　
＝ Σ眼，

夙
 

・

ノ
・ ・ k ・ σ

・ ）　 　 　 　 　 　 　 ｛3）

とな る 。 こ こ で Σは状 態和 を表 わす 。

　あ る ク ラ ス の IRF 模型 と頂点模型 は Wu −Kadanoff−Wegner 変換に よ り同等 とな る。

　い ま k 一
状態模 型を考 え る と ，

一
般 には k4個 の IRF 配置が存在す る 。 これ に対応 して Bolt

．

zm   vJeight も k4 個あ る が ， こ の うち全 体 を定数倍 す る 自由度は triVialなの で ， 相互作用 の

全空間 T は k4 − 1 次元 の 射影空間 と な る 。
　 Baxt¢ 1 【）

は 系 の サ イ ズが 無限大 の 極限で Z が厳密

に 求 まる た め に は， 3 っ の Boltzmann 　weight の セ ッ ト ｛躍 （α ，　 b ，　 o ， Cl）｝， ｛醪
ノ

（α ，　b ，　 c ，　 a ）｝，

｛JPtX（a ，
　 b ， 。 ，

　a ）｝ （α ，
　 b ，

　 c ，
　 a ∈ s ）が あ っ て k6 個 の 関係 式

　　　Σ m （b ・ d ・　c ・　α ）伊
ノ

（a ・ e ・f・ 9 ）〃
厂”
（c ・d ・　e ・ f ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　 　 　 o

　　　　
＝Σ m （o ・¢ ・∫・y ）m ！

（6 ・a・θ ・o ）m ”

（α ， ゐ， ・ ， y ）
　 　 　 　 　 　 0

をみ たすこ と が十分 条件 で ある こ と を示 し た。〔4）を star −triangle　relation （STR ）と呼ぶ 。

（図 2　 参照 ）

STR は 転送行 列 の 交換条 件 で あ り，

　 l　　　　
q
　　　

t
　　　　　　　　 2　　　f

解 ける 。 デ ル 。甑 的 。現 われ 。関係 Σ ・

w
’

A ．、、，
・t
、．e ・ 駈 喋

w

。

　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 L 　　　　w 　　　　　　　　　　　　　　
c
　　　　　　　いノ

’

式 で あ る 。で は（4）を満 た す よ うな Bolt−・　 　 　 b 　 　 d
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b　 　　 d

zmann 　weight の セ ッ トをい か に 見 っ ける　　　　　　　　　図　2

か ？　 こ れ に対 し， 現在知 られ て い る ほ とん ど の 場合は 次 の よ うにす る 。 まず ， spectral 　para

meter と呼ばれ る変数 琵 を導入 ．し，　 or， 班 ，解
”
に それ ぞれ u ， 払 ・utl を割 りあて る。次 に

　　　　　 u
”

＝ 　zノ
ー

u 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

に よ り， 〔4）を h4個 の未 知 関数 m （a ，　b ， ・ ，　d ；u ）に対す る関数方程 式 に し て 解 く。
つ ま りT

の すべ て の 点 で は な い が．そ の 中に u で パ ラメ トライ ズ され る
“
solvable 　line”を見 い だそ うと

す る わ けで あ る 。 こ の 方法 （量子 逆散乱 法， QISM ）に よ れ ば SlfR 〔4）が解 を持て ば解け る格

子 模型がっ くれ る わ けで ， 新 しい 厳密解 を systematic に探す こ とが 可能 とな る。数学的に 言 う
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と解 け る相互 作用 は相互作用 の 全 空間 T の 中で 部 分多様体 をな し， そ の ひ とつ の 既約成分を R

とす る と
　 　 　 　 　 　 π 　： R 　 → 　 B

とい うfiber　space の 構 造を持 っ
。 こ の 場 合 ， 各々 の fiber　R 　

t
＝

π

一1
（t），　 t ∈ B は u で パ ラメ

トラ イズ され る 1 次元 空 間で あ り ， base　space 　B の 自由度は大雑把 に言 っ て 温度に 相 当す る 。

こ れ まで に 解か れ た IRF の うち， も っ とも典型的な 例は Baxterの hard　hexagonモ デ ル で あ る 。

こ れ は 2状態 （σi
＝ O，

1 ）で ， 対称性

m （・ ，b， ・ ，の ＝ 酬 ・ ．ム 。 ，al）＝ m （α ，
　d ， 。 ， の （6）

と最隣接 ス ピ ン σ i ， o
）

．に対 す る制限

　　　0 ≦ ・i ＋ ・

ゴ
≦ 1 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （7）

を課 した モ デ ル で あ る 。 σ i
＝ 1 ス ピ ン を中心 とする 6 角形 を描 くと条件｛7）は 6 角形 同志が か

さな ら な い 条件 とな る （但 しあ る パ ラメ
ー

タ域で ）の で， こ うい う名前 が つ い て い る 。 我 々 は

3 状態 （σ
ε

＝ 0，
1

，
2 ）で対称性 （6｝と最 隣接 ス ピ ン σ

三， σi に対す る条件

　　　 0 ≦ ・
ε

＋ ・
）
・ ≦ 2 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （8）

を課 し た IRF の STR を解 い た
。 格子気体的描像 とし て は ， σ i

＝ 2 を大きな hexagon ， σ
∫

二

1 を小 さ な square と見 て ，　 hard　hexagonと hard　square の mixture と思 うこ と もで き る 。 こ の 場

合 ， 許 さ れ る IRF 配置は 26個 ，独立 な Boltzmam　weight は 15 個 ，　 S　T　R が 37 個 と な る 。

解 は ヤ コ ビ の 惰円 シ ー
タ関数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　θ
・ （・ ・　92 ）− si ・… 　 ’

。9、
（・

− 292nc ・ ・ 2u ＋ 94tt ）（・ −
92n ）　 　 （9）

に よ っ て パ ラ メ トライ ズ さ れ る。詳 し くは文 献 2 ）を見 ら れ た い 。

　 こ うして u で パ ラ メ トライ ズ され た Boltzmann 　weight
’
を用 い る と free　energy や spin 　 density

を厳密 に 計算で きる の だ が， こ こ で は そ れ に 関す る技術的 な話は ス キ ッ プ し て spin 　densityの

表式 が数論的問題 に か か わ っ て く る こ とを説 明 しよ う。突然で あ るが，表題に あ る Rogers−

・Ramanujanの 恒等式 とは オ リジ ナ ル に は次 の 2 っ で あ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　・＋ 且，、．
，）（

gn

1 −
92 ）…

（1 −
♂）

一

。 転 ．
，

・n ＋ ・
）1、．

，
・n ＋ 4

）
（・・…
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　・＋ 昌，、
．

，）（
　gn

−
＋ n 　　　 ＝ 置 　　　　1

1 −
92 ）… （1 −

gn） … （1 −
95n

＋ 2
）（1

−
95n ）

（・…

ao）式 は 自然数 π の 分割に 関す る数論的 事実 の 表 現に な っ て い る 。そ れ を見 るた めに ， 次の よ う

に量 F （σ 1 ，g ） （σ 1
＝ 0，1 ）を定義 しよ う。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　 ．Σ iσ i＋ 1
　　　F （σ p の

一Σ
’

gt
’”
　
・「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

こ こ で Σ
ノ とは σ 2 ， σ 3 ，

… ＝ 0，1 に対 す る和で あ り，

0 ≦ ・ i ＋ ・ i ． 、
≦ 1

，
t ≦ 1 q2）

の 制限 の もとで とる 。 〔11）の F は（12）の i ＝ 1 の 場合 の 条件式 を 通 して σ 1
の 関数 と な る 。 簡 単な

計算に よ り， F （O，　g ），　 F （1
，　g ）は それ ぞ れ （10．　a ）， （10．　b）の 左辺 に

一
致す る こ とが わ か

る 。 で は（11）の 右辺 で gl の 係数は い く つ だ ろ うか ？そ れ は 自然数 ♂ を（12）の 制限の もと に

♂ ＝
σ 2 十 2 σ 3 十 3 σ 4 十 … （13）

の 形に 分 割す る し方 の数で あ る 。 数論 の 定理 に よ る と， こ れ は mod 　5 でみ て ，
　 n ≠ 0，± （2

一
σ 1 ）の 数 に の み分 割す る し方 の 数に 等 し い

。 こ の こ と か ら Rogers−Ramanujan 恒等式 （10）が導

か れ る 。実際（10）の 両辺 は上 記 の 分割の 生成関数と な っ て い る
。 注 目す べ きは 自然数 の 分割の し

方に課 され た 条件 （12）が hard　hexagon・の ノ ・ 一 ドコ ァ 条件〔7｝に 他な らな い こ と で あ る 。 実際 Bax −

terに よ る cQmer 　transfer　matrix 法
1）

を用 い て spin 　density〈 σ
！
〉 を計算す る と ， hard　hexagon

モ デ ル に 対 し ， （あ る パ ラ メ タ領域で ）

　　　… 〉 一

砲 富織 ， ） 　 　 　 　 ・14

を得 る 。 （ro ，　 g は Bol
聖zmann 　weight に 関係 す る パ ラ メ タ ）大雑把に言 うと ，　 F （σ ，　g ）とは

σ 1 が σ の 値 をとる とき の 全 平面の Boltzmann 　weight で あ る 。 こ の よ うに IRF の 特徴的な 様

相は comer 　transfer　matdx 法 ｝こ よ り spin 　densityの 厳密 な表式 を計算す る と IRF ス ピ ン の 配列

が， Rogers・Ramanulan 　type の 恒等式 が持 つ 自然数の 分割パ タ
ー

ン と対応す る と こ ろ に ある 。 こ

の R − Rtype の 恒等式 に よ り（14｝は 単項式 （無限乗 積 ）に 整理 され ，臨界点近傍 の 振 る舞 い が

解析可能 と な る 。 こ うい う観点 か らす る と hard　hexagenの 可解性 は Rogers−Ramanujan 恒等式 の

存在 に帰 す る と も い え よ う。
一

方 ， 数論 に お い て は R − R 恒等式 の さまざまなバ ラ エ テ ィ が考

え られ て い る 。 で は 他 の R − Rtype の 恒等式 に よ りそ の 可解性 が期待 され る IRF モ デル はな い

だ ろ うか ？ こ れ に そ ぐ うもの が，表題 の Gordon’s　generalization　 of　Rogers−Ramanujan 　identities
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（GGRRI ）で ある 。こ の 拡張 され た Rogers−Ramanujan恒等式 の 左 辺 が持つ 自然数の 分割パ タ
ー

ン を IRF ス ピ ン の 言葉 に翻 訳 した も の が ， 我 々 の モ デル の 条件式〔8）な の で ある 。 実際＜ σ 1
＞

を計算す る と（14の 3状態 へ 拡張 され た表式 を得 る 。 詳 し くは文 献 2 ）を見 られ たい 。

　以 b 解け る IRF の 背後 に Rogers−Ramanujan 　type の 恒等式が あ る こ とを強調 した が ， 実は

R − Rtype 恒等式 の 背後に は ユ
ー

ク リッ ド型 Kac−Moody 　 Lie環 の 表 現論 が ある 。だ とす れ ば ，

可積分性 を特徴付 け る S 「TR （4）の 代数的構造 は こ の 無限次元 の 代 数 と ど うか か わ る の か ？そ の

解 明は今後 の 課題 で ある 。
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　 2 次元 の 積分可能な 非線形 系は ， PfOlongation構造 を もっ 。 こ の 報告で は ，　 こ の 観点か ら非

線形方程式 に特有な無限次元代数 に つ い て 調 べ る 。

　
一

般 に局所座標 q
那

（m ＝ 1
，
2 ，… ）を もつ 空間の Vector場 ffa（g）は

　　　・
・
　（9 ）一

 
ω

（・）議 ・

とあ ら わ され ，交換子 積

　　　［… ’　 ・
・
］ 一 （輪

ω
・・ 醗 L

ろ
（π ）

・・ Va（m ）
）諺ガ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （肌 ）

を もつ 。今無限次元空間 （91m ・ 92m ）（m 　 ＝ ：　O ， ± 1
，

± 2，… ）の Vector 揚 Ta （a ＝ 1
，

　 　 　 　 （m ）

2，3 ）， D

　　　 1
一 濃 ．．

｛・・

（剛

読・ガ ・麺
’

読ω
｝ ・
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