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　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　 厂ソ リ トン 系 の ダイ ナ ミ ク ス とそれ に関す る カ オ ス の 問題 」

わ した もの で あ る 。 ま た α ＝ 1 の とき

　　　　σ ＝ ［
− 1／｛6 （1 −

・xp ← t ））｝］ ｛x2
− 6 （・xp 卜 1 ）

2／3 ｝

ま た は ，

　　　　σ ＝ ［
− 1／｛6 （1 ＋ ・xp （− t ））｝コ ｛x2 　− 6 （・xp ． t ＋ 1 ）

2f3
｝

を U ≡ 0 とっ な い だ 型 の 解 を もっ 。幅 は 両者 と も単 調 に 増加 す る 。振 幅 は 前者 で は

t ＝ ln （3／2 ）で極小値 を もち ， 後者 で は 単調 に増加する 。 こ の 結果 は 2 次関数型 の 有 限なサ

ポー
トを もつ 初期値を与 え て も，その 幅 ・振幅 に よ りふ る まい が異 な る こ とを陽に示 し興味深 い 。

　以上密度依存型 の 拡散 を もつ 非線形方程 式の厳密解 をい くつ か示 したが，非線形散逸系で は

神 経波 パ ル ス の 伝播 や数種の 生物 の 競合等 ， 従属変数 が複数で ある シ ス テ ム の 解析が重 要な問

題 で あ る 。 ま た 多次元 の 場合に興 味深 い 現 象が い くつ か 報告 され て い る。 こ れ らの 方擡式に対

し て 厳密 な解の 表示 を うる こ とが で きる か は今後 の 大 きな課題で あ る。
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細 い 棒状 弾 性体 の 動 力学

東大 ・教養 鶴 秀生 ， 和達三 樹

1 ）　Introduction

　細 い 棒状弾性体は ， 大 きな変形 ま で 考慮す る と ， 静的 な場合で も非常に複雑 な形 を とる 。 こ

れ は連続体で あ る ため の 条件か ら ，
つ り合 い の 方程式が非線形微分方程式 と な る か ら で あ る 。

こ こ で は静的な形状 を決定す る方程式 ， な ら び に運 動方程式 とそ れ に と もな うソ リ トン 解 に つ

い て の 説 明 を行 う。
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2 ）弾性 工 ネ ル ギー

　細 い 棒状弾性体 の 弾性 エ ネ ル ギー U は曲げ Ub とね じ り U
，
の 弾性 エ ネ ル ギーの 和で 表わ す こ

とが で きる 。

　　　　σ ＝ ＝　u ・
＋ σ1 　 　 　 　 　 ．　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

　　　　・
、

一 鼻
2d

・ ・ Ut 一 号％ 
2d

・ 　 　 　 　 　 （・）

こ こ で κ は 曲率， ω はね じ れ 率 ．4 ， C は そ れ ぞれ 曲げ とね じ りの 弾性定数で 棒 の 半径 が α ，ヤ ン

グ率が E ，剛性率 が μ の とき，

　 　 　 　 　 　 　 4　　 　　 　　 　　 　　 　　4

　　　　A ＝ 巫 一 E ， C ＝ 聖 一
μ 　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3）

　 　 　 　 　 　 4　 　 　 　 　 　 　 　 4

で 関係づ け られ る 。 （2 ）で は線形 の 弾性体 と して 取 りあ つ か っ て い る こ と を注意 した い 。 伸 び

に対 す る 変形 は a が非常に 小 さ い とき無視で きる の で 以 下棒の 伸び 縮み はな い もの とす る。

κ
2

と ω
2

は オ イ ラ
ー

角 θ，g ，ψ で

　　　　 rc2 ＝ θ
ノ 2 −1− sin2 　θ　q

’t
　
2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　ω
2

＝ （gicos 　θ 十 ψ
〆

）
2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

と表 わ す こ と がで き る。 こ こ で z 軸 が棒の 中心 軸に
一

致す る よ うに オ イ ラ
ー

角 をと っ た 。 ま た

’

（ダ ッ シ ュ ）は s に 関す る微分 を表わ す 。棒の 両端 の 座標 を与 え た時の 棒の 形 を決 定す る方

程式 は

阿 C：騰り宙 一 （
Olo2C3

）
とい う条件の も と で の U の 条件付変分 を ，

つ ま り

　　　∬ 。 。 ＋ ∫
L

、．td ．
』 ∫

L
｛
！

（，
’ ・

＋ 9・。
・

θ ，
’ ・

）＋ ！
（，

・
c 。 。 θ＋ ψ

・

）
・

　 　 　 　 　 　 　 　 o　　　　　　 o　　 2　　　　　　　　　　　　　 2

　　　　　 十 λ
1sin

θsin 　g
一

え2　
sin θcos 　g） 十 R3cos θ ｝ds

（6）

（7）

の θ， g ， ψ　に対する変分 を とる こ とに よ っ て 得 られ る 。よ っ て 次 の よ うな 非線形微分方程式

が得 られ る 。
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A （・i・ θ… θ 〆
2一

θ
”

）
− C （Yt

’
＋ … θの ・in θ〆

　十 21cos θsln 　g
− Az　cos θcos 　g）

一
え3　

sin θ ＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　　　　
一
誌｛… n2　…

’
・ ・ （Ytt・ … θ ・

・

）… θ｝

　　　　　 ＋ λ
1sin θ ・・s　g ＋ A

，
　sin θ ・ing ＝ O

　 　 　 　 　 d

　　　　玉
゜ （ψ

’
＋ c °s ° 9）

t

）＝ °

（10 ）か らた だ ち に

　　　　ψ
’

＋ COS θ〆
＝

α
・− const

がで る。そ れ を （8 ）， （9 ）に 代入 し
， 適 当な変数変換 をす る と

　　　　A （θ
” − sin 　OCQS θ g

／2
）十 〇 α sin θ Ci）

ノ

　　　　　
ー λ　cos θ c・ S　g ＋ μ sm θ ； 0

　　　　広 sin θグ ＋ 2c ・s θ9
ノ

θ
’

）
− C α θ

’
＋ Asing ＝ O

とな る。こ れ が静的形状 を決定する 方程式 を与え る。

（9 ）

（10）

（11）

（12）

（13）

3） 運動方程式

　次に運 動方程式 を出すた め に ， 運 動エ ネ ル ギ
ー

の 表 式 を与 えて み よ う。 運動エ ネル ギ
ー T は

棒 の 中心軸 の 移動 に よ る エ ネル ギー Tt
，
之 棒 の 中心 軸 の 方向 の 回転に よ る エ ネル ギー T

， 1 と棒

の 中心軸 まわ りの 回転 に よ る エ ネル ギ
ー Tr2 の 和に よ っ て 表わ され る 。

　　　　 T ＝ Tt
，
＋ Tri＋ T

，2

　　　　　一 号唐
2d

・ ＋ 訝 ’・ d ・ ＋ 瓠
五

（9・ … θ　li・・
d… 　 4・

とな る 。 こ こ で ρ は棒 の 単位長 さあた りの 質量 ， kl は 捧の 中心軸 に垂 直 な軸 まわ りの 慣性 モ
ー

メ ン ト， k2は 棒の 中心軸 ま わ りの 慣 性 モ
ー

メ ン トで ある 。 こ こ で
゜

（ド ッ ト ）は 時問に つ い て

の 微分 を表わ す。各 々 の 量 は材 質の 密度 を ρo ， 半径 を α とお く と ，
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4　 　 　 　　 　 　 　 　 　　 　 　 4

　　　　・ …
2
… k

・
一

π α

4

ρ゜

…
一

π α

2

’°

　 　 　 　 （・5 ）

で関係づ け られ る 。 ラグ ラ ン ジァ ン X は

　　　　X ＝＝T − U 　　　　　　　　　　　 ．　　　　　
’
　　　　　　　　　 （16 ）

とな り　 作用 ∬は

　 　 　 　 　 　 　 t

　　　　∬ − f
，

“
・・f　dt 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （17 ）

とな る。 r と t の あ い だ に

　　　　rt − t − Cl瀞）　　　 ・18）

と い う関係が あ る の で ， 作用 1 を （18）の 拘 束条件 の も とで変分 を とれば運動方 程式 が得 られ

る。 f
。
を次 の よ うに定義 し ，

　　　　・
。

一 ・＋ ∫
‘

∫  一 の ・λ・d 。・dt 　 　 　 　 　 　 （・9）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 0　　0

その 変分 を とれ ば よ い 。こ こ で λは ラ グ ラ ン ジ ュ の 未定関数で あ る 。 よ っ て 運動方程式 は つ ぎ

の よ うに な る 。

　 　 　 　 δJ　 　 　 ．。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （20．a ）

　 　一 ＝

ρ rx
一 λ〈ニ 0

δγ
x

δ！
C 　　 ・・

π
＝

ρ γバ
＝ °

塑 一

。

’
5：

。
　一・・E− ・

δrz

竺 ． kl （、i。 ・ … θ φ
・一 め

δθ
　 　 　 　 　 　 り　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　　　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 ■
　　　

− k2 （ψ＋ C ・S θ の ・ ineg

　　　
一

訓 ・in θ … θ〆
2 一

θ
”

）

　　　→
− 0 （ψ

・ノ 十 COS θ 9ブ
1
）sin θ 乎）

ノ

　　　
ー Rxcos θ sin 　g 十 λ

y　
cos θ cos 　g 十 　λ2　sin θ ＝ 0

（20．b ）

（20．c ）

（20．d ）
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　 　 　 　 δ」　
一

∂　 　　 　 　 　 ．　 　 　 ．

　　　　凝
； t，

｛k
・　

sin2 θ il＋ 轡 ＋ … θφ）… θ｝

　　　　　　＋ − 2
｛4 、i。 ・ egt ＋ C （ψ

・

＋ … θ・9
・

）… θ｝
　 　 　 　 　 　 　 ∂s

　　　　　　
− A

。
si ・ θ … 9

− R
，

sin θ・in　P ＝ 0 　 　 　 　 　 　 （20．・ ）

　　　籌一 7i　… 」・ ・ … θφ・・轟・ ・… ＋ … θ ・
・

）一 ・ 　 ・・…

　こ こ で r
， θ， g）， sb・，　R に時間依存性が無 い 場合は （20．　d〜 f ）の 方程式は （8）〜 （10 ）の 方程

式 に な る こ とを注意 した い 。

4 ） ソ リ ト ン 解

　 こ こ で rp＝ 0
， ψ・＝ 0 の 場合 を考え る 。 す る と方程式 （20 ）は

　　　　λ1＝ o

　　 　　　 　り

　　　　ρ r
，

一 λチ　
＝一

　o

　　　　 Prz
『 R；＝ 0

　　　　
− k1 θ ＋ A θ

”

＋ λ
，

C ・s θ ＋ A
。

sin ・O ； 〇

　　　　
一 λ

．
sln θ＝ 0

とな る。 （21．b ） （21．c ）を s に つ い て微分する と ， （18）を使 うこ とに よ っ て

　　　　　 ∂
2
　　　　 ∂

2

　　　　・ 57sinθ ＋
互プ 厂

゜

　　　　　　 ゲ　 　 　 　 ∂
2

　　　　
−

’
万戸

c °s θ ＋
∂。

・
R

・
・
＝ ＝ °

ら

　　　　R
，
　

＝
一

・ v2si ・ 0＋ 伽 ＋ B

　　　　λ
。

＝
−

PV2C ・S θ＋ γ U ＋ δ

入 し適当に変数変換す る と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一85一

（21．a ）

（21．b ）

（21．c ）

（21．d ）

（21．e ）

（22．a ）

（22．b ）

上 の 2 つ の 方程式 が得 られ る 。 θ， λが ｛ノ　・ ＝ s
−

vt の 関数で あ る とす る と （22．a ）（22．b ）か

　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 （23．a ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （23．b ）

が得 られ る 。 U ＝ ＝ ± 。 。 で F＝ 0 の 条件 を考え る と， α ＝ r ＝ O とな る。 （23 ）を （2Ld ）に 代
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　　　　÷ ・ ＋ Ci）
・

2
　・i・ ・ 一 ・ 　 　 　 　 　 ・24・

が得 られ る。 ここ で

　　　　　、 一 厨
　　　　

ω Q
−

A −一
、k、　v

・

で あ る 。 （24 ）を u ＝± ・。 で θ ＝ ± π ，
並 ＝ 0 の 境界条件 で解 く と，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 du

　 　 　 　 　 　 θ

　　　　・in
す

＝ tanh ・
・u 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （25）

が得 られ る 。 s ＝ ± G 。 で r ＝ 　 O とい う条件 を考 える と

　　　　・ 广 ÷ ech 　 … 一 ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
　　　　 r 　＝

＿ ’
s 十

＿ tanh 　ω o　（s
−

vt ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26 ）
　 　 　 　 z

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ω o

が得 られ る 。 そ の 形 は図 1 に示 して あ る 。 また

運動 エ ネ ル ギーは

　　　　δ2
＝ 2　・・

。

2
　・

2
（… θ＋ 1 ）

　　　　　 ＝ 4 ω 02v2sech2 （Oe 　u

　　　　i2＝ ＝ 4v2 　sech2 ω o　u

を使 うと

　　　　弓 鷹・ ・
2sech2

卿 計 鑓 …
2sech2

ω
・
u 　 du

　　　　　− ・ v2 （
JL ＋ ω ok
ω 0 ）　 　 　 　 　 　 ・27 ・

とな る 。こ の よ うに弾性体 の 大変形 を考慮 した 方程式 （20 ）か ら ソ リ ト ン解が導びか れ る こ と

を示 した 。
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