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太 い 動脈中の 脈波 の ソ リ トン 理 論

椙山女学園大学　右衛門佐　重雄

　動脈 中の 流 れ と圧 力 の 波 の 形 に つ い て は 多 くの 測定 がな され て きたを
2）

圧 力脈波に は伝播 に

伴 う波面 の 突 っ 立 ち （steepening ）と山 の 高 な り（peaking ）がみ られ る。脈波 の伝播 に っ い

て は運 動方程式 にお け る非線形対流項 を省略 した 多 くの 線形理論
3−6）

が提出 され た。　然 し ， 非

線形項 を省略 し うる条件 は十分に と との っ て い る とは い えない 。 血流速度が零か ら最大値 （μ滋

ま で 達す る まで の 時間 を τ
， 脈波の 速度を V とす る と ， 犬の 大動脈 の 揚 合 （v

。
）m 　

＝： 1m ／s ，
　V

＝ 5m ／s と して ， 非線形項 vzOvz ／砒 〜 （ひ
。場／V τ と流速の 時間変化 の 項 ∂vz ／Ot ・・（v

、
）m ／τ と

の 比 は 0．2 程度 とな るか らで ある 。

一
方，大動脈 にお い て は粘性 の 影 響は 小 さい 、 粘性項 （η／

ρ ） （1／・ ）∂v
。
／∂r

− （η／ρ ）（vz ）
m ／畔 か ちの 寄与は ， η

＝ o．04・P， ρ
＝ 1．059 ／ema・

， R
。

＝ 0．3cm と し て ， 非線形項 の 1／10 程度 で あ る 。 こ れ まで 非線形対流項 の 効果 を考慮 し た 多 く

の 理論 が提出され て い る乙
一11 ）

断面積お よ び弾性率 が一
定の 管の 中の 流れに つ い て1） 或 い は管 の

弾性率 の軸 に沿 っ て の 変化 も考慮 して1） さら に は，動脈 の枝分かれ に よ る分流 を洩れ と考えて

連続 の 式 の 中に 洩れ の 項 を入 れ た り， 管の 圧 力 と断面積 の 関係 を脈波 の 伝播速度 の 実測値か ら

求め る よ うに した りし て い る含
）

こ れ らの 非線形理 論で は解 を得 る の に特性曲線法に従い ，繰 り

返 し計算 を コ ン ピ ュ
ー

タ
ー

に よ っ て 行 っ て い る 。 菅原 ら
11＞

は で きる だ け解析的な方法 に よ っ て

見通 し の よ い 結果 を うる た めに ，圧力 と断面積 と の 間に は管壁 の 弾性 法則 に従 う関係 が成 り立

つ と し て ， 特性 曲線法 に も とつ く定式化 を行 い 伝播速度や 突 っ 立 ち現象な ど脈 波 の 振 舞 い をよ

り解析的に説 明 して い る 。 こ れ らの 非線形理論 にお い て は ，圧力 と断面積 の 関係 が管壁 の 運動

方程式 と関連 して 与え られ て い な い 。 また，理論 の 結果 と して ， 脈波を支配す る 方程式が圧力

或は流速 に 関す る 一 つ の 非線形波動方程式 の形 で は表 現されて い な い 。一
方坂西 ら

12）
は 動脈壁
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の 非線形弾性 に 由来す る脈波 の ソ リ ト ン モ デ ル を提起 し た 。 然 し彼 等の 理論 で は血液 の 運動方

程式 に お け る非線形対流項や 連続 の 式に お け る非線形項や 管壁の 運動方程式 にお け る慣性項が

無視 され て い た。

　本論文で は脈波 の 非線形理論 に本質的 とみ られ る 非線形項や慣性項 をと り入れ ， 太い 動脈に

に お け る脈波 を ソ リ トン 理 論 に よ っ て 記述す る こ と を試み る。そ の 第
一

歩 とし て ，粘性 の 効果

を無視し ， 大動脈中の 血流 を特徴づ け る理 想化 した体系 と し て ， 長 い まっ す ぐな 円形 の 断面 を

も っ た一
様 な薄 い 厚 さの 弾性 的な壁 を も っ た管 の 中に完全 流体が満 た され て い る 系 を考え ， 流

速や圧力 の 場 を支配する 波動方程式を求め る。回転対称 を推定 し て ， 円と う座標系をと り，断

面 に関 して軸方向 の 速度 と流体の 圧 力 の 分布が一
様で あ る と して ，軸方向 の 流速 v

。
（z ）t），

流体圧 P （z ， の お よ び管壁 の 半径方向 の 変位 ur （z ， t ）に つ い て
一

次元的な場 を考え る。　軸方

向 の 流体 の 流れ に 関す る Navier−Stokes方程式並び に 非圧縮性流体 の連続の 式 は それ ぞれ

　 　 　 　 ∂v　 　 　 　 　 　 　 　 ∂v　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　1　∂P
　　　　』

十 v
二 三

＝
一 一 一 　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1）

　　　　 ∂t 　
z

∂z 　 　 ρ ∂z

　　　　璽
＋

°（・
・
s ）

一 。 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （、）
　 　 　 　 ∂t　　　 ∂z

で与 え られ る 。 こ こ で ， S （z ， t ）は管 の 断面積で あ る 。 管壁 の運 動 を考 え る場合 に 1血管が埋 め

こ まれて い る組織が血 管の 運動 に及 ぼす影響を取 り入 れ る た め ，効果的 な慣性厚 さ U ＝ h＋ ん
ノ

を考え る 。 こ こ で h は弾性的 な変形 に参加 して い る壁 の 厚 さ， ん
’

は壁の 運動に付随す る組織 の

効果的な付 加 質量 の 厚 さ を表 わ し て い る 。 管の 半径方 向 の 運動 は 次式 で与 え られ る 。

　　　　　　 ∂
2R

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ん

　　　　・・
∬ 7

＝ （P −
・Pe ）

一 一
π

・
t ） 　 　 　 　 　 　 　 （3）

こ こ で ， ρ o は壁や 組織 の 簸 で
一

定 とする 。 R （z ， t）は管 の 半径 ， σ
ε

は壁の 中の 半径に垂直方

向の 応力 ，P
，

は 管の 外側 の 圧力 で ほ s
“
大気圧 に等 し い とみ られ る 。　壁 が静止 し て い る 場合で ，

P − P
。

＝ 0 の と き の 管 の 半径 を Ro ，　 R ＝ Ro ＋ ur と して壁 の 弾性的性質を次式で 与え る 。

　　　　・鴫 6・ ・ 卷）　 　 　 　 　 　 …

こ こ で ， α は非線形弾性の 係数 で あ る 。 壁の 質量保 存の 条件は 次式 で与 え られ る 。

Rff ＝ Ro　UO ，　 RL ニ Ro んO ， （5）

こ こ で ， ∬o と んo は 平衡 （R ＝ Ro ） の と きの 効果 的 な慣性 厚 さお よ び壁 の 厚 さ で あ る 。 （4），（5）

を （3）に入 れ ， R ・ ＝ 　Ro ＋ ur ， 5 ＝ π （R ＋ ur ）
2
を考慮す る と （1）， （2）， （3）式は vz ，　 P ，　 ur
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に関す る連立方程式 とな る 。 （3）と関連 して長 さ と時間の特性 的な量 を次 の よ うに と り，

　　　　五。
一 （R 。

ff
。 ・。／2ρ ）V2 ，　 T 。

＝ （ρ。
　ff

。
　R

。

2
／ん

。
　E ）

1／2
，

無次元 の 独 立変数 z
ノ

， t
’

並 び に従 属変数 を次 の よ うに導入す る 。

　　　　 Z ＝ LoZ ノ

，　　t ＝ Tot ’

7

　 　 　 　 　 　 　 N 　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　「w 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　N

　　　　 Vz ＝ ： COV ・　 P 一 Pe ＝ PoP ，　 Ur ＝ Ror ，

こ こ で ， ・o ， Po は次式 で 定義 され て い る。

　　　　・
・

一 ｛課一 （謡プ
／1 ・・

一 舞 ・

変換 （7）， （8）に よ っ て ， 3 つ の 基礎方程式は それ ぞれ次の 無次元方程式に なる 。

　 　 　 　 N 　　　 　　　　　 　　　　 　　N 　 　　　　 　　　　 　　　　 　　N

　　　　垂 一＋ 7 彑 ＝ ＿」塹＿　，
　 　　 　 ∂t

’

　　　　　∂zl 　　　　 ∂zt

　 　 　 　 N 　　　　　　　　　　　　　　　AV 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　彑 ＿＋ 7 童二
＋
1

（
　 　 バ

1十 r ）
塗L ＝ o ，

　 　 　 　 ∂tt　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 2　　　　　　∂／　 　 　 　 　 　 　 　 ∂／

　　　　纂 一 詐 （・ ＋ 3
’
）− 7i

彗哥
）

一 ・ ・

（6 ）

（7）

（8）

（9）

（10a ）

（10b ）

拡張期 （diast。le）の 末期 にお い て は流速 v
、
が零 とな り，血管 壁 の 加 速度 も零 とな る

ときの 動脈圧 を Po で表わ し ， （8）で Po − P
。

＝ Po 冗o とか き ， 壁 の 半径方 向 の 変位 を （le）　o
　 　 At 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

＝ Ro γo とお くと・ Po
， 鈎 は （10c ）に よ っ て 次式 で 関係づ け られ る ・

　　　　　　　　N 　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　〜 　　　2ro （1 十 a γo ）

　　　　
ア゜

＝

（1十 γo ）
・ 　 　 　 　 　 　 　 　

（1’）

非線形波動 の 漸近 的な性質 を研 究す る た め ス ケ
ー

ル 変換
13）

が導入 され ，従属変数の 摂 動展開 の

方法 と結合 され て い わゆ る reductive 　perturbation 　method 　
l4−16）

或は long−wave 　approxi −

mationl5
’17）

の 方法が公式化 され て い る 。 こ の 方法に従 っ て ま つ （10 ）式 を線形化する。

　　　嘉 ・ 嘉 一 ・ … 　 　 　 　 　 　 2 ・ ・

　　　妥 ・ 巷・・＋ 7・ ・籌 一 ・ …　 　 　 　 2b ・

　　　　1；鵠 … 瞬
｛1

苦≒鬢
篤｝

ヲ … 　 　 2 ・・

（10c ）

　 。 そ の
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　　　　 こ こ で ， 7， γ は 次式で 定義され て い る。

　　　　　　　　 P ＝ Po 十 P ，　 r ＝
γo 十 γ　 。

　　　　 これ ら の 方程式 に対 して 調和解

　　　　　　　　 7 ， 易 7   ・ xp ｛i （kzi 一
ω が ）｝

　　　　 を推定す る と ， われ わ れ の 非線形問題 に対 して 次の 線形分散関係 が得 られ る 。

　　　　　　　　・ 一

・k ・出
・
・
−1／・　

， ・
」 1＋

、

（1鶏 贈
・

（13）

（14）

（15）

小 さい k に対 し て ω を展 開し て 3 次まで と り， （14）の 指数因子に 入れ る と次の 形 に なる 。

　　　　・xp ［・｛k （z
・ −

gtt ） ・
−1；　k3　gt ・

｝］　 ．　 　 　 （・6）

漸近的な性質 の 相似性は （z
一

yt
’

）／（．g　t
’

）
］／3

ニ const ，を不変に保つ 座標変換に 対 し て 保

た れ る。そ こ で 次 の ス ケ
ー

ル 変換 を行 い
，

　　　　ξ ＝
・
if2

（。
L

〆 ）， ・
＝

・

3／2
　yt

・ 　 　 　 　 　 　 　 　 （17 ）

これ に加え て ， 鉱 S， 7 の ε に 関す る摂動展 開 を導入 す る 。

　 　 　 　 　 　 oo

　　　　7 ＝ Σ ε
n
　Vn （ξ， τ ）　， 　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 （18　a ）

　 　 　 　 　 　 n＝1

　 　 　 　 N 　　　　　　oo

　　　　7 ： Σ ε
nPn

（ξ，τ ） ，　　　　　　　　　　　　　　 （18　b ）
　 　 　 　 　 　 n ＝1

　 　 　 　 N 　　　　　　co

　　　　7 ＝ Σ ε
nrn

（ξ，
τ ） ．　　　　　　　　　　　　　　 （18c ）

　 　 　 　 　 　 n＝1

従属変数 別 易　
：
’
は ξと τ だ けの 関数 と推定され て い る の で 非線形方程式 （10 ）は ξと τ の

微分演算子 の 項 で 書か れ る。 こ れ に （18 ）を代入 し て ， ε の 次数 の 等 し い 項 を集 め て 次 の 方程

式系 を うる 。 ε
0
に比例す る 項は （11）式 を与え ， ε に 比例す る項か ら

　　　　一
・要惚 一 ・ … 　 　 　 　 　 9 ・ ・

　　　　
一

嘉 ・ 身・・＋ 7・ ・要 一 ・ …　 　 　 　 9b ・
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一抑 ・

一
・＋ 7・

　・　Pi ＋
（111鴇・

α   2
）

… ・ ・

が得 られ ， ε
2
に 比例す る項か ら

　　　
一

・薨＋ ・ 嘉＋ ・
・嘉＋

」

静一 ・ J

　　　
−

・薨・ ・嘉 ・ ・ 1讐・ 壱（・＋ 麹 讐・ ÷・1餐一 ・ ・

　　　　・
・

嘉一k 。 ・
，　
− 9（・ ＋ 7， ・・ 、

−S。 1r1

　　　　 　　　　 　　　　　

　　　　　　　・
（1十 2a70 十 α ？ID2
　　（1＋ 7。 ）

2

）
r・　

÷

（lg．ii　il；1），　r・

2
　一 ・ ・

が得 られ る 。 （19c ）か らp1 　
＝＝

して ・ v ・
； Pl ／y ＋ f （・） ・ v

・　
： ｛2y ／（1＋ ？o）｝・、

＋ 9 （・ ）を うるが ，

＝ Po ，　r＝ 　？5と い う条件，即ち Vl ＝ ＝ 　Oで Pl ＝ o
，

「ソ リ ト ン 系 の ダ イ ナ ミ ク ス と そ れ に 関す る カ オ ス の 問題」

　　　　 〜

（19c ）

（20a ）

（20b ）

（20c ）

　　　　　　　　　　　　　 ｛2y 　
2
／（1十 70）｝rl が得 られ る。 （19　a ）（19b ） を積分

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v 　 ＝ 0で P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rl ＝ 0 とい う条件か ら プ （τ）［＝　O，　 g （τ ）

＝ 0 とな り， これ ら 2 つ の 式は再び （19c ）か ら得た 関係 を与 え る。結 局 v
、 ，p 、

，rl は次式

で結ばれ て い る。

　　　　　　 P1 　　　 29
　　　

1’v ユ
＝一

＝

　　　　　〜　　r1 　　　。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21 ）

　　　　　　 y 　 （1＋ ro ）

（20 ）の 3 つ の 式 を組み 合せ ， さらに （21 ）の 関係 を用 い て ， v2 ， p2 ， r2 を消去 す る と ，

KdV 方程式 が次 の 形 で え られ る 。

　　　嘉… 1肇 ・ 冷 一 ・ ， 　 　 　 ・22 ・

こ こ で ， K は 次式 で 与え られ る定数で あ る 。

　　　　　　（1＋ 7。）｛（1 ＋ 2a ）＋ 3 （2 ・
− 1 ）7。 ｝

　　　　
κ ＝

一

τ 一
一

・
　 　 　 （23 ＞

（21 ）か ら Pi とrl に関 し て も同 じよ うな KdV 方程式 が得 られ る 。

　　　咢 ・ ・ 濃 ・ 瀞 一 ・ ・ 　 　 　 ・…

　　　　　　　　　　　　 1 ∂
3ri

　　　 　∂rl　　　 　　　　 　　 ∂r1

　　　蚕
一

＋ M 「・　
’

S　
L

＋5 、ξ
・

： °
・ 　 　 　 　 　 　 （24 ）
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こ こ で ，

　　　　　　 K 　　　　　　　29
　　　　　　　　　　　　　　 〜　 　K ．　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 （25）　 　 　 　 L ＝ 7 ，　 　 　 　 　 　 　 　 　 M ＝

　　　　　　 y　　　　 （1＋ ro）

こ れ ら の KdV 方程式 の 単
一 ソ リ トン 解 と変換 の 式 （18） （17）（13）（7）（8）を用い て ， 流

速 ， 圧力お よ び壁の 半径方向 の 変位に つ い て の 単
一

ソ リ ト ン解 が そ れぞれ 次の 形 で 得 られ る 。

Vz … t ・一
一2　eo 　72sech2［

7
　　（z

− vt ）
一

δ
Lo ］・

・ ・… ）　 ・ P・
・÷・・　・

・
sech2 ［

κ

（z
− 7t

Lo
）
一

・］・

u
・ （・ ・　t ）− R

・

’
｝e ・ 音酵   ［箸（・

− Vt ）
一・］・

（26a ）

（26b ）

（26　．c ）

こ こ で ，

V ＝ y ・
。 （1 ＋ 2　7

。

2
） ． （27 ）

大動脈 流 の 場合 ， 脈波が心 臓か らで て どれ だ け時間が た て ば突 っ 立 ち をお こ すか は KdV 方程

式 （22）の 第 3 項 を捨 て た式 か ら t・＝ talo ／2K （vl ）m
と見積 もられ る。 こ こ で aloは 初期脈波 の

z 軸上 で の 幅で あ る 。 K ＝ 1．0，（vz ）
加

〜 50   ／s ，　 ao 〜 30e 皿 と し て ，　 t −・　O．3　s 。 従 っ て ，

ソ リ ト ン が出来 るまで 波の 進む距離 は ， V ＝ 5m ／s と し て ，
　 Lsm 程度とみ られ る 。 然 る に

実際 は例え ば abdominal 　 aQrta ま で の 距離は 0．5m 程度で あ る か ら ， そ こ で は未 だ ソ リ ト ン

波は 生成 され て い ず生成途 上 に あ る とみ ちれ る 。 こ の よ うに して脈波 の 突 っ 立 ち現象は ソ リ ト

ン 波生成の 発 展過程で あ る と し て解釈す る こ とが で きる 。（15 ）か ら得 られ る。微小攪 乱波 の 速

度 yCo （1＋ k2 ）
−1／2 や （27 ）の ソ リ ト ン の 位相速度 V は g に よ っ て い る の で 70の 関数 で あ

る 。 従 っ て 最低血圧 Po に よ っ て 変化す る こ と に な る 。わ れ わ れ の モ デル は粘性 に よ る効果 を

無視 し て い る の で ， 現実 の 動脈 系 に お ける圧 力低下や枝分れ に よ る 反射や末梢 か らの反射 ， 抵

抗等 の 効果は 表現 され て い ない 。 し か し ， 突 っ 立 ち現象 は反射波 と の 干渉 など に よ っ て説明す

る よ り も非線形特有の ソ リ ト ン 波生成過程 と し て 自然に 説明 され る 。
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セ ル ・オ ー トマ トン 系の 統計的性質

京大 ・理 　　相沢洋二
， 西川郁子

東大 ・教養　金子 邦彦

　空間格子点 i 上 で 定義 され た離散的な変数 ai を考え る 。

写像で 決ま る系を素朴な セ ル ・オ
ー

トマ トン 系 と呼ぶ ．

時間発展 が離散時間 n で
一

唯的な

・’
＋ 1

＝ F （｛らり）・ （パ ≦ n ， e ， 」
＝ 1

，
2

，

…
， 〃 ）

中枢神経系 の 機能や形 態形成 の メ タ フ ァ
ー
的 モ デル と して広 い 応用範囲 を持 っ て い る 。 最近で

は ， 複雑な非線形場 の パ タ
ー

ン 運動 の 基本的性 質を調 べ る上 か らもセ ル ・オ
ー

トマ トン 系 の 統

計現象に強 い 関心 が向 け られ て い る 。

　偏微分方程式 に従 う非線形揚 の 振舞い と本質的 に異 る 側面に 注 目する と ， 次 の よ うな事柄 が

理 論的に も重要で あ ろ うと考え られ る 。

L　C ・A 系で は本質的 に離散量 を扱 っ て い る の で ， 可微分構造 に立脚 した こ れ ま で の 理 論に代
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