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物性 に お け る Berry の 位相
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§1　 序

　パ ラ メ
ー

タ に依存す る よ うな ハ ミ ル ト ニ ア ン で 記述され る量子系 が
，

1 つ の 固有状態に あ る場合 を考え

る。パ ラ メー
タ をゆ っ く りと変化 させ て い っ て最終的に もと の 値に も ど し た とき， 系 の 状態 ベ ク トル は

，

単純に考 え て 期待 され る よ う な力学的な位相因子 の 他に
， 付加的 な位相因子 だけ変化す る こ とが あ る 。 こ

の 付加的な位相は ， 最近に な っ て Berry ［1］
に よ っ て

一
般的 な理解が与 え られ

，
　Berry の 位相 と呼ばれ る

こ と と な っ た。Berry の 位相は
， 非常に一

般 的な概念 な の で
，

い ろ い ろ な と こ ろ に 現わ れ て くる 。 こ こ で

は Berry の 位相 に つ い て 簡単 に復習 し た の ち に ，
い くつ か の 応用例 を紹介す る。

§2　Berry の 位相

　 ハ ミル トニ ァ ン に含まれ て い るパ ラ メ
ー

タ の 組を R と し， こ れ を時間 と と もに ゆ っ くりと （断熱的に ）

変化 させ る 。 こ の と き， Shr6dinger 方程式 お よ び ， 各瞬間 ご と の 固有値方程式 は ， 次 の よ うに な る 。

　 　 　 　 　 ∂

　　　
三tii

，
　I　V （t）〉 ＝H （R （t））lyt（t）〉

　 　 　 　 　 　 　 　 　 〔1〕

H （R （t））ln（R （t））〉 ＝ En （R （t））ln（R （t））〉 〔2｝

式 〔2）で は 固有状態の 位相因子 まで は決ま ら な い
。

パ ラ メー
タ空間中の 閉 じ た パ ス C を一

周 した とき （図 ユ；

3 パ ラ メ
ー

タ の 場合 ），位相因子 を含めた固有状態 の 時間発展 は，

　　　1・… 〉 一
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・ xp ｛− tf。td

…
。
… ｝1・ ・… ）・・

とお い て
， 式 〔1）に代入 して 得ら れ る。式 （3｝の 第

一
因子 に 現われ る rn〔t）

の パ ス C を一周 した の ち変化 r．
（C）≡ r．

（一周後 ）−
r

、
（初期値 ）が

Berry の 位相で あ る。γ
．
（C ）は，パ ス C の み に依存 し て お り

，
ど の よ う

に C を通過す る か に は依存 せ ず ， 純粋に幾何学的な性格 の もの で あ る 。
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§ろ　磁場中の ス ピ ン

　最 っ と もわ か り易 い 例は
♪ 磁揚 中に置か れ た 1 個 の ス ピ ン か ら な る系

　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 R
属

で あ ろ う 。 磁場が こ の 場合 の 断熱 パ ラ メ
ー

タ で ，磁場 を変化 させ て 最終

的 に 元 に も吉した とき，
ス ピ ン の 状態ベ ク トル に Berry の 位相 が現わ れ る。

図 1
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　ス ピ ン を s とす る と，
ハ ミ ル トニ ア ン は ， ｝1（B）＝ rcfis

・B で 与 え られ る。磁場 B をパ ラ メ
ー

タ空間 中

で パ ス C に 沿 っ て
一

周 させ た と き （図 1 で R を B と考え る ）， Berry の 位相 は次 の よ うに計算 され る （ n
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＝
− s

，

…
，
s ）。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 B
　　　 7n （C ）＝ ∬cdS

・（n
−

）＝−
n Ω （C ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔4〕

　　　　　　　　　　　　　 B3

こ こ で
， 積分は C の 張 る任意 の 曲面上 で の 面積分，

Ω （C）は原点 から見たそ の 曲面 の 立体角で あ る 。 こ の

式は ，
パ ス C か ら離れ た所 に あ る原点 （B ＝ 0 ）の 影響が r

、
（C ）の 原因 で あ る こ とを示 し て い る 。

式 （・｝・与・ ・れ る Berry の位相 a・・， 中ts？・ ・ ピ・ （・
一± S）を用 ・ ・直灘 証・ き・⊆・コ図 ・ （文

献 ［2］よ り ）の よ うに コ イ ル を巻 い て磁場 B1 を発生 させ
，

そ の 他 に Z 軸方向に も磁場 Bz をか け る。コ イ

ル 中を通過す る中性子 か ら 見る と， 磁場は 円錐 を描 い て 回転 して い る （図 3 ；文献 ［2］よ り）。
ス ピ ン の

偏極 を測定す る こ とに よ っ て Berryの 位相 を決定 し ， 磁場 の 回転 （図 3 ）か ら立体角Ω （C）を計算 し て ，

式 （4）が成 り立 っ か どうか を調べ る 。 Bl と B
。

の 比 を い ろ い ろ と変え て実験が なされ ， 立体角の 大きい 場合

にはかな りよ く式 （4｝が成 り立 っ こ とが確認 され て い る。

闘eutron eBl

　 　 ノ

　 　 Bz

　図 2
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図 3

§4　 グ ラ ス フ ァ イ バ ー中の光子

　光子 の 偏極に つ い て も， 中性子 の ス ピ ン との ア ナ ロ ジ
ー

が あ っ

て ， Berry の 位相 の 測定 が行 な わ れ て い る913］

　実験装置で は，グ ラ ス フ ァ イ バ ーが筒 の まわ りに巻きっ け られ 　　　　　　　 図 4

て お り， そ の 中を シ ン グ ル モ ー ドの 光が 通過す る （図 4 ；文献 ［3］

よ り）。 1 個 の 光子 に 着 目 し
， そ の ス ピ ン を s とす る。ヘ リ シ テ ィ は σ

＝ s ・k（t）で 与 え ら れ
，

± 1 の 2

つ の 固有値 を と る。 こ こ で k （t）は
，

フ ァ イ バ ー
に 沿 っ た方向 の 単位ベ ク ト ル で あ り

， 光子 が 進 む に つ れ て

フ ァ イ バ ーの 曲が り方 に合わ せ て 変化 し て い く。 σ は保 存量 で あ っ て
， 中性子 の ス ピ ン に お け る ハ ミル ト

ニ ァ ン と同様 の 役割 をは た す 。
k（t）は，磁場 B （t）の か わ り とな り ， フ ァ イ バ

ー
を筒に巻 きっ け る こ と は，

k の 空間中で 1 っ の ル ープ をfFる こ と を意味 して い る
。
　 Berry の 位相 は

， 中性子 ス ピ ン の 場合 と の ア ナ ロ

ジ
ー

か ら， rσ
（C）＝一

σ Ω （C）で 与 え られ る。

　実験は ， 筒 に 対す る巻 きつ け方を い ろ い ろ と変 え て 行 なわ れ て い る 。計算 に よ っ て 求 め た Ω （C）の 値 と ，

測定 し た偏光角か ら直接得 られ た rσ
（C ）の 値は ， ど の 揚合 に も か な りよ く

一
致 し て い る。

　た だ し ， こ の 結果 に 関 し て は ， 光 を古典的な波動 とみ な し て も同様 の 結論が出 て くる と い う批判 も あ る。

どち らに しろ
，
Berry の 位相 の 概念が実験事実 と矛 盾 し な い こ と だ け は 示 され た と考え て よ い で あ ろ う。

§5　 量子ホ ール 効果

整数量子 ホ
ー

ル 効果お よび分数量子 ホー
ル 効果 の 両方に 関 して

，
Berry の位相 の応用が あ る。整数量子
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ー

の 物理 へ の 応用」

ホ
ー

ル 効果 に お い て は
，

ホ ー
ル 伝導度そ の もの が Berry の 位相 で 表現づき ， こ れ か ら e2 ／h の 整数 倍に 量

子 化され る こ とが 出 て くる。

　分数量子 ホ
ー

ル 効果に関 して は
，

ラ フ リン の 提案し た非圧縮性流体状態 ［5］に生ず る素励起 （準粒子 ）

の 電荷 と統計性を ， Berry の 位相 を用 い て 決定す る こ とがで き る16］まず，準粒子 が 1 個あ る 状態を表わ す
，

電子 の 多体 の 波動関数 を考 え る。こ れ に は
，

ラ フ リ ン に よ っ て 提出 され た 試行関数 を用 い る。こ の 中で ，

準粒子 は 1 つ の 点状欠陥 と して 表現 され て お り， そ の 位置は パ ラ メ
ー

タ で指定 され て い る。こ の 位置を表

わ す パ ラ メ
ー

タを， 任意の 円を描 い て
一

周 させ る と， そ れ に伴 っ て Berryの 位相が現わ れ る。一
方 ， 準粒

子そ の もの の
一

体 の 波動関数が存在す るは ずで あ る。準粒子 の 位置は ， 今度は
， 波動関数 の 中の 変数で あ

るが ， これ を同
一

の 円 を描 い て
一

周 させ る と， 磁揚に 依存 し た位相 の 変化 を求め る こ とが で きる
。 こ の 位

相は ， 先 に 求め た Berry の 位相 と等し くな ければな らず ， こ の こ と か ら
， 準粒子 の 電荷が決定され る 。 統

計性に っ い て は
，

2 っ の 準粒子 を点欠陥 として 含むよ うな試行関数 を用 い て
， そ れ ら の 位置 をゆ っ く り し

た移動に よ っ て 交換す る こ と が 求 め ら れ る 。結果は ， ラ ン ダ ウ レ ベ ル の 占有率が 1／m （m は 奇数 ）の とき，

準粒子 の 電荷が e ／m ，2 つ の 準粒子 の 交換に伴な う波動関数 の 位相変化は π ／m
，

とな る 。m ＝ 1 の と きは

通常 の フ ェ ル ミ統計 と な る が
，

そ れ 以外 の と き は 「分数統計」 とな る 。

§6　お わりに

　 Berry の 位相 に つ い て
， 簡単な説 明 を して ，

い くつ か の 応用例 を見て き た 。
　 Berry の 位相は非常に一

般

的 な概念で あ る の で，さ ら に多 くの 応用や ， 今ま で 知 ら れ て い た現象 の Berry の 位相 を用 い た 再解釈 も行

な わ れ よ う。ヤ ン ＝テ ラ
ー効果 へ の 応用に つ い て は ， 他 の 講演国 で述 べ られ て い る。

　さ らに，Berry の 位相 の概念 自体を， も っ と一
般 化 す る こ とも行 なわれ て い る。た とえ ば，奇数個 の 電

子 を含む原子 で は ，
エ ネ ル ギ ー準位は Kramers の 縮 退 を起 こ し て お り ，

2 成分 の 量 に 対 して拡張 され た

Berryの 位相が必要 とな るlsコ今 ま で外場と して 扱 っ て きた パ ラ メ
ー

タ を， 力学変数 と見なす定式化 も行

なわ れ て い る99］また ， 断熱過程 に 限定 せ ず
，

一
般 的 な 周期 運動 に伴 う幾何学的位相 へ も拡張が な され て

い る91°］
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ヤ
ー

ン ・テ ラ
ー 効果 に お け る Berry の 位相

東大 ・理 青 木 秀 夫

1． 序

　ベ リーの 位相 は 量子力学 の 基本的帰結で あるが， こ れが物理 の 様 々 な分野 に現わ れ る こ と に最近興味が

もたれ て い る 。
こ の 中に は

　a ）量子 ホ
ー

ル 効果
［1
−3］

　b） 分子 や ク ラ ス ターの 変形 と電子構造
［4コ

　。 ） ゲージ 場 の 理論
［5］

等が含まれ る。最近 Ham ［6］が
， 化学物理 に お い て 馴 染み 深 い ヤ

ー
ン ・テ ラ

ー効果 に お い て も， ボ ル ン ・

オ ッ ペ ン ハ イ マ
ー

近 似で の 波動関数 の 性質をベ リ
ーの 位相 とい う観点で 理解 で きる こ と を示 し て い る の で

，

こ の 仕事 を紹介し た 。

　こ れ は
， ヤ

ー
ン ・テ ラ

ー
（複数軌道 ）問題 に おけ る電子 の 波動関数 Ψが ， 空間 を 360

°
回転 さ せ て も元

に 戻 らず

　　　ψ（2 π ）＝一
ψ（0）

の よ うに符号が変わ る とい う，
Longuet ・Higgins ［7］

の 時代か ら 知 ら れ て い た 性質を
， 原子核 の 座標 を断

熱パ ラ メ
ー

タ とした ときの 電子波動関数 の ベ リーの 位相 と見なせ る， とい うこ と で あ る 。
フ ォ ノ ン の 波動

関数 φも符号が変わ る の で
， 全波動関数 ψφは勿論

一
価関数 と な る。

2． ヤ
ー

ン ・テ ラ ー効果

結晶中 の 錯体 （例 え ば MgO 中 の Cu ）の 電子 と原 子 核に対す る全 ・ ・ミ ル ト ニ ァ ン

　　　X
、。 、。、

・・ 」f
，1 ＋ 礼 ＋ 孔 1．n

の 中の 電子 と核 との 相互 作用は
， 核 の 平衡 の 回 りの 基準振 動座標 Q を用い て

　　　”
。、
一

。

− V
。，

＋ Σ承
）
Q 。

＋
…

の よ うに展開 され る。 こ こ で Vcf は結晶揚ポ テ ン シ ャ ル
， 1

「
は錯体の 対称群 の 既約表現。　vUel ＋ V

。f
で 決

ま る電子状態が縮退 して い る （ヤ ー
ン

・テ ラ
ー ・イオ ン ）の 場合，

こ の 展開は ， 上式右辺 の よ うに Q の
一
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