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図 2 　 End．to．end 　distance

R の 平均＜ R2 ＞ を時間 tに 対し

プ ロ ッ ト し て い る 。 こ の 傾 きか

ら フ ラ ク タ ル 次元 が求め ら れ る 。

図 3 　ス ケ
ー

リ ン グ則 の チ ェ ッ

ク φ＝ 1，84　の と きが最適で あ

っ た 。

3． 離散空間の
一

様性 ， 等方性

筑波大学物理 工 学系　　 小　川 泰

　広 く 、 形の 物理学 、 形 の 科学
一般に 興味 を持 つ 者 と し て 、 DLA は 重要 な模型 と

考 え て い る が 、 自分で は全 くい じ っ て い な い 門外漢で あ る
。

こ の 研究会の 名を頼

りに 、 「．．．そ の 周辺 」 の 話題 と して 、 DLA に現 れ る と言 う異方性の 問題 1｝に 関連

して 、 微分方程式 の 差分化や 、 連続空間の 問題 を格子の よ うな離散空間で 扱 う場

合の
一

般的 な問題点に つ い て 論 じた い
。

　 こ の 研究 会 で も幾 つ か の 発 表が あ る よ うに 、 DLA の long−run −simulation で

は 、 格子の もつ 異方性 が 反映 して くる と言 うこ とで あ る 。 格子上 の 酔歩 と拡 散の

関係は、 まず 1次元 で は 、 二 項分布 か らGauss分布へ の 移行 と言 う中央極限定理 の

問題 で あ り、 Stirlingの 公式を使 う近似 と 、 原点（出発点）に 近 い とこ ろ に着目す る

近似 に 基 づ い て い る 。 2次元正 方格 子 で は 、 指数関数の 眉が 二 次式 で あ る Gauss

分布近似 の 枠内で は等方的 で あ る が 、 4次ま で 考慮 した と きに は 異方性 を免れ な

い
。 また 、原点付近 の 分布 は 、 何度 も行 き来 し た結果で あ る

。 し か る に 、 DLA

で は 、凝 集体 表面に 初 め て 到着 し た と き に 付着す る の で 、
こ の 考 え の 範囲内 で

は 、 異方性 が 現 れ て 当 た り前で あ る 。 1度の 到着だ け で は 、 単純 に は 付着 し な い

と修正 した模型 で は 、 当方性 が 回復す る よ うに見受け られ る が 、 格子 を導入 して

い る 以上、 あ る程度の 異方性 は避け ら れ な い
。
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正方格子 は 、 4回対称性を持つ の で 、 こ の 対称性 を持 つ 最低次の 調和関数は 4次

式

Q
、
一（・

4
励 ＋ ・〃

（1｝

で ある 。 （1，
0）方向 と（1，

1）方向が 同等で は な い こ と を反映 して 、 α ≠2で あ る 。 6回

対称性を もつ 三 角格子で は 、 a ＝ 2 と な っ て 4次部分は円 くな り 、

Q
、

＝ （・
2
＋ ・

2
）
2 （2）

最低次は6次式 に な る 。 8回対称 な ら8次 と言 う とこ ろ だが 、 そ れ は 後 で 述 べ る 準

結 晶 で は 可 能 だ が 、 結 晶格 子 に は な ら な い
。

よ く知 ら れ て い る よ う に 、

Bravais格子 で 許 さ れ る 回転対称性 は2−
，
3−

，
4−

，
6一回対称性 に 限 ら れ る 。 した が っ

て 、 す べ て の 格子点 を完全 に 平等 に と る 限 り、 最低次 は6次以上 の 高次 に は な ら

ない
。

　 さ て こ こ で
、 準結晶2）に つ い て 若干の 説明 を しよ う。 図1が

、
い わ ゆ る2次元

Penrose 格子で ある が
、 局所的な5回対称中心 は 無数に あ る

。 5回対称性 と並進対称

性あ る い は結 晶格 子の 矛盾は よ く知 られ て い る が、 禁止 され て い る 内容 を もう少

し厳密に言 えば 次の よ うに な る
。

「平面全体に対す る 回転対称性 を 問題 に す る 限

り、2−
，
　3−

，
4−

，
6一回対称性以外 の 対称 中心 は せ い ぜ い い ず れ か の

一
つ に 限 ら れ

る 。 」複数存在す る と した とた ん に最短距離 な しに 複製 さ れ 、平面全体 を稠密 に

覆 っ て し ま うこ と に な る 。 Penrose 格子 に お け る5回対 称性 は 、 あ くま で も有限

域 を支配す る5回対称 で あ っ て 、 無限域 を支配 す る中心 は 、 あ っ て も全体の 中心で

あ る た だ 1個 に 限 ら れ る
。

　 Penrose 格子 は 、 巨視的 に み れ ば軸 の 逆方向 も同等 で 、 5 回対称 で は な く 、

10回対称 で ある 。 した が っ て 、前述 の 調和多項式の 最低次 は 10次式で あ る 。 配意

数は 3〜7に 分布 し 、 結晶格子 の よ うな
一

様性 に は欠 け る 。 しか し 、 東西 や 南北 で

は ま っ た く遠回 りしな い の に 、斜め 方向で は近道が な い と言 う京都の よ うな正方

の 条里制に 対 して
、 Penrose格子で は どの 方向で もま っ た くの 直進 は許 さ ない こ

と に よ り、高度の 等方性 を実現 して い る 。

一
様性 も 、 結晶の 場合の よ うな点 ご と

の もの で は な い が 、 巨視的に は 勿論
一
様で ある 。 そ の こ と は 、 「任意 の 部分図形

に対 して 、 そ の さ しわ た し程度 の 距離 に 合同な図形が必 ず 存在す る 。 」 と い う

Conway の 定理 に よ っ て保証 さ れ て い る 。

　 図2の よ うに 正 方形 と（45
°−135°

）の 菱形 を用 い て 、 8回対称 な準結晶 も可能で あ

る
。

こ れ は 8次式的で あ る
。 自己相似性 と密接 に 関係 した 黄金 比が 、 1辺 1の 正 5角

形 の 対角線の 長 さで あ る よ うに 、 ご く
一

般 に正多角形の 対角線間に は 同様 な美 し

い 関係が 存在す る
。 そ して そ れ ぞ れ にPenmse 格 子的 な準結晶構造 が あ りそ うで

ある 。 角度分割 は細 くな る の で 、 あ る 意味で は 等方性が よ くな るが 、 タ イ ル の 種

類が増 え、 非常 に細長い 針状の もの 迄動員 しな くて は な ら な くな る の で 、

一様性
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　は 悪 くなる
。

お そ ら く、 離散空間に お け る
一
様性 と等方性の 共存 と言 う観点か ら

　は 、 5回対称 の Penrose格 子 が理想的 と言 え よ う。
こ の 上で の DLA は 興味 な か ろ

　 うか？　自己相似 な離散空間で 、 自己相似 なDLA パ ー
ン が 現 れ て も 、 感激が 薄い

　 と思 わ れ る か も しれ な い
。 しか し、 Penrose格子の もた らす物理効果 を知 る こ と

　 は 、 現実に存在す る 準結晶 の 性質を導 くと言 う観点か ら も有意義で あ る 。

　　 任意の N に つ い て 正1V角形が 存在す る2次元 に 対 して 、正 多面体が 5種類 しか 存

　在 しな い 3次元 で は若干事情が異 な る 。 前期の 回転対称性の 議論 を球 面上 で 展 開す

　 る と、5回対称軸に つ い て は 、正 12面体の 面中心 、 同 じ こ とだ が正20面体 の 12頂

　点 に 対応 す る 6本の 配置が 可能に な る 。 2次元 で は 、 5回対称性 は 7回対称性 よ り若

　干簡単 なだ け で あ っ た が 、 3次元 で の 5回対称性 の 地 位 は独特 で あ る 。 正12−20 面

　体群 は 120個の 対称操作 を もち、 こ の 数は点群中の 最大 で あ る
。

つ ま り、 120個 以

　上 の 点 を単位球面上 に 配 そ うと思 え ば 、 必 ず均衡 を欠 き、 同等 に 配す る こ とが 不

　可能な の で ある 。 網 目を細か く、 緻密に す れ ば い くら で も連続空間 に接近 しうる

　 と い うわ れ わ れ の 素朴 な期待 は 、 こ の よ うに して 無残に も打 ち砕 か れ る 。

　　 球面上の 点配置 、 あ る い は単位ベ ク トル の 集合 ｛ei，
　i＝ 1

． ．．，iv｝を特徴付け る方法

　 と して 、Nelson ら に よ る bond −orie 謡 ational −order と言 う考 え方が あ る 3）。 球面

　 調和解析 と い っ て もよ い し、多重極展開で もあ る 。 Fourtier分解 に よ る構造解析

　 に球面的な境界条件 を課 した もの と理解 し て も よい
。 適当に 極座標の 軸 を導入 す

　 る と 、 球 面 調 和 関 数Ytm（e ，Φ）が 定 ま る 。 各ei に 対 す る【θ，Φ】を 、

　［ei，Φi］＝　［e（e ‘），Φ〔ei）1とす る 。

ylm（ei）＝ Ylm（ei・tPi） （3》

と して 、
こ の 関数の 値 を、 N 個の 単位 ベ ク トル に つ い て 平均 す る 。

・lm
一 緯・

、。
・

、
・

　 　 　 ‘＝1

（4）

Qlmの m 依存性は 、 量子化 の 軸 と言 うか 極座標 の 軸 の 選 び か た に依存 して い る 。

しか し、 IQIm12を（21＋ 1）個 の m に つ い て 加 え 、 1で 指定 さ れ る部分空間 の 球面調

和成分

Qls［真1％べ （5）

を と れ ば、単位 ベ ク トル の 集合の 座標軸の 選び方 に よ ら ない 特徴を抜 き出 した こ

と に な る 。

　 1＝ O は 配 置に よ らず に　Qo ＝ 　1で あ る
。 ．　球面上 の す べ て の 点 を連続的に選

ん だ場合 の み は す べ て の 1≠ o に 対 して 　Ql＝ O　で あ る 。 2個 の 単位 ベ ク トル か

らな る集合 の 場 合 、 角 の 2等分線 は 単位球 と2点 で 交 わ る こ と に 注意 を要す る
。 平

面上 の 2点の 中点 が
一義的 に 定ま る の に対 して 、球面上で は 、 そ の 地球の 裏側の 点
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も同等の 資格で あ る こ と を主張 して い る こ と で あ る
。 通常の 場合 、

こ れ ら 2点が

まっ た くの 同等で は ない こ とは確 か だ と して も、 北極 と南極 の 2ベ ク トル か らな

る 集合で は 、 赤道上 の 諸点 は 、 互 い に 同等の 立場 で 、 代表権 を主張 す る で あ ろ

う。 正多面体頂点の よ うに対称性の 高い 配置に対 して は 、
ユ ー ク リ ッ ド空間と言

うか、線形空 間で の 常識は 通用 しな い 。

　以上 の こ と と関係 して 、 まず 、 点対称 な配置で は 、 奇数の 1に対 して　Q尸 0

で あ る 。 対称性の よ い 点配置に対 して 低次の Qlは 消え る
。 例 えば 、 正4面体対称

を も っ て 配 置 した 点で は 1＝ 1
，
2に対 して 、 Q尸 0． 立 方対称の 場合は 、 互＝ 2とす

べ て の 奇数次 に対 し て　QtpuO　で あ る 。 正20面体対称 を も っ て配置 した 点の 場

合 に は 、 さ ら に Q4，Qsも消 え る 。 球的な回転群 と、 離散的、 正多面体的 な点群 と

の 関係で 言 えば 、 1＝ 4の 部分空 間は 、 4本 の 3回軸の 存在 と関連 して 、 0 群 ある い

はOh群 の Ag規約表現 を持 つ こ と 、 6本の 5回軸 、 10本の 3回軸 、 15本 の 2回軸を も

つ Ih群は ． 1＝ 6
，
10

，
15 に Ag 規約表現 を持ち 、　Ql≠ 0 と な る

。 　 こ の よ うに
、 3次

元 で は 一
層、 5回対称性 が 重要 な地位 を 閉め て い る

。
な お 、 以 上 に 述 べ た よ う

に 、 球面調和解析に よ る対称性の 判断は
、 Qt≠ 0の 成分相互 間の 大小関係 よ り も 、

ど の 1に対 して 　Qド 0　ある い は それ の 近い か とい う方に あ る と言 え よ う。
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