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研究会報告

　以上 モ デ ル 過程 に お ける A （σ）＝ 1 前後 の 定性的な プ ロ セ ス の 違 い は，発破 に よ っ て 誘発 され

る微 ，j、破壊 （b、，．．、．、8 ）と醗 活動 した微小破壊 （b −”2．29・一 ・2．53 ）1）ま た大膿 （b・ ・v ・ ）

毎に観測 され た 小破壊群 （b 〜 2．06 　一・　2．73 ）
6）

に お け る b 値の ち が い を， ある程度説 明出来 る

もの と思わ れ る 。
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11．　 Sierpinski　 carpet 上 の 物理現象 の ユ ニ バ ー
サ リテ ィ

ー

東工 大 ・理 　 田 口 善 弘

　マ ン デル ブ ロ の 提唱 した フ ラ ク タル の 概念が 「次元」 と い う概念を拡張するで あ ろうとい うこ と は 、

高安秀樹氏の 名著 「フ ラ ク タ ル 」 に も述 べ られ て い る通 りで あ る。本稿 で は 、 決定論 的に作 られ る人

工 的な フ ラ ク タ ル の み に 話 を限 り、こ の 園形 を格子 と 見な して その 格 子上 の 物理現象を考え る 。 そ し

て 、 そ の 物理現象の a ニ バ
ー

サ リテ ィ
ー・クラ ス に よ っ て （必 ずし もフ ラ クタ ル 次元の み に は よ らず

に ） フ ラ ク タ ル 馴 形 を分類す る と い う試み に つ い て 、 筆者の 知 る と こ ろを レ ビ ュ
ー

しよう。

　現在 で は 、 物理現象 の バ ル ク と して フ ラ ク タル を考えた場合 、 フ ラ ク タル 格子 の ramifica

tion 　Rl ）
と 呼 ば れ る 量 が 非常 に 重 要あ る こ と は間違 い な い と思 われ て い る。 R は 、　「フ ラ ク

タ ル 格子 か ら無限 に 大き い ク ラ ス タ
ー

を切 り取 るの に 必要な最小限の 切断 ボ ン ド数」と して定義さ れ

る。Fig ． 1 に B が 有 限 で あ る フ ラ ク タル 格子 の 例を示す。さ て 、 こ こ で 　ち ょ っ と考え てみ れ

ば解る よ うに 、 「無限 に大き い ク ラ ス タ
ー

を切 り取る の に 、 有限個 の ボ ン ドの 切断 しか 必要と しな い

格子 」 と は 我 々 が 良 く知 っ て い る普通 の d 次元格子 の 中で は 、 1次元 の 格子 に の み見られ る特質で あ

る 。 （ど ん な に 長 い 線分 を 切 り取 るの に も 2 ヶ 所を切る必要 しか な い 。 ）この た め、R 　；有限 の フ

ラ ク タル 格子 は、本質的に 1 次元的、 つ ま り、 「毛の 生えた 1 次元系」の 程度で しかな い の ではな い

か と い う予想が生 じて くる。そ して こ の 予想は 、 fバ ル クと しての フ ラ ク タ ル 」を考 えた場合に はか

な り正 しい らしい こ と が、解 っ て きた 。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「拡散 に支配され た凝集 （DLA ）お よ び そ の 周辺 の 問題 」

　具体的 な物理現象 を考 え よ う。 まず、 フ ラ ク タル 格子上 で の 拡 散過程 を考 え る 。 P （X ，の を時刻

t の 場脈 v に於 け る ラ ン ダム ・ウ ォ
ー

カ
ー

の 存在確率と しよ う。t＝o に お い て、

P （x ，0 ）＝δ
x ．o と い う初期条件 の も と に 、 拡 散 を生 じ さ せ た 場合 、 普通 の d 次元格 子 で は

己一
2

一　
ご

　

〜）孟，0（P （1）

と い う挙動 を示す こ と がわか っ て い る。 さて 、 フ ラ ク タ ル 次元啄 の フ ラ ク タ ル 格子上で は ど うな る

か ？

　　　　　　　 一．彑
P （0 ， t）〜 t　2

（2）

な ら ば 、 話は簡単な の だが 、 実際はそうな らずds ≦dfな る ス ベ ク トル 次元 d
．

に よ り

　　　　　　　　　　 ＿室

　　　P （0 ， の 一’t2 〔3）

と な っ て しまう。 この ds に つ い て Hattori2 ｝
らは最近 、 大部分の R　：有限 の格子 に つ い て

d
。
≦2で あ るこ と を示す

一
般的な証明を与えた。 この 事実と 、 （1）式 を比較する とすぐ解る よ うに 、

R 　：有限 の フ ラ ク タル 格子 は 2 次元格子 を越える こ と が出来 な い 格子 で あ る こ とが解ろう。 た と え 、

d
∫
；100 で あ っ て も 、 R　： 有限 で あれば 、 2 次元格子 を越え られ な い の で あ る。 こ れが 、 「毛 の 生

えた
一

次元系」の 意味で あ る 。

　次 に 、 フ ラ ク タ ル 格子の 格子点 の 位置に ス ピ ン を配置 した最近接強磁性相互作用 の n 成分ス ビ ン

系の 臨界現象 を物理現象と して考え てみ よ う。 こ の 物理現象につ い て、 普通の d 次元の 格子 の 場合に

解 っ て い る こ と は ス ピ ン 系の 臨界現象が有限温度で 生 じるた め の 条件 が 、 n ＝1 、
つ ま り Ising

ス ビ ン な ど の
一

成分 ス ピ ン で は 、 d ＞ 1 、
　 n ≧2 、

つ ま り、 XY ス ビ ン な ど の 多成分ス ビ ン で は d ＞

2 で あ る こ と で あ る。さて 、 HalT α s α lei3）に よ る つ ぎの よ うな conjectu が あ る 。 フ ラ

ク タ ル 格子が有限温度で相転移す る条件は 、

　　　　　　 1．　 1成分 ス ビ ン に つ い て はR　： 無限大

　　　　　　2 ．　 多成分ス ピ ン に っ い て は ds＞2

　 1．よ り 、
R 　： 有限の フ ラ ク タ ル 格子上 の

一
成分 ス ピ ン 系は相転移 しな い 。　R 　：有限の 系で は 、

d
。 ≦2で あ るか ら 2 ．よ り、 多成分 ス ピ ン 系も相転移 しな い

。 これ と 、 普通の d 次元格子の場合を比

較す る と R　：有限の フ ラ ク タ ル 格子は 普通の 格子 で い うと高々
一

次元に しか相当しな い こ と に な る 。

こ れ もや は リ、 d
∫

がい くら大き くて も 「実際の 」次元は大きくな っ た こ と に はな らな い と い うこ と

を示 す結果で あ ろ 。 も う
一

つ 注目すべ きこ と は 、 Tas α feiの conjecture に は も は や フ ラ

ク タ ル 次元d
∫

は登場 しな い と い うこ と で あ る 。 フ ラ ク タ ル 次元はあ る意味で は ど うで も良くな っ て

し ま うの で あ る。こ れ が最初に述べ た 「フ ラ ク タ ル 次元に 必 ずし も よ ら な い 分類」の 意味な の で あ る 。

　さて 、 以上の よ うにR 　：有限の 系で フ ラ ク タル 次元d
∫

をい くら大き くして も何も面白くない と い

うこ とが解 っ た と思 う。で は 、 R　： 無限大の 系で は ど うだ ろ うか 。 この 場合は 以 下で述べ る よ うに 、

フ ラ ク タ ル 次元 の 増加に と も な っ て 、 ちゃ ん と 、

一
次元よ り大き い 2 次元、 3 次元に相当する よ うな
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　物理現象が生 じて くる。R 　：無限大 の 格子 の 代表例と して シ ェ ル ビ ン ス キ
ー・カーペ ッ トを考えよ

　 う。 （Fig ． 2 ）こ の よ うな R　：無限大の格子 の 分類を考える場合に重要な量と して conne

　 。 ti 。 ityQ1
）
があ る eQ は、 「・ ラ ク タル 格子か ら 、 ・

d
∫ 個の 格子点よ りな るク ラ ス ター

　切 り出す の に 必 要 な 切断 ボ ン ド数の 最低値 が rQ 」 で あ る よ うな量で ある。すぐ解 るよ うに 、　R　；有

　限の フ ラ ク タル 格子 で は 、 Q ＝ 0 とな る。さ て、我 々 は 、　R　：無限大 の フ ラ ク タ ル 格子 として シ ＝

　 ル ピ ン ス キ
ー・カ

ーペ ッ トしか考え な い 代 わ りに、シ ェ ル ビ ン ス キ
ー ・カーベ ッ トを

一般化してい ろ

　い ろなdf やQ の 値が取れ る よ うに しよ う。そ の た め に次 の よ うに す る 。　bxb 個の 小正方形よ りな

　 る正方形か ら、 lx 墹 の 小正方形 を 切 り取る こ と に よ りシ ェ ル ビ ン ス キ
ー・カーペ ッ トを作 るの で

　 あ る 。 （Fig ．3 ）　 Fig ．2 は b・−3，1＝ 1 の 場合 に 当た る 。 こ うす る と b や 1 をかえ るこ

　 と に よ り 、

・
、

−

1・ （

气話
z血 　 　 ・…

Q一底
鋩 〈4b ）

な る好き な df，Q の値 を持 つ シ ェ ル ピ ン ス キ
ー ・カーペ

ッ トを作る こ と が出来 る。 しか も 、 Fig ．

3 に あ る よ うに d
∫

． Q は同 じで あるが 、 「違 う形 」を持 っ た様々 な シ ェ ル ビ ン ス キ
ー ・カ

ーペ ッ トを

作 る こ と が出来る の で 、 物理現象 の ユ ニ バ ー
サ リテ i 一

に 効 い て くるの が ど の 様なパ ラ メ
ー

タ
ー

で あ

る の か を知 る こ と が出来 る 。

　先ずは 、
ス ピ ン 系の 臨界現象 を考えよう。 Isin9 モ デル や Pot し s モ デ ル と い う

一
成分ス ピ

ン に対す る計鋒は い ろ い ろあ
1
っ て 、 すべ て Migdal 近似

4）
に よ る計算で あ る 。 それ らの 結果 に よ

り解 っ た こ と は
5 ，

、
ス ピ ン 系の 臨界現象はdf，　Q 及び 、 カ

ーベ ッ トの
一様性を記述するパ ラ メ

ー
タ
ー

L の 3 つ が 同じな ら同 じユ ニ バ
ー

サ リテ ィ
ー ・クラ ス に属す るとい うこ とで あ る 。 普通の d 次元格

子 の 場合の 、 次元 d さ え 同 じな ら同 じユ ニ バ ー
サ リテ ィ

ー・クラ ス・に属し て し ま うと い う結 果 と は 対

称的で あ る 。 更に 、 拡散過程に つ い て の 計箕 もMigda1 近似で な さ れたが，
4 ）’6 ）

こ の 場合 の ユ

ニ バ ーサ リテ ィ
ー・ク ラ ス （同 じds を持 つ と い うこ と ）は d

∫
と Q の み に よ っ て 決 ま る こ と が解 っ

た。次元が同 じなら、 同 じ ユ ニ バ
ー

サ 1丿テ ィ
ー ・ ク ラ ス に属す る 、 普通 の d 次元格子 の 場合と は や は

り異な る の で ある 。 R　；無限大の フ ラ クタル 格子 で はR　： 有限の フ ラ ク タ ル 格子 の 場合 と 異な り 、

d
，
が 噫 味の ある量」とな る・しか し ・ その 果た vva

’
geは ・ 韻 の 畝 瀦 子 の 場合 と は微妙に 異

な っ て くる の で ある。

　以上の よ うに 、 フ ラ クタル 格子 を物理現象 の パ ル クと と ら えて分類 しよ うと す る と、普通 の d 次元

格子 で 「次元 d 」が果たす役割 を必ず しも フ ラ クタル 次元df が果たすと は限 らな い こ と が 解 っ た と

思う。 こ こ で扱 っ

．
た の は 、 ス ビ ン 系の 臨界現象 と拡散過程だけ で あ っ たが 、 その 他に も い ろ い ろ な物

理現象が考え ら れ る 。 そ れ ら全 て に つ 、・ て 、 ユ ニ バ ー
サ リテ il　一を考え る と い う こ と は 物理学の 発展

に取 っ て 決 して無意味で は あ るまい 。 フ ラ ク タ ル は元 々 「自然」 を記述するため に 考え出され た概念

なの だか ら。
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Fig ．2
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．
Fig ．2R ：無限大 の フ ラ ク タ ル 格子，

Sierpinski　 carpet
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〔b｝
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． 蠱

’
（c｝

Fig 。1　 R ：有限 の フ ラ ク タ ル 格子 の 例
〔a ｝ Koch 　 curve

（b｝枝分 か れ Koch 　 curve

　〔c ）　 Sierpinski　 Gasket

　 ta］

鞴
Cb｝

驪
Fig ・3

　　　　　　　　 ｛d｝　　回　　　　　　　　　　　　　　　（e ｝

齷 羈 講
｛f｝

〔h ）

糶

〔9｝

鸚
｛i）

糶
Fig．3 一般化 された　 Sierpinski　Carpet
　　　〔a ＞，｛b）：　b ； 7，　 e ＝ 3
　　　〔c ｝，｛d〕，｛e ｝：　b ＝ 9，　4＝ 3
　　　（f）， ｛9〕， ｛h｝， 〔i）：　b＝11，　e；6

ユ ニ バ ー
サ リ テ ィ

ー ・
クラ ス 　　　 、

　　　拡散過程 ； （a ，b），（c ，d ，e ），（f ，g ，h ，i）
　　　臨界現象　；　（a ），（b），（c ），（d，e ），（f，g）
　　　　　　　　　　（h ， i）
　　　 （括弧で 囲わ れ た もの ど う し が，同 じ ユ ニ

　　　　 バ ー
サ リテ ィ

ー ・ク ラ ス に 属す る 。）
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