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光 通 信 理 論 の 数 学 的 基 礎

一
非可換系 の エ ン ト ロ ピ ー

論 と光通信過程 一

　　　　　　 東京理科大学　大矢雅則

甑

　通信理論 は ， 1948年頃の Shannon ［22］ の研究 に 端を発 し ， その 後 Kolmogorov

［toコ等 に よ り測度 論的 に 定式化 さ れ ， 数学的体系 として完成され て い る ，こ の 通信

理論は ， 通信の 対象 とな る力学系が 可換な構造を も つ もの で 可換力学系の 通信理論で

あ る ，　 と こ ろで ， 今日非常に注 目を集 め て い る レ ーザ ーは ， 非可 換な構造 を も つ 量

子力学 をベ ー ス と して い る の で レ ーザ ー
等 の 光を 入力源 とす る光通信は ， 可換 な 通信

理論 で は完全 に記 述す るこ とはで きな い ，　 従 っ て ， 数理的興味と同様 に ， 今 まで の

可換力学系の 通信理 論に代わ っ て ， 新 た な理論 （量子通信理 論）の 構成が必要 とな っ

て きた．　 非可換力学素に お け る通信理論 を数学 的 に 厳密 に構成 しよ う とす る試み は

すで に 様 々な 入 々 に よ っ て種 々な観点 か ら研究 され て い る ．　 その ひ とつ の 課題が エ

ン Fロ ビ ー理論の 数学的定式化で あ る ．　 この 小論文は ， 今 日まで に得 られ て い る結

果の
一

部を報告す る こ とに あ る ．　 特に ， （1）可 換系の エ ン トロ ピー理論 との 比較で

非可換系の エ ン トロ ピー理論 を復習 し， （2＞光通信過程の 数学的定式化を考え ， そ れ

に よ っ て 通信過程 の 効率を厳密に 論ず る．

　な お ， 様々な物理的対象を含む理論を作 るため に は作用素代数論の テ ク ニ ッ クが 必

要 とな るの で ，
こ こ での エ ン トロ ピ ー理論は作用素代数の 枠組の 中で 論ず るこ とに す

る ，　 Hilbert 空 間上 の 通常 の エ ン トロ ピ ー理論 に 関 して は文献 ［28，32］を 参照 し

て ほ しい ．

　量子力学系 に お け る確 率 の 概念 は ， 古典力学系 に お け るそ れ とは異な り ， 力学 系の

存在の 仕方そ れ 自体 と係 わ っ て お り，け っ して人間 の 無知 さ ，測定 の 不確定 さ の み に

依存 して い る もの で ない ，こ こ で は ， 量子系の 力学 を論ず るため の 基礎 とな る量子系

の 確率論の 数学的定式化に つ い て 考えて み る ．　 以下 ，
こ の 量子系の 確率論を非可換

確率論 と呼び ， 通常の 確率 論を可換確率論 と呼ぶ ．　 非可換確率論は ， von 　Neumann

の 量子力学の 厳密 な定式化 ， Segalの 非可換積分 論 ，
　 Dixmier の トレ ース の 理 論 ，

Umegakiの 条件付期待値 の 理論 に端 を発 し ， 二 重可換子 に 関す る Tomita の 独 創的な

仕事と Haag，
　Hugenholt2，　Winninkの KMS 条件を ベ ース と して 様々な 方向へ 発展

して きて い る ［29］ ．

　そ の ひ とつ が ， C ＊

代数に よ る非可 換力学系の定式 化で ある
’
．　 こ の C ’

代 数に よ
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「進化 の 力学へ の 場の 理 論的ア ブ ・ 一チ 」

る物理系の 記述 は相転移や 場の 相互作用を厳密 に考察 する際 の 必要性 か ら生 じたもの

で あ るが ， こ こで物 理系の C ’

代数 に よる記述の 長所 と欠点 に つ い て考 えて おこ う，

よい理論 （よい数学 的記述〉 と は ．（1）単純で わ か りやす い こ と ， （2）少 な い 原理に

よ り多 くの こ とを説 明で き る こ と ， （3）そ の原理 が人 間の 認識 の 根底 に 係わ っ て い る

こ と ， を み た す理論 でな けれ ば な らな い ，　 例えば ，Newton 力学 は基本 的に 慣性 の

法則 ， 力と加速度 の 法則 ， 作用反作用の 法則と い うご く簡単 な法則に帰着され ， そ れ

らに よ り惑星 の 運動な どの 複雑な 現象 まで 説明で きた の で あ り ， さ らに こ の 理 論 は現

在で は相対論 ， 量子論に 多 くの 点 で 凌駕 されて はい るが ， その 当時 は力 の ， 運動の ，

物質の ， 時空の ， 宇宙の認 識に 大 きな糧 を人類 に 提供 した もの で あ っ た ．　 さ て C ’

代数の 量 子系の 記述に話を も どす が ， C ＊

代数 に よ る記述 は Newtonの 理論や相対論

の 偉大 さ ， Heisenberg の 行列 力学 ，
　 Schrodinger の 波動力学 の 画期性等 とは もと よ

り比す べ き もの で はない が ， von 　 Neumann の 意志に 沿 っ て 童子系を記述す る上 で の 整

合性はか な りあるもの と思われ る ［17，
21］．　 そ の 長所は ：

（Ml）物理量を C 率

代数 凶 の 元 の うちの 自己共役な もの とみ な せ
， 状態 は 凶 上の

ノル ム が 1 の 正値線形汎函数 と考 え るこ とがで き ， 単純で あ る。 （数学 と して複雑な

とこ ろは ほ とん ど枝葉的な とこ ろで あ るか ら全 く気 に す る必要 はな い ，）

（M2）可換系 （測度論的に記述 さ れ る系） も ，
　 C ’

代数の 方法で そ の 主 た る部分が議

論で き ， 都合が よい ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
一

（M3＞ほ とん どの 物理系 は ，
　 Fock 空間で は記述で きな くて も C ＊

代数の 方法で は記

述可能で あ る．　 （こ の こ とが C “

代数に よる記述の 存在理 由の ひ とつ に な っ て い る

の で あ る ．）

　 こ の よ うな 長所 が ある に も か か わ らず ， 次の よ うな不 満 （欠点 ）も あ る ．　 （Dl＞

一
般 的な物理理論 の 話はで きて も特殊な物理体系 を記述 す る手段を供給 して い な い ，

従 っ て 定量的結果 を得る こ と は ほ とん どで きな い ．　   2）技術的問題 と して ， 非有

界な 物理量 を直接取 り扱う こ とが で き な い ．　 （D3）作用素 代数の 数学的結果に 物理

法則の 原理 に な る だ けの もの が な い ，　 （D4）無限 自由度を問題 に しなければ不必要

で あ る ，

　以上あげた欠点 はよ く聞か れ るこ とで あるが ， （Dl）は全 く正 しい意見で あ り ， 他

の現 代 （抽象）数学同様 ，様 々な 力学系の 詳細を記述す る に は現在の 作用素代数の 方

法 は不十分 であ る ．　   2）ほ本 質的なこ とで はな い ．　 非有界 とい うこ と自体あ る

意味で ， 物理量 の 数学的抽象で あ り ，そ れ な しで す ませ られ れば ， それ はそ れで よい

もの だ か らで ある ．　 しか も ，非有界作用素も作用素代 数の 範疇で間接的に は扱うこ

一
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　　と も可能で あ るか ら ，   2） はた い した 問題で はな い ．　 （D3），   4）は全 くも っ と も

　　なこ とで ， 従 っ て C ’

代数の 方 法は早 晩 こ れ を包 み
， より透徹性 をも ち ，か つ 人 間

　　の 認識過程に直接関与す る記述方法 に 置 き換え られ るで あ ろう．　 なお （D4）に 関し

　　て言 えぱ ， たしか に 有限 自由度 の 系で 物理理論 を構成で きれ ば ， それに 越 したこ とは

　　な いが ， 今の とこ ろ有限 自由度系 の み 考えたの で はほとん どの 物理現象 は説明で き

　　ず ， 又あ る場合 は物理理論が か え っ て難解な もの に な っ て しま い役 に立 たな くな っ て

　　しま うの で あ る ．　 現実が 非線形 で あ る か らと い っ て ， 非線形を仮定 して 自明な こ と

　 以外 ほ とん どな に も説明で きな い数学 よ りは ， 線形 とい う近似 （あ るい は ， あ る程度

　 厳密性を犠牲 に した理論）の 下 で も多 くの 事 を認識で きる方 が勝るの で あ り ， こ れ と

　 同 じ意味で ，無 限自由度 と い う仮定 も今の とこ ろ我々 の 認識 に は有限自由度と い う事

　 実よ りも有用な の で あ る・拒

　　 以 上の よ うに C ’

代数に よる物理系 の 記述は多 くの 欠点を有 して い る が ， そ の 単

　 純さ と汎用さの ため ， 物理理論の 数学的枠組を作る上で の 便利さは今の と こ ろか な り

　 大きい と思わ れるの で ， こ こ で も C ’

代数 に よる記 述を使 っ て ， まず非 可換系の エ

　　ン トロ ピー理論 を考 えて み よう．

　 　 ．　　　　　
愚

　　　工
、

　　口 　
s ．一

　量子 系の エ ン トロ ピーの 定式 1ヒは 1930年頃 von 　 Neumann　［30］に よ っ て 始め られ

たが ， 彼の 仕事は前節の Shannon 等の 仕事 ［11，22 ，27］に約 20年も先立 つ もの で あ っ

た ，　 現在 で は ， こ の von 　 Neumann の エ ン トロ ピーが物理学に お い て有用な役割を

果た しで い るこ と は周知 の こ とで あ る ，　 彼の エ ン トロ ピー （以下 v ．N．エ ン トロ ピ

ーと い う）は密度作用素 ρ で 表 され る状態 に 対 して次 の よ うに定義 され て い る，

光 を可分 な Hiibert 空間 ，
　 B （認） を 1紀 上 の 有界線形作用素 の 全 体 ，

　 T （記）を

謁 上の トレー
ス ク ラ ス作用素の 全 体 と し， T （詑〉， ，i を集合 ｛ρ eT （託）； ρ ≧ 0 ，

trp ＝ 1 ｝ とす る， こ の T （凋）＋ ，± の 元 が密度作用素 で あ る ．　 さ らに
，
　 B （詔）

上の 正規状態 φ は あ る p ∈ T （託〉、 ，t を使 っ て φ（・）＝ trp ・
’
と表 せ るこ とが

わか っ て い るの で ， 以下 ρ そ の もの を状態 とよぶ こ とに す る ．　 任意の 状態 ρ の

v 。N．エ ン トロ ピ ーは

　　　　　　　　　　　 S （ρ ） ＝ − trρ log ρ 　　　　　　　　　　　　　　（2．1）

で 与えられ る．　 Uraegaki［26］は 1962年頃 ， 量子系の 相対エ ン トロ ピ
’一 を σ

・有限

か つ 半有限な von 　Neumann 代数上 の 2 つ の状態に 関 して 定式化 したが ， こ れ を v ．N．

エ ン トロ ピー同様 ，
2 つ の 密度作用 素 ρ と σ で表され る状態に 関して書 き表わ す
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と

　　　　　　　　　　 S （，っ 1 σ ） ＝ trρ （10gρ 　一 logσ ）、　　　　　　　 （2。2）

とな る．　 こ の Umegak　i の 相対エ ン トロ ピーを Araki ［1 ，2］は一
般 の von 　 Neuruann

代数上の 状態の それ に拡 張 し ，UhImann ［25コは更 に ＊
一
代 数上 の 正値 線形汎函数に

関するそれに拡張した ．　 この よ うな量子系の エ ン トロ ピー論の 歴史を ふ まえた上で ，

以下エ ン トロ ピー理論の 最近 の 流 れ の 申 で私の 研究グル
ープが扱 っ て きた こ とを中心

として 述べ て い きた い ．

　今 ， 2 つ の ひ 力学 系を （凶 ， G ， α （R ）） ， 〈凶 ，
　 G ， α （R ）） とす る ；　 すな

わち ， 凶 ， 凶 は単位元 を含む C ’

代数 ， G ，
　 G は 各 々 凶 ， 凶 上の 状態の全体 ，

α （R ）， α （R ）は各 々 rd1凶 上の 強連続な 自己同 型群 とす る．　 以下 ，　Shannon

の 考えに 沿 っ て ， この よ うに 上記の 2 つ の 力学系を考 え る こ と にす る ．　 とい うの は ，

ほ と ん どの 物理系に お い て ， その 力学 的変化 を論 じる場合 は ，ひ と つ の 力学系 に おい

て状態の 変化を考え れば十分で あ るが ， 情報理論と物理学を 同時に 包含す る理論を作

るtaめ に は 2 つ の 力学系 を設定 して始め る方が都合 が よい か らであ る ．

　こ の 2 つ の 力学系間の 状態変化 とそれ に付随す るエ ン トロ ピ ー論に 関 して 我々が調

べ た い こ とは次の よ うな 問題で あ る ．

（1）状態の 変化を記述す る力学的な変化 （この 変換を チ ャ ン ネル とよぶ ）の 諸性質

（エ ル ゴ ー ド特性等）を調 べ る こ と ．

（2）連続 系も含み ， また非平衡系の 解析 に も役立 つ ように C ＊

力学系 に おけ る状態

の エ ン トロ ビ・・一　ig定式化 し ， その 性質を調 べ る こ と ，

（3）今 ， ある状態 φ が 他の 状態 φ に 変化 したとき ， φ と φ の 相 関を表す ， 所

謂合成状態 を構成 す るこ と，

（4） φ の 情報量の どれ ほ どが φ へ 誤 りな く伝 えられた か を表 す相互 エ ン トロ ピー

を定式化 す るこ と，

（5） レ ーザ ー通信な どの 数学 的基礎 と な る量子情報理論 を構築 す る こ と ，（例 えば ，

光通信過程の 数学的定式化 な ど）

（6）非 可 逆過程の 散逸性 を エ ン トロ ピーの 立場 か ら取 り扱 うこ と．

（7）様 々な相転移現象をエ ン F ロ ピー を用い て統一的に扱う こ と，

　以上 の 問題の うち （2），（3）， （4）はか な り具体的で ，か つ 今 まで の エ ン トロ ピー論

の 流れ の 中に あ る問題で あ り．従 っ て これ か ら説明す るように かな り定式化が進んで

い るが ， （1），（5）， （6）， （7）は幅の 広 い 問題で まだその 端緒に付い たはか りで あ る ．

　な お ， 以下の 議論に使わ、れ て い る数学的用語に不案内 な読者 は文 献 匸23，
24

，
29

，
31］

一163一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

研究会報告

　 　を参照 して ほ しい ．

N n 工
’

　 口
s − 　 C 札 　

愚

　 工
’
　 口

’一

前述した エ ン トロ ピー S （ρ ）の 主要 な性質 を まず記 して お こ う［28］ ．

一 一

（1）正値性 ：　 S （ρ ） ≧ O ．

（2）凹 性 ： 　ρ ，σ ∈ T （凋）， ，⊥ ⇒ S （λ ρ ＋ （1 一 λ）σ ）≧ λS （ρ ）＋ （1 一
λ）

S （σ ） ，

（3）不変性 ：　 ρ
→ ρ

’

で ｛ρ の 固有値 ｝U ｛0 ｝ ＝ ｛ρ
’

の 固有値｝U ｛0 ｝ ⇒

S （ρ〉 ＝ S （ρ
’

）．

（4）下半連続性 ：　 llρ 。

一
ρ 11、 → 　 0　⇒ S （ρ ）≦ lim　 inf　 S （p 。） ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n→ ◎◎

（5）加法性 ：　 S （ρ ±  p2 ） ＝ S （ρ ±）＋ S （ρ 2） ．

（6）劣加法性 ：　 S （σ ）≦ S （σ 1 ）＋ S （σ 2 ）．

（注）〈5＞， （6）で ρ k 、 uk ∈ T （調 k）† ，±（k＝ 1，
2）， σ ∈ T （1紀 i   1妃2 ）＋ ，i ，

σ k ＝

七r 　 σ （k，jニ L2 ，　k≠ j）で あ る ．
　調 」

　と こ ろで ， Hilbert空間 調 を ま ず始め に与え て お くこ と に よ り定め られ たエ ン ト

ロ ピ ー S （ρ ）を用 い ， 相転移等 を論ず ると不都合な こ とが あ るの で ， C ’

系の 状態

φ の エ ン トロ ピ ーを考 えて お く必要 が あ る．　 そ こ で ， （凶 ， （y ， α （R ））を C ＊ 一
力

学系 とし ， £ を弱 ＊ コ ン パ ク トな ＆ の 凸部分集合 と す る （こ れ らの 数学的条 件

は け して 強 い もの で はな く ， 物理 的に も自然 なもの で ある），　 こ の £ として 重要

な もの は ， （1）£ ＝ G ， （2） £ ＝ 1（α 〉（α
一不変状態の 全体）， （3）£ ＝ K　 （α ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β

（あ る定 数 β（温度 の逆数 ）で α に 関す るKMS （平衡 ）状態の全体 ）な どが あ る

［6 ，29］．

　 φ ∈ B に対 して ， ex £ （k の 端点の 集合） を準 台 と して もつ £ 上の 正則 な極大

Bore　1 測度 μ が存在 して ，

　　　　　　　　　　　　　　・ ・ ∫£
・ ・ μ

と端点分解で きる ．　 こ の 分解測度 μ は ，

一
殷に

一
意で はな い の で ， その 集合を
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M φ （込〉とす る ．　 今 ，

　　DPt（鮎） ≡ ｛μ eM φ （£ ）；ヨ ｛μ 爵 ⊂ R ÷

， ヨ ｛φ尋 ⊂ ex £ ， Σk μ k ＝ 1
，

　　　　　　　　 μ
＝ Σμ k δ（φk）｝

　　H （μ ） …≡
一

Σ k μ kiog μ k 　 （∀ μ ∈ D φ （込））

とお くと き ， 嬉 に 関す る状態 φ ∈ B の エ ン トロ ピー S　 （φ） を

・
A

・φ・ ・

｛ご
｛H

：∵∴
（

1：
｝

　 　
（3・1）

で 定め る ［13］．　 こ の 定義で D φ （£ ） ＝ β の と き ， S　 （φ）≡ oe と したの は

φ が非可算個の 純粋状態が 混 り合 っ た もの で あれ ば 。φ の £ に お け る混 り具合 ，

すなわ ち ， £ に お け る不確定 さは 当然 。。 とみ な せ るか らで あ る ．　 ざ らに ， 我々の

エ ン トロ ピーは £ に依存して い る こ と ， す なわ ち ，

い
　　 5t 　 冫　 霜 　　　 ・

th ’
麟 　　〉に 　　　　 ・　 こ　が 重要で ある ．　 例え ば ， φ∈ K （α ）に対 し

　　　K （α）　　　　 1（α ）　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　G
　　　　　　　　　　　　　（φ）， S　　　　　　　　　　　　　　　　　　（φ）は一般に全 て異な るの で あ る，て ， S 　 　 （φ〉，

　 S

　こ う して導入 され た ぴ 力学系の 状態 φ ∈ B の エ ン トロ ピーは ， v ，N． エ ン トロ

ピー と同様 ， （1）正 値性 ， （2）ゲージ不変性 ， （3＞凹性 　な どの基本 的性質 を有する

が ，さ らに 次の 性質 も持 っ て い る ［13，18］．

　≦凱 L≧ 　φ（’ ） ＝ trp ・ 　の と き ，
　 S 　（φ） ＝

＿trρ log ρ ．

．≦齟 ≧ 　下半連続性 ： ｛Ol　n ｝ CK 　 （α 〉で ，
　 llφ 。

一
φ ll→ 0 の と き

　K （α ）
S　 　 （φ）≦

　　β
　　　　 K （α ）
iminfS 　 　（φ n）

　上の く 定理 3 ．2 ＞ よ り ， エ ン トロ ピー S　 （φ）は v ．N，エ ン トロ ピーの 拡張に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 込
な っ て い るこ とが わか る．　 又 く定理 3 ．3 ＞ が

一
般の £ ， すなわち S　（φ） に対

して 成立す るか ど うか は まだ完全 に はわか っ て い な い ．

　この よ うに S　 （φ）は v ．N．エ ン トロ ピー と同様な 性質も有して い るが ，
　 von

Neurnannエ ン トロ ピ ー
と異な り ， 相転移 が起 る系に対 して も使うこ とが で き るも の で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 A
あ る，　 例えば ， φ が あ るゲ ージに 対 して 非平衡 な状態 で あ るとすれ ば ， S 　（φ）

は平衡状態の エ ン トロ ピー と は異な る特質をも つ と思わ れ る ，
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s w

　　　あ る物理系の 状態の 変化を記述す るか な り
一

般的な 変換 を謎 と よぶ 匸5，

　　12］，　 こ の 量子 系の チ ャ ン ネル A ＊

は次の （i），（ii） を満たす ＆ か ら G へ の

　　写像 として定義 され て い る ： （i） A ＊
の 共役写像 A ：凶 → 凶 が完全正写像

　 　 　 　 　 n

　　 （i．e ．Σ　 B 广 A （Ai ， AJ ）Bj ≧ Ofor ∀ n ∈ N ， ∀ A ，∈菟 ， ∀ B 」
ε 凶）

　 　　 　　 i，」ニ 1

　　（ii）凶 ， 凶 が　 von 　Neumann代数の と き A は正規写像．

　 　 チ ャ ン ネル の 例 と して ， 物理系で は次の ような もの が よ く現 れ る．

　　 （例 1 ）　 ユ ニ 　 1 − ・・　　： 凶 ＝ 凶 ＝ B （託）， G5＝ G ＝ T （託 ）＋，t ！
Ut ＝ eitH （七

　　∈ R ， H は系の Hamiltonian）の と き，状態 ρ の 時間 発展

　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 八  ρ
＝ u − t ρ Ut ．

　　 （例 2 ）　 量王観洫 ： （例 1 ）と同 じ 凶 ， G に 対 して ， コ ン パ ク ト作用素 Q の ス

　　ベ ク トル 分解 を Σ 。 q ， Q 。 とす る ．　 こ の と き ，
　 Q を観測 した後で の ρ の 変化

　　　　　　　　　　　　　　 A ’

ρ
＝ Σ nQn ρ Q 。 ．

　　 （例 3 ）　 カー 時間齷 ： （例 1 ）と同 じ 凶 ， G と力学的半群 ｛V ， ；

　　 t ∈ R ＋

｝に対 して ，

　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 A ♂ ρ ＝ Vt ＊

ρ Vt ，

　　 （例4 ）　 闥放垂 ： あ る観 測の 対象 とな る系 Σ エ が Hilbert 空間 罠 で 記述され

　　る外界 Σ 2 と相互作用 して い た とし ，そ れ らの 初期 状態が 各々 ρ ， θ で あ っ た とす

　　る と ， Σ 亠 と Σ 2 の 時刻 t で の 結合状態 φ t は ， φ t ＝ U　t
＊
（ρ   θ ）U ， とな

　 　る．　 こ こ で ， U ，
＝ exp （itH ） で H は Σ ， と Σ 2 の 合成系の全ハ ミル トニ ア

　　ン で あ る ，　 こ の と き ， 興味 あ る系 Σ 、 の 状態 ρ の 変化は ρ → 八 ρ ＝ tr2φ t で

　　与 えられ る．　 なお ，
” tr2”

は合成系 Σ t   Σ a （託   託 ）に お い て 外界 Σ 2（况） に

　　関 して の み トレ ース を取 っ て しま う こ と （reduc 七ion）を示 して い る ．

エ ン トロ ピ ー増大 に関 して は次が 証明で き る ［20］ ．

≦齟 ≧ 　チ ャ ン ネル 八
’

が trA ＊

ρ
＝ trρ ， ∀ ρ ∈ G を満た す と き ，

　　　　　　　　　　　　 S （ρ ）≦ 　S （A ＊

ρ ）．

　 A ＊

を （葺 か ら G へ の チ ャ ン ネル とす る ，

　 　 　 　 　 　 　 　 def
（DA 亭

が定常的 ⇔ A 。 α t ＝ α t ・ A （∀ t ∈ R ） ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 def
（2）A 亭

が エ ル ゴ ー ド的 ⇔ A ＊

が定常的で A ＊

（exl （α ））⊂ exl （α ）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 166−
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 def
（3） A づ KMS

詰〉 ！〉 碇 常 的で ！v （K （ω ）⊂ K （α）・

（4）A ＊

が 確定的 ⇔ A “

が 1対 1で 純粋的 （i．e．， A 冷

：Gpure → Gp ．ユ， e ）

　　　　　　　　　　　か つ 直交的 （i．e．， φ⊥ ψ ⇒ A 冲

φ⊥ 八
＊

ψ），
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 def
（5） A ＊

が無秩序的 ⇔ A 彫

φ 陶 V ψ （∀ φ s ψ ∈ e．x
’G ＞ ．

　 この 定義に あ るエ ル ゴ ー ド型 の チ や ン ネル の 特徴付及び その 力学的性質の 研究は興

味の あ る問題で は あ るが ，まだ そ れ ほど進んで い な い ． と くに
，A ，

に よる変換の 下

で S　（φ） が不変 に な るの は どうい う場合か ．す蹴わ ち ， エ ン トロ ピーが盥

変重 に な る と き とチ ャ ン ネル の エ ル ゴ ー ド特性 との 関連 を 調べ るこ とは かな り興 味あ

る問題 で あ る ，

　 t ．　　　 ・ 工
、
　　口 　

Pv −

　 2 つ の 状態 φ， ψ に 関する相対エ ン トロ ピー S （ψ 1φ）は前述 したように

Umegaki ［26］に よ っ て導入され ，
　 Araki ［1 ，2］　 ，

　 Uhlmann 匸25］， Donald［4］に よ っ

て
一
般化され た量で あるが ，

こ の 量 は ， 2 つ の 状態 ψ と φ の
一種の

”

離れ 具合
”

を表す量とな っ て い て ， その 意味で ψ と φ の 違い を論ずる上で有用なもの で あ る．

こ こ では　 Araki に よ る定義 を紹介 して お こ う ，

　任意の A ∈ 次 に 対して ，
ベ ク トル x ， y を用 い て ， φ（A ）＝ ＜ x ，Ax ＞

，

ψ（A ）＝ ＜ yAy ＞ と表 され て い る von 　 Neurnann代数 訳 上の あ る正規状態 φ

と ψ に 対 して （x ， y が ヱ の 正錐 ［27］に 属 して い る とき ）， 作用素 S ，．，　y を

　　　　　　　　　　次
’

定義域 〜ffy十 （1 − S　　　　　　　　　　　（y ））罠 上 に 次の ように 定め る ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　次
’

　　　　S　x，y（Ay 十 z ） ＝ s 　（y ）A
＊

x 　 （A ∈ 1π） ，　 s　（y ）2 ； 0．

　　　　　M ’

こ こ で ， s　 （y ）は M に属す るベ ク トル y の 台 ， 更 は 次 が作用 して い る

Hitbert 空間で あ る ．　 こ の 作用素 Sx ，v に よ っ て ， 相対モ ジ ュ ラー作用素 △ 。 ，y

が ， △ x ，y
＝ （Sx ，y）

“ S ． ，y で定め られ ，
こ れ を使 っ て 相対エ ン トロ ピー S （ψ 1

φ）は次の よ うに 与えられ て い る 匸1，
2］，

・・i… φ・ ・ ｛；£
y ’（1

翻 1
＞ （ψ巛 φ）

（5．1）
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特に ， 〜ff＝ B （調〉で φ ， ψ が φ（A ）＝ tr σ A ， ψ（A ）＝ trpA で あ る密 度作 用素

σ ， p に よ っ て 与え られ る とき ，
こ の Araki の 相対 エ ン トロ ピーは Umegaki の 相対

エ ン トロ ピー

　　　　　　　　　　　S （ψ 1 φ） ＝ trρ （10gρ
一 logσ ）

に一致す る ．　 更 に
， φ と ψ bscny一力学系の 状態で あ るときの 相対工 ン トロ ピー

は ， Uhlmannに よ っ て 定式化され て い るが ， こ の 相対エ ン トロ ピー S （ψ 1 φ）は ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 JV　 　 　 　N

Arakiの 相対 エ ン トロ ピー S （ψ 1φ）に一致す る こ とが わ か る ［8］，　 た だ し ，

　　 　 　 　 　 　 　　

φ と ψ は ＞on 　Neurnann代数 π 　　 （凶）
”

上 へ の φ と ψ の 拡張で あ る

　　　　　　　　　　　　　　　 φ＋ ψ

（π　　　 は 凶 の GNS 表現）．　 こ の 相対エ ン トロ ピ ーは古典系の そ れ と同様
　 　 φ＋ ψ

な性質を 有 して い る ．　 例えば ， 任意の 2 つ の 状態 φ， ψ と状態の 列 ｛φ 。 ｝ ，

｛ψ 。 ｝に 対して ，次の 定理が 成立す る．

一 一

（1）正値性 ：　 S （ψ 1φ）≧ 0 ．

（2 ）同時凸性 ：　 S （λψ‡ ＋（1 一
λ）ψ21 λ φ ±＋ （1 一λ〉φe ）≦ λ S （OP± 1 φt）

＋（1 一 λ）S （ψ21 φ2 ）．

（3 ）下半連続性 ：　 1im　Ilψ ，
一

ψ II＝ o ， 1im　 llφ。
一

φll＝ o で あ れ ば ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 n→ ◎G 　　　　　　　　　　　　　n→ ◎ G

　　　　　　　　　 S （ψ 1 φ） ≦ 　Iim　 inf　 S （ψ n1 φ n ＞．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n→ o◎

（4 ）加法性 ：　 S （ψ ⊥  ψ 21 φ，   ｛b，） ＝ S （ψ 11 φ i）＋ S （th−　21 φ2 ）．

（5 ）チ ャ ン ネル A 寧

に対 して ．

　　　　　　　　S （A 寧

ψ iN φ）≦ S （ψ 1 φ） ．

　こ こで は詳 し く論ず る こ と はで きな いが ，
こ の 相対エ ン トロ ピーは非可換系の 十分

性の 概念 と結び 付 き ， 平衡状態や定常状態 の 特徴付 け に も役立 っ て い るの で ある ．

　 。　 A 　
’
　 　 　 工

’
　 口 一゚

量子系に お い て ， 状態 φ∈ £ （CG ）がチ ャ ン ネル A ＊

に よ っ て ， 状態 φ ＝

A ＊

φ ∈ G に 変化 した とき ， 一 一

冫⊥ 旦 旦二 を定式化 す るに は ， 古典 系 と同様 ， φ と φ の 相関を表 す合成状態をま

ず定 め な ければな らな い ．
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　　　　　　φ ∈ 遮 と ， その 端点分解の 測度 μ ∈ M φ （琵）に 対して ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　・1・ ∫，
・ ・ 一 μ 　 　 ・…

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　  

　　　　　 とおき ，
これ を £ と μ に 関す る φ と A 耶

φ の 相関 を表す 合成状態 とよぶ ［14，

　　　　　15］．　 こ の Φ　　は 凶 と 苑 が可換 の 場合は ， 通常の 古典系の 合成状態 （合成測
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ

　　　 　　度 ） に
一

致 す る こ と が わ か る 。　 さ ら に φ と A ’

φ の 相 関を 表 さ な い 合成状態

　　　 　　 （直積状態） は

　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 Ψ ＝ φ   八
＊

φ

　　　　　で 与え られ る ，　 これ らの 合成状態 と前節の 相 対エ ン トロ ピー S （・ 1 ・ ）を使 い ，

　　　　　一 相互エ ン トロ ピー
を

　　　　　　舟　 　　　　 　　　 £
　　　　　　　　 ；A つ ≡ 　S （Φ　　1Ψ）　　 　　　 1　 （φ

　 　 　 　 　 　 μ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ

で 定め
， W W 相互エ ン トロ ピ・一・　ig

　　　　　　£ 　 　　　　 　　　 　　 £ 　 　　　 　　　　 ε

　　　　　1　（φ ；A り ≡ 1i辮 sup ｛1　（φ ；A り ；　μ EF　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　（£ ）｝　　　　　（6。2＞

　　　　　　　　　　　　　
ε → 0 　　μ 　、　　　　　　φ

で定 め る ［16，20］，　 こ こ で ，

　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　 £ 　 　 　 　 　 　 　 　 　£

・二（k ・ ・

｛X：S・

：1
）

1《∴尹
（μ ）≦ s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（φ）十 ε ＜ ＋◎Q ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 φ

で あ る ．

　以下 ， 1　 （φ ；A ＊

）を 1　 （φ ；Aw ）な ど と G は省略 して か き ， また φ の 代
　 　 　 　 　 μ　　　　　　　　 　 μ

わ りに ρ を使 っ た場合は 始＝ B （認）， 苑＝ B 〈詑）とす る ．　 相互 エ ン トロ ピーに

関す る基 本的性 質と して 次の 定理 が 証 明で きる ［15， 16］ ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E

　≦盥 ⊥ ≧　μ が F 　．〈（y）∩ D 　 （G ）に属 し ， か つ 直交的 （i．e ．
， φ の 成

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 φ　 　 　 　 φ

分で あ る φk の 台が 互 いに直交す る）で あ る と き ，

・ ≦ 1
。

・φ ・A り ・ ∫♂・A ・

ω ・A ・

φ… ＜ S ・φ・…

　 　 　 　
A
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　　 ≦搬 　@0 ≦　1（ ρ　
A
＊ ） ≦　S（ ρ）

　上記の 定理 と その系は古典 系 に お けるShannon の基本定 理の量子力学 版 で あ

． さ ら に ， チャ ン ネ ル の エ
ルゴード特性と 関 連があ る次 の結 果も 得 ら れ て

る． ≦盥≧　
（ 1 ）A ’が 確 定 的 であれ ば正

（

ρ ； A ’） ＝S

ρ）． （2 ）A ’が 無秩 序 的であ れば
1
（ ρ ； A

）＝0 ．
（3 ）ρが α ・ 不 変 状態で，ρの 固 有値 が 零でなく か つ 非

縮
退

の と き

A ＊ がエル ゴード的 なら
ば
　 1 （ρ；

A
＊ ）＝

iA ＊ ρ） ． 　これ ら の定 理に 相 互エ ン トロ ピ
ー と し て の 性

質

， つ ま り φが

魔ﾉ よって 変 換 され たと き ，φの 情報 の
う

ち の どれ ほどが A ＊φ へ遺 伝し たか

裘す量 の持 つ物 理 的 特性 を み る こと が でき る であ ろ う ，　 なお 上 の 相互エ ント

ピ ー は ， 任 意の 状態 φ とψに 関しても 定 式化 できる が ［20 ］ ， か な り 複雑に

るので， ここ で は割 愛 する．
　また，最近Connes − Narnhofer − Thirring ［3 ］ は，　F

w エン トロピ ー を 論ず る際，状 態 の エ ン トロ ピ ーと 汎 函数 εu を考 え てい る が

こ れ は
我 々の 相互エ ント ロピ ーの特 殊な 場台 とし て容 易 に導

れること に 注
意 し ておく． 　以下で は， ここ ま で 論じ て

き た 種々 の概
念 （チャ ン

ル， エント ロピー ，相互エン トロピー など ） の 光 通

過 程 への応用
を
考 え ていこう， 　　．　　　’ 　

　　 　　 　 、　 、 レ 　 　　 　 　 ・ 　節4 で量子系にお け る チ
ャ ン ネ ルの数学的な

義を与えたが，ここでは光通 信過 程 匸 7 ，9 ， 32 ， 33 ］ を念 頭におい て， 通 信過 程 に

いて 侵 入 し てくる 雑音と 漏 れ 出て い く 損失を ，陽に 考 慮

たチ ャ ンネル の数学的構 成法を述べる． 　 今 ， 入 力 系 と出力 系 のHilbert 空

調 ↓ と 凋2に加え て， 外部 効 果 を 記 述 する 二 つの Hilbert 空間誕， ，X2を用意す

，　こ こ で は 託 ユ は雑音系 の HiIbert 空間と し，記2 は 損失 系の それとする

　ここでB （ 詑 2） （詔 2 上 の有界 線形 作 用素 の 全 体

からB （况、）への写像 A を
次

の よ う に 定 め る ： 　 　 　 　 　　　　　

　A ＝ γ 。 n 。 a 　　　　　　 　　　　 （7 ．1 ） なお

γ ，π，a は 各々 以下 の 様 に 与え られ る写 像で あ

． 　（1 ）　a は任 意 のA ∈ B （ 謁 2

に対して，

　　　
　
　　 　 　 　 　 　 a （ A ）＝ A   1 一170一 N 工
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で 与 え られ る B （託2）か ら B （n紀a   託 2） へ の 写像で ， 増幅変換 と よばれ る もの で

あ る．

　（2 ）　 π は B （凋 2   誕 2 ）か ら B （ne±  Xi ） へ の 完全正写像 で π （12）＝ 1 ，ig

み たすもの で あ る ．　 た だ し ， Ii は 1給   ヱ i 上の 恒等作用素 とす る ．

　（3 ）　γ は ， ある σ ∈ G （罠，）と任意の Q ∈ B （託 t   誕 ユ）に対 して

　　　　　　　　　　　 γ（Q ＞ ＝ tr　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ Q
　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 記 ⊥

で 与 え られ る B （託 i   記 1）か ら B　（r紀， ） へ の 写像で あ る ．

≦鯉 」 L≧　上記の 八 は B （調 2）か ら B 〈調 1） へ の 完全正写像で ある．

　さて ， 上記 の 3 つ の 写 像 a ， π ， γ の 共役写像 a ＊

， π   γ
＊

は 次の よ うに定

め られ る ：

　（1　 ＊

）　 a
＊

は G （認2   誕a ）か ら G （託 2 ） へ の 写像で あ り ， 簡単な計算の 結果

　　　　　　　　　 a
’

（θ〉 ＝ 七r 　 θ ，
θ ∈ （Y（nc2  X2）

　　　　 　　　　 　　　　 　　　 z2
と表せ る ことが わか る．

　（2
＊

）　 π
’

は （う（rCt  誕 t）か ら   （託2   記 2 ） へ の 写像 で ある ．　 さ らに ， 雑

音 も損失 もな けれ ば ， 情報は正 しく伝送 され ると考 え られ るか ら ， その ときは rr　＊

を G （nc、  x ，）か ら ＆（調2   X2） へ の 確定的チ ャ ン ネル で あ る と して よい ，

　（3
＊

）　 γ
＊

は G （託 重）か ら G （n紀⊥  記 ，）へ の 写像で あ り ， 定義 よ り ， 任意の ρ

∈（y（nc、） と任意の Q ∈ B （託 、  記 、） に 対 して

　　　　　　　　 trγ
＊

（ρ ）Q ＝ tr　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ρ γ（Q ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　託 i

　　　　　　　　　　　　　　 ＝ tr　 ρ （tr　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　 σ Q ）
　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　調 皇　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　 図 ，

　　　　 　　　　 　　　　 　　 ＝ tr　　　　 ρ   σ Q
　　　　　　　　　　　　　　　　　nCi  ヱ ，

とな るか ら ，

　　　　 　　　　 　　 γ
＊

（ρ ） ＝ ρ   σ

と表 せ る ．

　以上 よ り ， 量 子力学的チ ャ ン ネル A ＊

は

　　　　　　　　　　 A ＊

（ρ ） ＝ a
＊

・ n
＊

。 γ
’

（ρ ），

　　　　　　　　　　　　　　 ＝ tr 　π
＊

（ρ   σ ）， 　ρ ∈ （蚤（湧巳±）　　　 （7．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　託 2

と書 き表され るの で ある．　 従 っ て ， 雑音 σ と合成系間の チ ャ ン ネル ガ がわかれ

ば ， 光通信系の チ ャ ン ネル N が構成で きたこ とに なる，　 こ の 構成法は文献 ［14］

で導入され たもの で ， この 構成法に 従 い ， σ と rr　
＊

を適 当に 与 えて や る と量子通信
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　 路を通 して 情報 を伝送 した と きの情報伝送量 ， 誤 り確率 な どの よく使われ て い る結果

　 　を再び導 くこ と がで きるもの で ある．　 以下 ， こ れ をみ てい こ う．

　　 し　　
’ t ’　　こ 弛　　

壟
　　　　　

一
　　・

　上で述 べ たチ ャ ン ネル の 構成法の ひ と つ の 応用 と して ， 入力状態と して 光パ ル スを

用い た PCM と PPM に 対す る符号語誤 り確率を与える
一一nc式を導い て お こ う．

　後 の 部分節で ， よ り具体的 に
， 入力状態 と して コ ヒー レン ト状態 及び Squeezed状

態を用い た場合の 誤 り確率を与える公式を導 くが ，
こ の 節の 議論はその 基礎 とな るも

の で あ る ．

　今 ， あ る情報 を適 当な手段で 符号化 し符号 シ ンボル と呼ば れ る元 の集合 C ＝ ｛c 。 ，

Ct ，
…　　 ， c 。 − i｝の シ ンボ ル 系列 （符 号語 ） nc （k）（c （k）∈ C ）で 裘示 した と

す る ．　 こ の シ ンボ ル及び シ ンポル 系列を 光の信号 を表す量子符号語に 置 き換 え る必

要が あ るが ， この 対応 を量子 符号化 と い う ．　 今 ， シン ボル ct ∈ C に 対応す る量

子符号 （状態） を ξ 1 とし ， その 集合を 日 ＝ ｛ξo ，
・ ・

  ξn − 、｝とす る．　 シ

ンボ ル の 個数 n は当然場合場合 に よっ て 異な るが ， こ こで は議論 を簡単 に す るため

に ， 通常の モ ール ス信号に よ る符号化と同様 n ＝ 2 と して 考える こ とに す る ．　 す

なわち ，

　　　　　　G ＝ ｛c 。， c 、｝ （＝ ｛O ， 1｝とか くこ とが多 い）

　　　　　　E…　＝ 　｛ξo ， 　ξt｝

で あ る．　 こ の とき ， 例えば ， シ ン ボル 系列 （0 ， 1 ， 0 ， 0 ， 1 ）は （ξ。 ， ξ⊥、

ξ。 ， ξ。 ， ξ，） とい う光信号に よ っ て 伝送 され るの で ある．

　さて ，
Hilbert 空間 况 、 で 記述され る入力側の ξ。 と して真空状態を表す密度作

用素 ［0 》 く Ol をと り，
こ れ を ξo

（n
（

（t ）は 1敵 の 添字に 対応）で表 し
， ξi と し

て は あ る適 当な 光 の 量子状態 を と り ， ξ ⊥

（±）
と表す こ ととす る。　 従 っ て ， チ ャ ン

ネル A ＊

を通 して 2 つ の 状態 ξ。

（i）
と ξユ

（±）
が 送 られ るが ，

こ の と きの 誤 り確

率を計算 す る公式 を ， A ’

構成法の ひ と つ の 応用 と して 導 く ，

　誤 り確率 を導 くに あteり， 以下簡単 の た め雑音 は量子効果で あ る真空 の ゆ らぎの み

に よるもの と しよう，　 すな わち ， σ は Hilber七 空 間 記 、 に おける真空状態ベ ク

トル 10 》 を使 っ て ， σ ＝ 10 × Ol と表 されるもの とす る．　 従 っ て ， 2 つ の 信号

” 0 ”

と
” 1 ”

を送 る とき ，

” 1 ”

が光の 損失の ため
” 0 ”

と間違わ れ る こ と はあ っ て

も，

” 0 ”

が
” 1 ”

とな るこ とはな い ．　 よ っ て ， 信号
” 1 ”

（入 力状態 ξ±
（t）

）が

チ ャ ン ネル 八
＊

を通 して 送 られ た と き ， そ れ が受信側で信号
” 0 ”

と誤る確率は
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　　　　　　　　　　q 。
＝ trA ＊

（ξ↓
（t）

）ξ。
（2 ）

す な わ ち ，

　　　　　　　　　　qe ＝ tr　 （tr 　 rr　’

（ξi
（i）

  σ ）〉ξ。
（2 ＞

　 　　　 （8．1）
　　　　　　　　　　　　　　 託 2　　　　　　　　　　　　　　　　　 認 2

で あ る ．　 こ の式で ， ξ。

C2 ）
は受信側 （託 2 ）の 真空状態で あ る．

　さ らに ， t 。重 誤 り訂正可 能な PCM 変調 の 場合には ，
　 N （〉 七。 ）を あ る符号語

の 中に含まれ る
”

1
”

の 個数とす る と ，
こ の 符号語が誤 っ て 伝え られ る確率 p 。 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N
　　　　　　　　　　Pe ＝ Σ NCJqe

」

（1 − qe ）
N − J

　 　 　 （8．2）
　　　　　　　　　　　　　 j＝ 七。＋1

とな る ．　 た だ し， NCj ＝ N ！／ j ！（N − j）！ で ある ．

　また ，
PPM 変調の 場合 に は ，

” 1 ”

は一
つ の 符号語の 中に は 1個 しか ない の で ，

その符号語が誤 っ て 伝え られ る確 率 p 。 は

　　　　　　　　　　 Pe ＝ 　qe 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．3）

とな る．

　以上 によ り ， 式 （7，2）で与え られ るチ ャ ン ネル A ＊
に 対 して通 信の誤 り確率を計

算す る一
般式 （8．1）が導かれ たが ，

この 式 よ りチ ャ ンネル A ＊

を物理 的状況 に応 じ

て具体的に 構成す れ ば ， そ の チ ャ ン ネル の 効率がわ か るの で あ る．

　詳 し く論ず る時間がな い が ，
コ ヒ ーレ ン ト光や ，

Squeezed光 を使 っ て情報 を伝送す

る場合 の 誤 り確率は上記の 式に よ っ て 導 くこ とが で き る し ， 光変調や チ ャ ン ネルの 効

率も相互エ ン トロ ピー 1 （p ；A
＊

）と S （ρ）の 比 1（ρ ；A
＊

）／ S （ρ ）を計算す る

こ とに よ っ て調 べ られ るこ と に 注意 して お く，　 こ れ らに 関して は ， 文献 ［19，20，

33］ を参照して 頂きた い ．

　 　 　 　 　 ロ
’
　渦　　ヘ 　　　　　エ

、

　　 ロ 　　ー　　　、

　最後 に 非可逆過程 へ の 相互エ ン トロ ピ ー
の 応用を論 じて お く．

　非可逆現象を ミクロ な量子力学 をベ ー スに して厳密に取 り扱 うこ と は非常に難 しい

問題で あ る ，　 しか しなが ら ， 非可逆過程の 散逸性 に着 目 し ，
この 性質をも つ 力学的

半群 を用い て形式的に 非可逆過程 を定式化す る こ とは容易な こ とで あ る ，こ の 節で

は ， 力学的半群 に よる定式化 の 範疇 で相互エ ン トロ ピーの 力学 的変化 （物理 的な直観

か らす ると相互 エ ン トロ ピ ーは時 間に関 して は単調減少す るは ず） を考察 す る。

（こ の 節の 議論 は ［16，20］ とそ こ で 使 っ た 文献参照）．
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　以 下 ， 凶＝ 凶 を v ．N．代数 と し ， チ ャ ン ネル は少な くと も 1 つ の定常な忠実正規

状態 を有 す る一
径数力学的半群 A （R

＋

）の 共役写像 とす る ，　 こ の A （R つ に対 し

て ，

　　　　凶　E ｛A ∈ 凶 ； At （A ） ＝ A ， ∀ t ∈ R ＋

｝
　 　 　 　 　A

　　　　凶 　…≡ ｛A ∈ 凶 ； At （A ＊A ） ＝ A し（A
＊

）A し（A ）， ∀ t ∈ R †

｝
　 　 　 　 　 C

とお く．　 こ の とき ， 凶　 は 凶 の v ． N．部分代数 とな り ， 凶 か ら 凶　 へ の 条件
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 八

付期待値 E が存在す る．

≦蹴 L≧　定理 6 ．1 の 条件がみたされ
， か つ 凶　 ＝ 凶　 で あ り， 凶 が

f型で あ れば ，

　　　　　　　 1　 （φ　 A ＊
し） ↓

　 　 　 　 　 　 　 　 μ

（φ
μ

　 　 　 　 　 △．　　　 C

°
ε

＊

）　 （t → o◎ ） ．

≦定理鎚 ≧　凶＝ B （調）で あ り ， 凶　＝ 凶　 で あれ ば ， 次が 成立す る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 八 　 　 C
　（1）　1（ρ ；A ＊

t）　↓　1 （ρ ；ε
＊

）　 （t → OQ ） 。

　（2） 1（ρ ；E ＊

）＝ O
， ∀ ρ ⇔ A （R ＋

）は唯ひ とつ の 定常状態 を有する．

（3）ユ ニ タリー作用素 U ， が存在 して ，
A ，

＝ AdU い な らば 1（ρ ；A   ）＝

S （ρ ）．

　〈 定理 9 ．1 ＞ と く 定理 9 ．2 ＞ の （1＞は ， A ， が散逸的で あ れば ， 初期状態 φの

有 して い た情 報が時間と とも に徐 々に失われ て い くこ とを示し ， ＜定理 9 ．2 ＞ の

（2） は系の 定常状態が唯ひ とつ で あ れば初期状態の 情報はそれが平衡状態 に 達 した と

き完全 に 失わ れ る こ と を示 して い る．　 これ らの こ とは非可逆散逸過程の 力学 とそ の

物理的状況を考え合わ せ れ ばか な り当然な こ とで あ ろ う．

　な お ， こ こで 論 じたエ ン トロ ピ ー
理論を使 っ て 量 子観測過程を解析す るこ と もで き

るが ， こ の 話題 は別 の 機会 に譲 るこ とに しょ う．
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