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5 ． 臨 界 現 象 に 於 け る 平 均 場 転 送 行 列 CAM
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§ 　1 　　 序

　相転移 、臨界現象に於け る
一

般的な手法 として 、繰 り込み 群や有限サイズス ケ
ー リング法 と

は巽なる新 しい 方法一一コ ヒー レン ト異常法が鈴木 1・2 ・3 ｝
によっ て提唱された 。

コ ヒー レン ト

異常法は 、よく知ちれて い る平均場近似に基づ き、
い ままで捨て られてい た情報をフルに利用

することによっ て真の 臨界現象を調べ 得る強力な方法である 。

　平均場近似では 、波数の 小さいゆらぎの効果は平均場をもっ て表し、波数の大きい ゆらぎは

正確に扱 うとい う点におい て 、 繰り込み群とは対照的で ある 。

一
方 、 平均場近似ではセ ル フ

・

コ ン シス テ ン シイ条件によ っ て相転移、臨界現象に於ける非線型性をい ち早 く捉えるこ とによ

っ て 、 有限系の 状態和しか と っ てい ない に も関わらず 、 その 解が相転移を示すところにそれは

有限サイズ ス ケー リング法と著 しく異なる。 しか し、い くら大きい有限系での 平均場近似を行

っ て も 、 近似的臨界点こそ改善されるが 、 臨訴指数は古典値の まま変h らない
。 それ故、平均

場近似は古典近似と呼ばれ、真の 臨界現象は得られない と思われて い た 。
CAM 理論の もっ と

も重要なポイン トは、い ままで別 々 に考えちれてい た平均場近似を系統的に捉え直 し、近時臨

界点が真の値に近づ くにつ れて 、近似的臨界点での 古典的発散の 係数 （平均場臨界係数）が異

常を示すこ とを突き止め
、 その 異常の 度合か ら真の 臨界指数の古典的指数か らのずれが分かる

こ とを理論的に示 した ことで ある 。 実際の応用に於て は
、
CAM は古典的指数か らの ずれを調

べ るこ とによっ て真の臨界指数を計算するので 、有限サイズス ケー リング法よりも、 ある樹度

小 さい有限系での 平均場近似で精度の 良い結果が得られるこ とが予想される。

　 CAM を用い て 、真の 臨界指数及び臨界点を非常に高L　NllS度で評価するには 、次の 二 つ の こ

とが大事で ある 。

一
つ は 、如何に して有限系内の 自由度を効率よく扱 うかで あり、もう

一
っ は 、

如何にセ ル フ ・コ ンシス テ ン シ イ条件をはかすかで ある 。 なぜ ならば 、正確に扱える自由度が

多ければ多いほ ど 、ゆらぎの効果が多くと りい れ られて、平均場が系に直接的に与える影響が

小 さくな り、 もとの 系の バ ル クの 性質が見 える し、良いセル フ
・コ ン シス テ ン シイ条件によ っ
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ては 、 同じ有限系を扱 っ て も 、 より良い近似的臨堺点が得られ 、 系の 臨界領域に迫るこ とがで

きるか ちで ある 。

　 そこで 、 クラス ターなどの 郁 艮系の 拡張と して 、

一
方向に無限に長く、 残 りの 方向は有限で

ある、い b ば準有限系をとる 。 この ような準有限系内の 自由度は転送行列法を用い て効率よく

扱 うこ とがで きる し、断面の 境界に平均場をかけ、その 断面 を大 きくして い くこ とに よ っ て平

均場近似列が構成される 。 この ような近似に基づ くCAM を平均場転送行列CAM と呼ぶ 。特

に二 次元では 、準有限系は帯にな り、平均場には並進対称性があるか ら、平 均場を中心 ス ピ ン

の 期待憊に等 しい よ うに置く、い h ゆる ワ イス 型近似以外に 、境界に あるス ピンの期待値が中

心ス ピ ンの それに等 しくなるように平均場 を決め る、いわゆ るべ 一
テ型近似 も系統的に実行で

きる 。

　 本報告では二 次元正方格子上の イジング ・ス ピ ン系での 平均場転送行列CAM の応用を紹介

し、色々 な静的臨界指数が如何に して 、CAM に よ っ て高い 精度で計算され るかを示 し、　CA

M の 枠組み 内で 、それ らの 臨界指数の 満たすべ き関係を明かにする 。

q −　5 ）

§ 2 　 平 均 場 転 送 行 列 法 及 び べ 一
テ 型 近 似

　 二次元イジング ・
ス ピ ン系の 有効ハ ミル トニ アン は次の ようになる

（1 ）
　1・t・ff − − 」

’
　2 　s・S」

− H ．， Σ s・
− llΣ s、

　　　 　　　　 　　　 ＜‘ゴ＞　　　　　　　　　i∈∂Ω　　　　　　i∈Ω

系の
一
列あた りの 自由エ ネル ギーは 、 転送行列の 最大固有値λ。 。． によっ て与えちれ るの で、

（2 ）　　　　 ・F ＝ 一海β Tln λmax （J，
　T

，
　Hm

，
H ）

中心ス ピ ン及び境界ス ピ ンの期待値は λ． ax の 平均場及び外場に対ずる微係数 a 、

　 b
、

　 C 、d 、

e
、
f を用い て表せる

（3 ＞　 ＜ Sc ＞ 一 ・Hm ＋ ゐ礁 ＋ cH

（4 ）　　　〈 5’b ＞ ＝ dHm 十 eH 鑑十 fH
べ 一テ型近似におい ては 、 我々 はセル フ ・コ ン シス テンシイ条件と して

（5 ）　　　 ＜ Sc ＞ ＝ 〈 Sb ＞

と置き 、 上の 式が成 り立つ よ うに平均場 を決め る 。 高温側では 、 平均脚 ）高次を無視して 、 平

均場か次の ように外場と関係づ けられる ：

（6 ）　　　 Hm ＝ ［（∫
− c ）／（α

一 d）IH
それによっ てス ピ ンの 期待値が次の ように与えられ る ：

（7 ）　　 〈 s ＞ 配 t（α ノ
ー cd ）1（a − d）】H
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　この近似において は 、 近似臨界点が

（8 ）　　 a ＝ 　 d

によっ て決まり、高温側か ら臨界点に近づ くにつ れて、帯磁率が発散する ：

（9 ）　 x　・・　R〔N ，
K 。（N ）1ビ

’

　臨界点直上では 、平均場の 3 次の 項を考慮すれば、臨界磁化が次の ように与えられるこ とが

分か る ：

（10 ） ＜ S ＞ ＝ 而 。｛N ，
κ 。（N ）】Hi！3

　低温側では外場がなくて も平均場が有限で あり、対称牲が 自発的に破れて い る ：

（11 ）　 ＜ S ＞ ＝ 而
。［N ，

κ 。（N ）］1・li／2

　比熱に関 して は、高温側ではゆ らぎか らの 寄与しかない の で 、 （2 ）にある自由エ ネル ギー

を温度に関する微分か ら計算で きる 。

一方、低温側では 、自由エ ネル ギーはゆ らぎ以外に自発

磁化か らの寄与が加えちれる。その 増分は式 （3 ）、 （4 ）か ら導かれる状態方程式か ら

（12 ） △ F −
一［（・ − d）12a（f −

・）1〈 s ＞
2
　一［（b − e）／4・

3
（f −

・）】〈 s ＞
4

となるこ とが判り、それの1跛 に関する微分か ら比熱の 増分△ C が得られ る 。

§ 3 　 非
一

様 系 で の べ 一 テ 型 近 似

相関畏に関する平均場近似を構成するため 、半無

限系を考え、 その 境界にか かる外場に誘導され る磁

化の 境界からの 距離の 依存性を平均場近似を用い て

調べ る。 境界か ちX 離れた境 界に平行な線を中心線

とする幅N の帯をとる 。

一
様系と同 じように帯内の

自由度は正確に扱うが 、 それ以外の 部分の 効果は平

均場で表す 。 但 し、今の t胎 、帯の両側にかかる平

均場は等 しくなく、それ ぞれの 境界か らの距離の関

数としなければならない
。

（3 ）、 （4 ）の代h りに我々 は次の 式を得る ：

ε

ら　
「 「

ii　　ii

　 O

図 1　 半無限系での べ 一テ近似

（13 ） 〈 S 。（X ）〉 ＝ a ［・、（X ）＋ e2 （X ）】＋ bei（X ）
3

（14 ） 〈 Su（X ）〉 ＝ d、c、（X ）＋・d2E、（X ）＋ ee ］（X ）
3

（15 ） 〈 S、（X ）〉 一 　d、ei（X ）＋ d・e・（X ）＋ e ・・（X ）
3

但 し、S ． （X 》 （Sl （X ））は X にある帯の 上側 （下側 〉の 境界にあるス ピ ン を表す s

　
一方 、

L 二 （N − 1）／ 2 とお くと 、
　 Su （X 》 （St （X ））は S 。 （X ＋ L ） （S 。 （X 一
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L ））と同 じス ピン を表すの で、次の関係式が成 り立つ だろう ：

（16 ）〈 Sc（X 十 L）〉 ＝ 〈 Su（X ）〉 、 〈 Sc（X
− L）〉 ＝ 〈 Sl（X ）〉

しか し、S 。 （X ＋ L ） でS 。 （X − L ））は （13 》か ら計算され る もの である。上式は （5 ）

に代わる非
一

様系で のべ 一
テ型セ ル フ

・コ ンシステ ンシ イ条件で ある 。

　これ らの式か ら次の ．差分方程式が得られ る

（17 ）　σ （x 十 L）十 σ （x
− L）＝ 【d／a 】σ （x ）十 【（e

− b）／4α1σ （x ）
3

但し、こ こで 関係式 d ，＋ d2　・＝　d を用い た 。

　（17 ＞は （8 ）で決め られた 、 系のバ ル クの 相転移点よ り高温側で は 、 指数関数的に減衰す

る解を持ち、相関長ξを与える ：

（18 ） ・ （X ）et　A 　exp （− X ／ξ）、 ξ… 　e［N ，
・Kc （N ）ド

112

但し、 こ こでは σ 〈X ）＝ ε 重 （X ）＋ ε 2 （X ）、 3次の 項は無視 した 。

『
臨界点直 ヒでは 、3

次の項を考慮すれば 、
ベ キ乗的な減衰が得られる 、

（19 》　 ＜ 5てx ）＞ N7 〒ti／x

　⊥の定式化は次の ような一番簡単な非一様な外場中の 系に も応用で きる ：

（20 、　 H （X ）＝ 　Ho 　cos （qX ）

この 時、 （17 ）におい て 、 3次の項の 代わ りに外場の 1次に比例した項が現れる。ここで特

別解とL て

（21 ）　　 σ （X ）rAH （丿ぐ）

を求め ると、系の 臨界点での 外場 （20 ）に対する応答が得られる ：

（22 ）　 x ，
Ct　X［N ，　K ．（N ）］1q2、　9 《 1／N

これは平均場近似においては相関関数の臨界指数η がゼロ になるこ とに対応する。

§ 4 　 CAM に よ る 臨 界 点 、 臨 界 指 数 の 副 算

　前の 二章で 、我々 は 2次元イ ジングス ピン系の相転移に於ける静的臨界現象を平均場近似を

用い て調べ た 。よく知られてい るように、この ように得られた臨界指数は 、平均場近似を構成

するに使われた帯の 幅に よちず 、 古典億の まま変わ らない
。 しか し、これは CAM の立場か ら

み ると部会の 良い こ とで 、この 古典値と真の 値の づ翫 は 、近似を系統的に行 っ た時に得 られ る

近似的臨界点の 真の もの か らのずれ （近似〃）度合）と平均場臨界係数の 関係 （コ ヒー レン ト異

常 ）か ら計算される 。
っ まり、次の コ ヒー レン ト異常関係式が導かれ る ：

（23 ）
’

O 蟹 珮 町
ψ

、
δ（N ）〒 【Tc（N ）

一
禦 11璽

（24 ）　　 （ρ
＝ （ρo ＋ ψ1μ

一4ユO一
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我々 は幅 3 、5 、 ？の帯につ い て数値計算を行い
、．幅が大きくなるにつ れて 、 それぞれの物

理量の 平均場臨 界係数が、それの 古典値の 真

の 値か らのずれに従い
、 系統的に大きくなっ

た り、小さ
ノ
な っ た りして、コ ヒー レン ト異

常を示すこ とを確かめた 。 定量的には
一

様な

外場へ の 応答関数につ い て は、 3組のデー タ

を用い て 、 （23 ）にある 3 つ の パ ラメ ー タ

を決めた 。 帯磁率か ら求め られた臨界点T 。

’

及び 5 、 7の 帯の 平均場臨界係数を用い て 、

他の 臨界指数を計算 した 。

　但し、高温側の 比熱に関しては、

2．7

2．5

2．3

2A

Tc

屡
。 ・

　 　 　 　 5
t7

3

一一4！3x

0，0　　　0，2　　　0．4　　　0．6　　　0．8　　　1．0　　　2．2　　　1．4

図2 　κ 帆 T。 （N＞］
’4 ’ 3 −T。 グラフ 、直線は

　　　 γ
二7／4を意昧する 。

　　　　　　　　　　　　　　　　（23 ）で決め て真の臨界点はTc °
＝ ’1．306とな り、他の 物

理量からの計算結果と矛盾するの で 、対数で フ ィ ッ トした結果T 。

’
＝ 2．288が得られ、比熱は対

数発散と結論した。
一方、比熱のギャ ッ プ を示す指数％が負であるこ とはギャ ップ が近似の 度

合を上げるにつ れて小さくなることを意昧 す翫 また 、が は半無限系の誘 導磁 化の べ き乗的減

衰を記述する臨界指数で ある 。

T ゼ

　　　　き
γ β δ α α 4 レ η η

i

2．2711 ．749  ．13115 ．10 一
 ．0260 ．970 ．210 ．134

2．2691 ．750 ．125150 一 10 ．250 ．125

　比較の ため 、上の 表に厳密解あるいはス ケー リン グ則 か ら予測 され る臨界指数の 値を下欄に

記入した 。 結果か ら分かるように、べ 一
テ型平均場転送行列CAM は割合小さい 系か ら無限系

での 真の 臨界点や臨界指数を高い 精度で計算で きる．

§ 5 　 ス ケ ー リ ン グ 則

　臨界指数に関するス ケ
ー

リン グ則もCAM の 枠組内で解析的に成り立つ こ とが判る 。 なぜな

らば 、ここで 行われた平均場近似は全てガ」 ダパ ラメ ー タの 平均場や外場の展開 （3 ） （4 ）

に帰着 し、あらゆる平均場係数は それ らの 展開にある係数か ち求 まるか ら、それ らは独立では

なく、次の ような関係式で結はれ る
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（25 ） ・魂 一 磧又 、 祓 一 又△C 、又 一 又，ξ
2

、
而 ド 〉

’2ξ航 ，

故に 、近似の 度合を上げて い くときそれぞれの 平均場臨界係数が勝手な異常を示すの ではなく

て 、異常の度合に い くつ かの 制約関係がある 。
CAM の立場か らみれば 、それ らの関係がまさ

に真の 臨界指数が満たすべ きス ケー リング則にほかな らない 。実際に ｛25 ）に （23 ）を代

入 し、それぞれの 臨 界指数の 古典値を使 えば 、 （25 ）力軟 の ようなス ケー リン グ則に化ける

（26 ）　β（6 − 1）：： or、
α △ ＋ 2β＋ or＝ 2

、

v （2 一
η）＝ 7 、v771 ＝ β

　 この ように ス ケ
ー

リング則 を満た してい る古典的臨界指数、及びそれ らの 真の 臨界指数の ず

れの 間に成 り立つ 関係か ら、真の 臨界指数の 満たすべ きス ケー リン グ則が導けるこ とは 、CA

M の非常に面白い 理論構造の ひ とつ の 側面である 。

　 また 、我々 の数値計算の結果が稿い 精度で土の ス ケー リング則を満たすこ とも確かめ られた 。

§ 6 　 終 薄っ り むこ

　この よ うに、イジング ・ス ピン系の 色々 な静的臨界指数をCAM によっ て非常に高い精度で

計算 した。以上は
一

つ の 例に過ぎない が 、 この刮算の 結果によ っ て 、
CAM とい う新しい

一
般

的な手法は その 他の系の 相転移、臨界現象の 研究に非常に有望で あるこ とがい えるだろ う。 2

次元では、平均場転送行列CAM が特に有効なの で、例えばパ ーコ レー シ ョ ン問題やアニ マ ル

問題へ の 応用が 目下進ん で い る e
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