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§ 1　 は じめ に

　2 次元 イジ ングモ デ ル は相転移を 示す 厳密に 解け る モ デ ル と して 、 Onsager1
）
以来 、 多

くの 人 々に よ っ て 研 究 ざ れ て きた 。 ス ピ ングラ ス の研 究に お い て 、プ ラ ス’トレ ー
シ ョ ンの

果 た す役 割の 重要 性 が認 識 さ れ て き た と とも に 、 周期 的な イジ ン グモ デ ル に お い て も 、 フ

ラ ス トレー シ 。 ン に よ 。 て 、 リエ ン トラ ン 槻 象
2）

湘 関 関数 の 非単調 な繍 い等
3）

、 強

磁性 的な モ デ ル に 見 られ な い 現象 が起 こ るこ とが分か っ た 。 系 の 持 つ 揺 らぎの 情報 は相関

関 数 に 豊 富に 含 ま れ て い るが、 フ ラ ス トレ ーシ ョ ンの 存在 は 、 こ の 相 関関数 の 振舞 い に大

き く影響 を及ぼす． こ うした相関 関数 の 癜 い を解析的 に 評価 しようとす る研究   され

て きて い るが、 相関 関数 の 漸近形 の 求 ま っ て い る系 は 、 系 の 周 期単位 で あ る ユ ニ ッ トセル

が 小さ く、 相関を と る 2 点が対称性の い い 位置関係に あ る時に 隈 られ て い る 。 特に 、 フ ラ

ス トレ P ・シ ョ ン が 本質的 に 効 くの は 、 ユ ニ ッ トセ ル が 大 きい 系 に な る ため 、 こ れ らの 解析

的評 価 は Bt。、k．T。eplit 、彳f列 式 の 解析 を伴 い、 ＿部 の 特別 な 例
9）

を 除 い て 、 で きて い な い 。

そ こ で 我 々は 、 自由エ ネル ギー
の 厳密 な 表式か ら、 そ こに 含 まれ て い る相 関関数 の 振動モ

ー ドに 関 す る情 報 を取 り出 す こ と を試 み 、三 角格子の 厳密 な結 果 と比較 して み た。

§ 2　 自由エ ネル ギ ーの 厳密表式

　 隣接相互作 用を も つ 周期的な イジ ン グ モ ヂ ル の 自由エ ネル ギーは （1 ）の よ うに 厳密に

表 せ る 。
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（ns ： ユ ニ ッ トセ ル 内の ス ピ ン数 。 箪は 、 ユ ニ ッ トセ ル 内 の ボ ン ドに 関す る和 。　 D （p ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

q ；T ） は、系 に よ っ て 決 ま るある行列 。 ）

（1 ）に お い て 第
一

項 は 、 T ≠ 0 で 特異性 を示 さず 、 相転移に つ いて の 情報 は第二 項 に 含

ま れ て い る 。 つ ま り detD （p ， q ；T ） ＝ O が解 を もつ T に おいて こ の 系 は相転移 を示

す 。 そ して そ の 時の p ， q は 、 出現 す る オ ーダ ーバ ラ メ ー ター
の 波 数に対応 して い る 。 例

え ば正方格子上の モ デ ル に お い て 、 強磁性的相互作用で は p ＝ q ＝ O 、 反強磁性相互作用

で は p ＝ q ＝ π の とき 、 detD （p ， q ；T ） ＝ 0 は T 　＝ Tc で 解 をも つ
。 さ らに 、 T ≠

Tc に お い て も 10g ｛detD （p ， q ；T ） ｝は 、 　（p ， q ） モ ー ドの 自由エ ネル ギー

へ の 寄与を 表して い るもの と思われ る 。 そ こ で 、 T ＝ Tc に おいて 成 り立 つ こ の 対 応関係

を T ≠ Tc へ と拡張 した 2 通 りの 方 法 を考案 し 、 そ れ を反強磁性三 角格 子の 場合 で 試 み て

み る 。

§ 3 　 三 角 格子上 の 反 強磁性 イジ ン グモ デル

　三角格子上の イジ ン グ モデ ル の 相 関関数は

St，ph，ns 。n3
）
に よ っ て 詳細 1こ解析 され て い る。

そ の 主 な性 質 を あ げ て み る。 この モ デ ル は 等

方的 な場合、 フ ラ ス トレ ー シ ョ ンの ため 基 底

状態 が無限 に 縮退 して い る。 そ して 相関関数

は距離に関 して ベ キ で 減少 す る 。 さ ら に基 底 図 ．i ： 考察ず る イジン グモ デル の 三 角格子 と

状態の 幾何学的拘 束条 件に よ り 、 3 つ の 副格　　　 相関 をみ る ス ビ ンの 位置関 係

子 内の 相関 が 強 くな る ため 、 相 関関数の 漸 近

形は p ＝ 2 π ／ 3 で 振動 して い る 。 T ＝ 0 での 漸近形 は （2 ）の よ うに な る 。
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・… 2 ・ ・ ／3 ， 〔2 ，

T＞0で 重要 なの は 、 相関関数の 振動モ ー
ドの 波数が 温度の 関数に な っ て お り、連続 的に 変

化す る こ どで あ る 。 こ れ は相 関関数 の 振動 モ ー ドは必 ず しも基 底状態 の 周期 に束縛 されて

い な い こ とを示 して お り 、 有 限温度 で の 揺 ら ぎ に よ っ て 引 き起 こ さ れ る現象 とい え る 。 さ
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らに完全等方 的 で な く、一
方向 の 相互 作用の 大 きさ を

変 え た と きの 結果 に つ い て 述ぺ る 。 　 J
！

， J
ユ
＜ 0 とと　 es

る こと に す る と 、 こ の モデル は lJ21 ＜ IJt1 の と き

T ＞ 0 で 相転 移 を示 す 。 基底状態 は lJ21 〈 lJl1 で
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 号
et・Jiか ら軽 正方格 刊 皈 強磁 性的秩序 を示 し ・ t　J219

＞ lJi　1で は J，方向に 反強磁性的、 垂 直方向に は プ リ

ー であ る 。 こ れ を反映 して 、 振 動 モ ー ドの 波数 p は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 O
lJll ＜ lJ

ユ
1で は 高温極限 p ＝

π （T → ・◎o で は 、 ス
2　 　 5　 　 4　 　 　 　 　 　 5

　　・ヴIJ
」
・

ピ ン 相関 は最 も 近 い 相 互作用が 優先 し 、 P ＝ π と な る 。

図 2 ： 図 1 の 系 ‘こ お け る相閲関数 の

） か ら温度 を下 げ る に つ れ
一

度 p ＜ π 方向に 移動 し、

T → 0 で 基底状 態 の 波 数 p ＝ π へ と接 近す る。 1
’
Jl　1

＞ lJ21 で は 、 よ り温度を下 げ る につ れ て p は 減少 し、

T → Tc＋ 0 に お い て 出現 す る秩 序の 波数 p ＝ 0 へ と接

漸近 形 g振動モ ー
ド PCetrの 擴舞い

（Stephensonttよる） o

た だ L・　e3＝

　rc　
一・

　p，。「
・

近 す る 。 IJtl 躍 lJ21 で は そ の 中間 と な り 、　 T → 0 に お い て p → 2 π ／（3 とい う振

舞いを 示す 。 　（図 2 ）

§4 　 detD （p ， q ：T ）の 解析 法 （1）

　§2 に お い て 、 detD （p ， q ；T ）が 0 に 近 い と　 x

こ ろの （p
。

， qo ）の モ ー一ドが 自由エ ネル ギ ー に 大 き　〔嘱

く寄 与 して い る こ と が示唆され て い る が 、 こ こ で は 解

析法 （1） と して detD （p ， q ；T ）
’
を最小 に す る

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 委
（Ptn

｝れ
・ q

田｝配
） を 調 べ て み た 。 正方格 子 に お い て は す べ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　号
て の T で、強磁性 で は Ptlin　・

　qmii 　O 、反強磁性で は

Pmi　：

　q　mbt
＝

　n で あ り、 こ れは 相 関 関 数 の 振動 モ ー ドと

一致 して い る 。 図 1に示 した 系 に お け る （Pm；rf　qmin）

は 図 3 の よ う に 振舞 う 。 こ れ を §3 の 相関関 数の 振動

モ ー ド p
切≦図 2 ） と比較 す る と、 IJIt ＝ lJ21 の 場

合 、 Pc
。 f

は T に よ っ て 変化す る が 、　 Pm　in
＝

　2　n ／ 3 で

あ りT に 依存 しな い 、 とい うよ うに 一般 に は Pca
．
と p

，hin

一475一

o

　　　　　　　k酬J、1

図 3 ：図 1 の 系 に おけ る Pth の

　 　 振 舞 い。
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は
一

致 しな い 。 しか し 、 Tc が存在 す る と き は T ＝ Tc で Pc
。r　

＝
　PmitLで あ り、　 T → 0 で

は Pc
。r

＝

％ a
が 成 り立 っ 。　 T ＞ Tc に お け る p匸。 r

と p臨
の 不

一致 は 、　 T ＞ Tc に お い て 相

関 関 数 が指数 的 に 減少 して い る こ と 、 そ して PCorが相 関 を と るス ピン の 方 向 を決 め た と き

に 定 まる もの で あ るの に 対 し、 Pmiaは格 子上 の 全 ス ピ ン を
一

度 に 見 たときに 決 ま るもの で

あ る こ とに 起因 して い る よ うに思 わ れ る 。 よ っ て Pminは p
〔tn と比 較 す る よ り も 、 グ ロ ーバ

ル な ∫　exp （ii；F）＜ σ．σ．＞ d3の よ うな 量 と比較 す べ きで あ ろう。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 o 　 卜

§5　 detD （p ， q ；T ） の 解析 怯 （2 ）

　も う一
つ の 解 析法 は 、 p ， q を複素空 間 に ま で 広 げ る こ とで 実現 され る 。 detD （p

．q ；T ）が ξ ＝ exp （ip） と η
＝ exp （iq） に つ い て

一価 関数 で あ る こ と に 注 意す る と、　 d　e

tD （p ．q ；T ） ＝ d （ξ ． η ：T ） と お くこ とが で き る 。 そ の と き §2 の detD （p ，

q ：T ） ＝ O と い う 条件は、

｛籌溜 ，＝ 。

〔3 ｝

と い う よう に 拡張 で き る。 こ の とき （3 ）式に お ける偏微分は相関 を見 る方向の 変数 ξを

固定 して 行 う と こ ろがポ イン トで あ る 。 こ の 条件 を満 た す点 の うち 1ξ1＜ 1 を満 た し、絶

対 値の
一

番大 き い もの を ξo とす る と、 ξD と相 関関数の 漸近形 の 振 動モ ー ドPc
。r

、 相関

距 離 ro の 間に は （4 ）の よ うな闃係 が 認め られ る 。

ξ
。

− e

− 1／「
・

± iPc
… 　 　 　 　 4 ・

関 係式 （4 ） は 図 1 の よ うな系で は厳密に 成 り立 つ 。 こ の 関係式 は 、 も っ と一般的 に ユ ニ

ッ トセ ル の 大 きな 系で も厳密に成 り立 つ よ うに 思 われ るが 、 証明 はな い 。

§6 　 まとめ と展 望

フ ラ ス トレ ー シ ョ ン の あ る 2 次元 イジ ン グ モ デル の 相関 関難を 解析 的に 評価す る の は一
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 「相転移研 究 の 新手法 とそ の応用」

般 に難 し いが 、 我 々 は も っ と簡単 に 、 自由 エ ネ ル ギ ーの 袤式 中の detD （p ， q ；T ）か

ら こ れ らの 情報を 引き 出す方法を提案 した 。 そ の 解析法 （2 ）で は 、 相関 関数の 漸近 形 に

関 する情報が 正 し く得 られ 、 解析法 （1 ）で はむ しろ X
ド

に 相 当す る ∫exp （市あく σifa2

dlに 関ず る情 報 が 得 られ そ うで あ る 。 こ れ に つ い て は 、 さら に 一
致 度 を見 る必要 が あ る 。

一
歹で T ＝ Tc ．に おい て、 de 　，

tD （p ， q ；T ） の 零 点 が p ， q ≠ 0 ， π で あ る よ うな 、

強 磁性 で も反強 磁性 で もな い 対称性の 破 れの 可 能性 も否定 され て い な い の で 、 こ う した相

転移の 可 能性 も探 っ て み た い 。
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