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　 　 　 と フ ラ ク タ ル 次 元
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0 ． は じ め に

　 　 フ ラ ク タ ル 幾 何 学 は あ る 系 （図形 ） の 複 雑 さ を 解 栃 す る
一

つ の 方 法 と して

考 え 出 さ れ た も の で ， フ ラ ク タ ル と い う 言葉 は
齢
不 規則 な

”
，

”
半 端 な

一
と い っ た

意 味 を 持 つ 言 葉 で あ る ［1］． 海 岸 線 や 無 数 に 枝 別 れ し て い く川 の 形 の よ うな 図形

に 対 し
， そ の 複 雑 さ を 定 量 的 に 表 す 量 と して ， 様 々 な フ ラ ク タ ル 次 元 が 定 義 さ

れ て い る ［1，2．3］． こ れ ら は ， 通 常 の 次 元 （自 由 度 の 数 ） が 整 数 値 を と る の に 対

し て ， 非 整 数 値 を と る こ と が そ の 特 徴 で あ る． こ の よ う な フ ラ ク タ ル 次 元 の 一

つ に 容 量 次 元 と 言 わ れ る も の が 考 え ら れ て お り，
そ れ は ε

一
エ ン ト ロ ピ ー を 基

1こ し て 定 め ら れ て い る ．

　 と こ ろ で ， 物 理 系 は ， 古 典 系 で も量 子 系 で も ， 状 態 の 変 化 に よ っ て 記 述 さ れ

て い る． す な わ ち
， 状 態 と い う概 念 を 使 っ て ， 物 理 系 の 在 り様 を 表 現 す る こ と

が で き る． そ こ で
， 古典 系 も量 子 系 も特 殊 な 場 合 と し て 含 ん で い る 一 般 的 な 力

学 系 に お い て ， そ の 系 の 状 態 の ε
一

エ ン ト ロ ピ ー を 定 め
，

そ れ を も と に して
，

状 態 の 複 雑 さ を 解 折 す る た め の 新 た な 指 標 と な る フ ラ ク タ ル 次 元 （容 量 次 元 の

一
種 の 拡 張 ） を 導 入 す る こ と が 興 味 あ る 問 題 に な る． た だ し

， ぐう した 一般 論

は 数 学 的 に 見 て か な り複 雑 で あ る か ら， こ の 報 告 で は
，

一 般 論 は 考 え 方 を 中 心

に で き る だ け 簡 単 に 述 べ る こ と に し， そ の 特 殊 な 場 合 で あ る 古 典 離 散 系 の 議 論

を 詳 し く行 う っ も りで あ る．

　 第
一

節 で は， 通 常 の フ ラ ク タ ル 次 元 の 一
つ で あ る 容 量 次 元 の 定 義 を少 々 整 理

し て 与 え る． 内 容 的 に は本 論 文 の 主 た る 部分 で あ る第 二 節 で は ，

一
般 的 な 力 学

系 の 状 態 （こ れ を 以 下 一 般 状態 と い う）．の ε
一 エ ン ト ロ ピ ー と新 た な フ ラ ク タ

ル 次 元 の 定 式 化 に つ い て 説 明 す る． こ の 節 の 議 論 は
，

一 般 状 態 の エ ン ト ロ ピ ー

や 相 互 エ ン ト ロ ピ ーが そ の 基 礎 で あ り， 前 述 し た よ う に
， や や こ み い っ て く る

の で ， 詳 し い 定 義 や 証 明 は 他 の 論 文 IC譲 り， 定式 化 の 筋 道 に つ い て 簡 単 に 記 す

こ と に す る ． 従 っ て ， こ の 二 節 を 飛 ば し て 読 ん で も以 下 の 節 の 理 解 に は 支 障 は

な い ． 第 三 節 で は ， 第 二 節 で エ ッ セ ン ス の み を 説 明 し た 概 念 を 特殊 な 場 合 で あ

る 古 典 離 散 系 に お い て 詳 し く説 明 し 直 し， 新 た な フ ラ ク タ ル 次 元 の 役割 に っ い

て 考 え る．

1 ． 容 量 次 元

　 こ の 節 で は ， 二 っ の フ ラ ク タ ル 次 元 の 定 義 を 述 べ
， そ の 有 用 性 に っ い て 説 明

す る． 複 雑 な 図 形 に 内 在 す る 自己 相 似性 に 注 目 し
，

そ の 複 雑 さ を 定 量 的 に 示 す
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フ ラ ク タ ル 次 元 と して 広 く使 わ れ て い る も の に 次 の 尺 度 次 元 （と こ こ で は 呼 ぶ ）

が あ る ．

　 ［尺 度 次乖］ あ る（複 雑 な ）図形X を 尺 度 1 で み た と き の 基 本 図 形 の 個 数 を N

（1）と し
， 尺 度 r で み た と き の そ れ を N （r）とす る ． こ の と き ， 尺度 次 元 を

　　　・ ・ （・ ）・ 1・・、「跚 一 ／ 1・ 9 ÷ 　 　 　 　（1．1）

で 定 義 す る ．
．

、こ
・こ で ， 代 表 的 な フ ラ ク タ ル 図 形 で あ る コ ッ ホ 曲 線 （図 1．1） の 尺 度 次 元 ds

を 計 算 して み る．

→ → →

　 　 　 　 （1
°
）　 　 　 　 　 （2

°
）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （n

’
｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〈図 1．1）

コ ッ ホ 曲線 の 構成 ス テ ッ プ ： （1
’
）→ （2

’
）→ … → （n

’
）と ス テ ッ プ が 進 ご と に

，

曲 線 は 折 り 曲 げ られ て い く． こ の ス テ ッ プ を 限 り な く続 け て い く と
， 到 る と こ

ろ 折 り曲 が っ た 微 分 不 可 能 な 曲線 が 出 来 上 が る． こ れ を コ ッ ホ 曲線 と い う．

　 コ ッ ホ 曲線 を 尺 度 1 で み る と
， （図 1．1）の ス テ ッ プ （1

’
）の よ う に 見 え る が， こ

の （1
°
）の 図 を 基 本 図形 と 考 え る と， 尺度 1／3 で み た （2

’
）で は ， （1／3に 縮 小 さ れ

た ）墓 本 図 形 が 4 個 見 え る． 従 っ て ス ケ ー
リン グ次 元 は ，

　　　　　・s
・ 1・ 9 十／ f・ 9 羨

　　　　　　 置 　　一＿IL9鼠＿＿≦」P 　旨 　　1，26 。。q

　 　 　 　 　 　 　 　 log 　 3

とな る ．

　 ［容量 次 元 〕 コ ン パ ク ト な 集合 X （⊂ Rd ）を 1 辺 （直 径） の 長 さ が ε の あ る 凸

集 合 で 被 覆 す る の に 必 要 な こ の 凸集 合 の 最小 個数 を N （ε ）と す る． こ の と き ，

容 量 次 元 dG （X ）を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 log　 N （ε ）
　 　 　 　 dc （X ） 亭　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 （1．2）　 　 　 　 　 　 　 　 　 lim
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε

一シ 0　109 　（1／ε 　）

で 定 義 す る ．

　 上 の 定 義 に お け る 10gN （ε ）は ε
一エ ン ト ロ ピー と呼 ば れ て い る量 で あ る ［4］．

で は
， 先 ほ ど の コ ッ ホ 曲線 に 対 し て 容 量 次元 を 求 め て み よ う． n ス テ ッ プ 目 の

コ ッ ホ 曲 線 を 直 径 （1／3）n
（n ＝ 1．2，… ） の 円で 覆 う と す る と，

　 　 直 径 ε
コ （1／3）

n

⇒ N （e ）＝ 4n
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と な る． よ っ て ，

　 　 　 　 　 　 　 logN （ε ）
　 dc ＝　 lim
　 　 　 e −

？O　　lo9 （1／E ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　　 　　 1094
　 　 　 ＝　　1im　｛1Q9　4冂

／ 109 （　　　　　　）｝　＝＝

　 　 　 　 n → oo 　　　　　　　　　　　　　　　（1／3）n
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 log　 3

　以 上 の よ う に
，

コ ッ ホ 曲 線 で は 尺 度 次 元 も容 量 次 元 も log34 と な り ， 直 線 の ユ

ー
ク リ ッ ド次 元 1 よ り も 大 き い こ と が 分 か る． さ ら に ， 他 の 多 く の フ ラ ク タ ル

図 形 に お い て も尺 度 次 元 と 容 量 次 元 は 一 致 す る． こ の 種 の フ ラ ク タ ル 次 元 を 用

い る と ユ ー
ク リ ッ ド 次 元で は 区 別 で き な い 図 形 の 複 雑 さ を 定 量 的 に 特 徴 付 け ら

れ
，

そ れ に よ っ て 図 形 を 分 類 で き る よ う に 思 え る の で あ る ．

2 ． 一 般 的 状 態 の e 一 エ ン ト ロ ピ ー と フ ラ ク タ ル 次 元

　 複 雑 な 図 形 に 対 す る フ ラ ク タ ル 次 元 の 類 推 で
，

こ の 節 で は 力 学 系 の 状 態 の フ

ラ ク タ ル 次 元 を 定 め る ． す な わ ち， ほ と ん ど の 古 典 系 や 量 子 系 を そ の 特 殊 な 場

合 と して 含 む 一 般 的 な 力学 系 1こ お け る状 態 1こ対 す る ε
一

エ ン ト ロ ピ ー を まず 定

式 化 し ， そ れ を 使 っ て フ ラ ク タ ル 次 元 を 導 入 す る ． こ の 一 般 的 な 力 学 系 は 通 常

C ＊
一

力 学 系 と 呼 ば れ ， 三 組 （34 ， 6 ， α （R）） で 表 さ れ て い る ． す な わ ち ， 凶

は C ＊ 代 数 で そ の 自 己 共 役 要 素 が 物 理 量 に 対 応 し ， 6 は 貿 上 の 状 態 ， っ ま り ，

正 値 線 形 汎 函 数 の 全 体 ， α t （t ∈ R ）は 系 の 力 学 的 変 化 を 記 述 す る凶 か ら認 へ の

あ る 種 の 連 続 性 を 持 っ た 写 像 で あ る． こ の C ＊ 力 学 系 の 詳 細 は 文 献 ［4， 5］で 詳 し

く説 明 して あ る．

〈2。i＞一 般 状 態 の e 一エ ン ト ロ ピ ー

　 さ て
，

一
般 的 な 状 態 ψ の ε

一エ ン ト ロ ピ ー の 定 式 化 に っ い て 論 じよ う。 そ の た

め に ま ず，
一

般状 態 ψ に 関 す る エ ン ト ロ ピ ー と相 互 エ ン ト ロ ピ ー が 必 要 に な る

が
，

こ れ ら に 関 し て は 総 合 報 告 ［6，
7］を 参 照 し て も ら い た い ．

　von 　 Neumann に よ っ て 導 入 さ れ た 密 度 作 用 素 （以 下 こ れ を ρ で 表す ） ‘こ 関す る

エ ン ト ロ ピ ー S （ρ ）＝ − tr ρ log ρ は 本 来 あ る 決 ま っ た Hilbert 空 間 の 上 で 定 め

ら れ て い る も の で あ る か ら ， 相 転 移 な ど の 対 称 性 の 変 化 が 起 き る 物 理 系 で は あ

ま り 都 合 の い い も の で は な い ． そ こ で
，

一 般 状 態 ψ に 関 す る エ ン ト ロ ピ ー を 定

め る こ と が 必 要 に な る が ， こ の エ ン ト ロ ピ ー は 状 態 P の も っ 不 確 定 性 （情 報 量 ）

を ど うい っ た 基 準 か ら測 る か に 依 っ て お り ， そ の 基 準 は 6 の 弱 ＊ コ ン パ ク トな

凸 部 分 集 合 君
’

で 表 さ れ
， 従 っ て ， 君 か ら測 っ た ψ の エ ン ト ロ ピ ー は 記 号

　　　　　　　　韻 （の

で 表 さ れ て い る． な お ， 集 合忍 と して は ， 6 そ れ 自体 とか α に 関 す る 定 常 状 態

の 全 体 ， あ る い は 平 衡 状 態 （KMS 状 態 ） の 全 体 な どが 考 え ら れ る． 特 に
， 君

一6 の と き は 上 の ψ の エ ン ト ロ ピ ー は 単に S （ψ ）で 表 す ． P が 密 度 作 用 素 ρ に

等 し い と き， こ の エ ン ト ロ ピ ー S ＠ ）は von 　 Neumann エ ン ト ロ ピ ー‘こ
一

致 して い

る こ と が わ か る．
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　 と こ ろ で ， 状 態 の 変 化 を 記 述 す る か な り
一

般 的 な 変 換 を チ ャ ン ネ ル と
『
よ ぶ ．

っ ま り ， チ ャ ン ネ ル A ’
と は 6 か ら6 へ の 写 像 で ，

t一そ の 共 役 写 像 A が 誕 か ら凶 へ

（よ り
一 般 的 に は 二 つ の C ＊力 学 系 の 間 ） の 完 全 正 写 像 で あ る． 状 態 ψ ∈ 君 が こ

の チ ャ ン ネ ル A ＊ に よ っ て
， 状 態 A ＊ ψ に 変 化 し た と き ， 状 態 ψ の 有 す る 情 報 の

う ち A ＊ ψ へ 伝 わ っ た 情 報 量 を 表 す 相 互 エ ン ト ロ ピ ー は
，

ψ と A ＊ e の 相 関 を 示

す 合 成 状 態 を 使 っ て 定 め ら れ るが ，
こ こ で は そ れ を 記 号

　　　　　　1・9 （P ； A ＊）一

で 表 す ． な お ， 君 ・ ・ 6 の と き は ，
エ ン ト ロ ピ ー と 同様 ，

こ の 相 互 エ ン ト ロ ピ ー

を 1 （ψ ； A ＊）と 書 く こ と に す る． 状 態 ψ が 密 度作 用素 ρ で 与 え ら れ る 通 常 の 量

子 系 に お い て は
， ρ の Schatten 分 解 ［4，

8】を

　 　 　 　 　 　 ρ
； Σ、λ nEn

と す る と き ， ρ と A ＊ρ lrL関す る 二 っ の 合成 状 態 は

　 　 　 　 　 　 Φ E ＝ Σ λ nEn   A ＊Ent 　Φ z 一 ρ   A ホ ρ

と な り， 相 互 エ ン ト ロ ピ白 r （ρ ； A ＊） は

　 　 　 　 　 　 1 （ρ ； A ＊） ＝ sup ｛S （Φ E ｝Φ s ）； E ； ｛En ｝ ｝

で 与 え ら れ る． た だ し， S （Φ EI Φ の ＝ tr Φ E （logΦ E
− logΦ m ）で あ る．

　 さ て ， こ の 相 互 エ ン 5 ロ ピ ー を 使 っ て ε
一エ ン ト ロ ピ ー を 定 め る の で あ る が ，

そ の た め に ， チ ャ ン ネ ル の 集 合 全 体 を曽 と お き ， 状 態 tpと チ ャ ン ネ ル A ＊に 関 す

る 集 合 を 二 つ 考 え て お く．

　 　 　 　 　 　 曽 乳 （A ＊ ； ψ ）　＝　｛P ＊ ∈ 曽 ；　P ＊ ψ ； A 幸 甲 ｝ ，

　 　 　 　 　 　 ℃〜2 （ψ ； ε ） r ｛A 零 ； 冂ψ
一 A ＊ψ II≦ ε ｝．

状 態 ψ ∈ 君 の ε
一エ ン ト ロ ピ ー は

　　　　sg （V ； 、 ）　、　i、 f ｛JB （ψ ； A ＊）； A ＊ Ee ， （v ； 、 ） ｝　 （2．1）

で 与 え る ． こ こ で ，

　　　　JB （ψ ； A ＊）一 ， 、p ｛IB （ψ ； r ＊）； P ＊∈ ei （A ＊ ； ψ ） ｝ （2．2）

で あ り， こ れ は 状 態 ψ に 関 す る 同値 な チ ャ ン ネ ル に 対 し て と っ た 最 大情 報 量 で

あ る． 可 換 系 の 場 合， こ の ε
一

エ ン ト ロ ピ ー （2．1）は Kolmogorov の そ れ に
一

致 す

る こ と が 示 せ る．

〈 2．2＞一 殳 態 の フ ラ ク タ ル
’

元

　 上 記 の ε
一エ ン ト ロ ピ ー を 使 い 第 一 節 の 容 量 次 元 に 関 わ る 三 つ の フ ラ ク タ ル 次

元 を導 入 す る．

　 最 初 の 次 元 は容 量 次 元 の 一 般 状態 へ の 直 接 的 な 拡 張 で

　　　　　d 飾 、ε ）一 φ （ψ ； ， ）／ 1。9 （1／， ）　 　 　 （2．3）

　　　　　d 漁ψ ）− 1i． d 薮ψ 、 。 ）　 　 　 　 　 　 （2．4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε → 0

と 定 め る ． こ の （2．4）を 一
般 状 態 ψ の 君 に 関 す る （（2．3）は オ ー ダ ー

ε の ）容 量 次

元 （よ り 簡 単 に， 量 子 状 態 の 容 量 次 元） と呼 ぶ ．

一557一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

研究 会報告

　 さ ら に ， 情 報 量 の 伝 送 に 絡 む も の と し て ，

『
次 元

　　　　　d 薮ψ ； ， ）一
’
φ （φ； ， ｝／ 1 （， ）　 　 　

’
（2．5）

を 定 め る． こ こ で
，

11
（e ）は ε → 0 で （2．5）式 を 規 格化 す る 関 数 で ， 多 く の 場 合

1 （ε ）1 窪
8

（tp　
’

）と な る ． こ の 次 元 （2．5）を オー ダー
ε の 情 報 次 元 と 呼 ぶ ．

　 こ れ ら の 次 元 と ε
一エ ン ト ロ ピ ー S （ψ ； ε ）を 使 う こ と に よ っ て 状 態 の 分 類 が

可 能 で あ る と考 え られ ， 次 完 に 関す る数 学 的 結 果 も い くっ か 得 られ て い る が
，

数 学 的 準 備 が さ ら に 必 要 な の で こ こ で は 割 愛 し
，

よ り具 体 的 な 力学 系 le お い て

話 を 進 め る こ と に し よ う．

　 そ の 前 に
，

一 般 状 態 ψ で 議 論 を す る 意 義 に っ い て ま と め て お こ う．

（1）ほ と ん ど の 量 子 系 状 態 も 古 典 系 状 態 も含 ん で い る ． （2）エ ン ト ロ ピ ー S （P 》

同様 ヒ ル ベ ル ト空 間 を 離 れ て 定 式 化 され て い る の で
， 相 転 移 等 へ の 適 用 が 可 能

で あ る． （3）（2）と と も に ， 様 々 な 状 態 の 複 雑 さ に 関 す る 一
っ の 指 標 を 与 え る こ

と が 可 能 で あ る。

3 ． 古 典 離 散 系 の 状 態 の e 一 エ ン ト ロ ピー と フ ラ ク タ ル 次 元

　 こ の 節 で は
， 第 二 節 で 述 べ た

一
般 状 態 の e 一エ ン

1
ト ロ ピ ー と フ ラ ク タ ル 次 元 の

概 念 を 古 典 離 散 系 に お い て 詳 し く論 ず る こ と ‘こす る．

〈3。1＞状 態 の ε
一エ ン ト ロ ピ ー

　 n 個 の 元 か ら な る 集 合 X ＝ ｛Xs ，x2 ，… ，x 。 ｝と ， そ の 各 元 の 生 起 す る 確 率 分

布 P ＝ ｛pt ，p2 ， … ．pn ｝ （Σ pi − 1
，
　 pi ≧ 0 ＞ の 組 （X ．P ） を 完全 事 象 系

と い う． 離 散 的 な 古 典 系 は こ の 完 全 事 象 系 （X
，
P ） で 表 せ る と 考え られ る の で

，

以 後 こ の 確 率 分布 の こ と を 状 態 と 呼 ぶ こ と に す る．

古 典 離 散 系 （X ，P ） に お い て ， 系 の も っ 情 報 量 で あ る エ ン ト ロ ピ ー S （X ）は

　 　 　 　 S （X ）　琴 　
一

Σ iPilogPi

で 与 え ら れ る．

　 こ こ で
，

2 っ の 事象 系 X ＝： ｛Xi ； i冨 1，… ．n ｝と Y ＝ ｛yj ； j＝ 1‘
…　、m ｝を 考 え ，

そ れ ぞ れ の 状 態 を P ＝ ｛Pi ； i＝ L …　 ，n｝，
　 Q ＝ ｛qj ； j＝1，…　 ，m ｝と し， さ ら に

複 合 事 象 系 XXY の 合 成 状 態 （同 時 確 率 分 布 ） を Φ ＝ ｛r （i，j）； 1≦ i≦ n ，1≦ j

≦ m ｝ と す る． こ の と き， Y を 観 測 す る こ と に よ っ て 得 ら れ る X の 情 報 量 で あ る

相 互 エ ン ト ロ ピ ー 1 （X ，Y ）は 次 の よ うに 定 義 さ れ て い る．

1 （・
，

・ ）・ 灘 1
・ （・・」）1・ 9 ÷紺 「

・ （3．1）

事 象 系 X と Y の 間 に 相 関 が な い
，

っ ま り ， 互 い に 独 立 な と き ，
X と Y の 同 時 確

率 分 布 r （i．j） は r （i，j）＝ Pi × q 」と な る こ と か ら， こ の 相 互 エ ン ト ロ ピ ー 1

（X ．Y ）は X の 状 態 P と Y の 状 態 Q の 間 に どれ ほ ど 相関 が あ る か ， 言 い 換 え る と
，

状 態 P の 情 報 量 の う ち どれ ほ ど が 正 確 に 状 態 Q に 伝 達 さ れ て い る か を 表 す 量 と

い う こ と に な る． こ の よ う に 相 互 エ ン ト ロ ピ ー は 二 っ の 系 を 結 ぶ 量 で あ る か ら
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系 の 変 化 を 見 る 際 に 役 ie立 つ の で あ る． な お ， 以 下 で は 簡 単 の た め n ＝ m ＜ ＋

。。 と す る，．

　 と こ ろ で ， 同 時 確 率 分 布 r （i，j）は 　 　 　 　
一

　 　 　 　 　 　 Σ ir （i，j）＝−Pi 、．Σ ｝ r （i，j）＝ qj

を 満 た す 系 XXY の 状 態 で あ る か ら，
こ の 種 の 状 態 の 集 合 を〜P （P，Q）で 表 す こ と

に す る と， （3．1）の 相 互 エ ン ト ロ ピ ー は P ， Q と Φ の 関 数 で あ る か ら ，

　 　 　 　 　 　 1 （X ，Y ）≡ 1 （P，Q；Φ ）

と表 す こ と が で き る．

　 こ こ で
，

2 っ の 状 態 P と Q の 極 大 相 互 エ ン ト ロ ピ ー 」 ｛P ，Q ）を 次 の よ う‘こ定

義 す る ．　 　 　 　 　 　 　 ．　 　
・

　 　 　 　 　 J （P ，Q ）琴 sup 〔1 （P，Q；Φ ）； Φ E 〜P （P，Q）｝．　 　 　　 （3．2）

こ れ は ， 有 限 な事 象 系 に お い て は

　　　　　J （P ， Q ）寺… 合（P ）＋ S （Q ）
− inf ｛S （Φ ｝；Φ ∈ 汐 （P， Q）｝

と し て も 同 じ で あ る ． こ の J （P ．Q ）に 関 し て 次 の こ と が い え る．

≦鼬 ≧ 　状 態 P ，P
’
に 対 し て P ＝ P

’
な ら ば， 任 意 の 状 態 Q に 対 し て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 J （P 、Q ）＝ J （P
’

， Q ）

で あ る ． 但 し， P ＝ P ’
と は 状 態 を 構 成 して い る 成 分 （確 率 ）が 集 合 と して 等 し い

，

っ ま り， P の 成 分 は P
’
の そ れ の 置 換 に な っ て い る 場 合 を 意 味 す る．

（遡 ） P ＝ ｛p1 ，… ，Pn ｝，　 P
’＝ ｛p

’
1，

… ，p
’
n ｝と す る． こ の と き，

（1．2，…　 ．n ） の 適 当 な 置換 π を 選 ぶ と ，
　 P

’； ｛prttt ｝，…　 ，p π tn ） ｝ と 表 す こ

と が で き る． 極 大 相 互 エ ン ト ロ ピ ー

J （P ，Q ）＝ S （P ）＋ S （Q ）− inf ｛S （Φ ）；Φ ∈ 〜P （P． Q）｝に お い て ，
　 infS （Φ ）

を 与 え る 合成 状 態 Φ を ｛r （i，j）｝と す る． こ の と き ，
　 r

’
（i，j）＝ r （π （i），j）と

お く と
， ｛r

’
（i，j）｝は P

’
と Q の 合 成 状 態 の 1 つ と な る． よ．っ て

，

　 　 　 　 　 　 　 　 J （P ， Q ）≧ J （P   Q ）．　 　 　　 　　 　 　　 　 （3．3）

　逆 に
，

’
J （P

’
， Q ）を 定 め る P

’
と Q の 合成状 態 が ｛r

’
（i，j）｝で あ る と き ，

r （i， 5＞＝ r
’
（τ （i）， 」）と お く と

， ｛r （i， j｝｝は P と Q の 合成 状 態 の 一
っ に な る

か ら
　 　 　 　 　 　 　 　 J （P   Q ）≧ J （P・，Q ）．　　　　　　　　　　　 （3．4）

式 （3．3＞と （3．4）よ り J （P
’
，Q ）＝ J （P ，Q ）．　 ■

　二 つ の 状 態
，
間 の 極 大 相 互 エ ン ト ロ ピ ー と 2 つ の 状態 P ＝ ｛Pi ｝， Q ＝ ｛qi ｝の

距 離 llP− QII を 用 い て
， 状態 の ε

一エ ン トロ ピ ーを 以 下 の よ う に 定 め る。

　 　 　 　 　 s （Pl ε ）i… inf ｛」 （P ，Q ）； Q ∈ 6 （P ；ε ）｝．　 　 　 （3．5）

こ こ で ， 状 態 間 の 距 離 を

　 　 　 　 　 llP− Qll 毒… Σ i 「Pi − Qil ．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．6）

と と り ，

　 　 　 　 　 6 （P ； ε ）手 〔Q ； llP − Qll ≦ ε ｝　 　 　 　 　 　 　 （3．7）

と す る．
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　相 互 エ ン ト ロ ピ・一
は 2 つ の 状 態 の 間 で ど れ く ら い 情 報 が 正 し く伝達 さ れ た か

を 表 す 量 で あ る か ら ，
こ の ε

一エ ン ト ロ ピ ー S （P ；ε ）は ， 距 離 ε に 対 す る P の

も つ 情 報 量 の 伝 達程 度 を 表 す と 考 え ら れ る． 従 っ て ， S （Pi
「
ε ）の ε に 対 す る 変

化 を 調 べ る こ と に よ っ て ，
エ ン ト ロ ピ ー S （P ）と 同 様 ， 状 態 P の も つ あ る 種 の

複 雑 さ を 調 べ る こ と が で き る は ず で あ
1
る．

　さ て
， S （P ；ε ）の 定 義 で は 6 （P ； ε ）で 下 限 を と る こ と を 考 え た が ， こ こ で ，

llP− QII ＝
ε と な る 状 態 Q の 集 合 を 考 え る ：

6m （P ；e ）ミ≡ ｛Q ；　llp− QII ＝
ε ｝ （3．8）

そ こ で ， 境 界 （marginal ＞の ε
一エ ン ト ロ ピ ー Sm （P ；ε ）は 次 の よ う に 定 め られ る ．

　　　 　 Sm （P ； ε ＞1≡ inf ｛J （P ，Q ）； Q （≡Sm （P ；ε ）｝・

こ の と き， 次 の 命 題 が 成 り 立 つ ．

s1li．gg− 3．Lz −z
（D 　S （P ； ε 》＝＝inf ｛Sm （P ； δ ）： 0 ＜ δ ≦ ε ｝．

（2） 0く ε 1 ≦ ε 2 の と き，　S （P ；ε 1 ）≧ S （P ； ε 2）．

（3）　S （P ； 0）＝ S （P ）．

（三塑旦）（1）： ｛Q ；　llP− Qll ＝ δ
，

　 　 　 　 inf ｛Sm （P ；δ ）； 0 く δ ≦ ε ｝

　　　 　　 ＝ inf｛J （P ，Q ）； Q ∈ 6m （P ；δ ）． 　δ ≦ ε ｝

　　　 　　 ＝ inf ｛J （P 。 Q ）； Q ∈ 6 （P ； ε ）｝

　 　 　 　 　 ＝ S （P ； 6 ）．

（2）： ε 1 ≦ ε 2 な ら ば 6 （P ；ε 1 ）⊆ 6 （P ；ε 2 ）で あ る か ら，

　　　 　 S （P ； ε 1 ）＝ inf ｛J （P ，Q ）； Q ∈ 6 （P ；e1 ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ≧ inf ｛J （P ．Q ｝； Q ∈ 6 （P ；ε 2 ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ‘ S （P ； ε 2 ）．

（3）： ε ＝ 0 と 取 る と ， 6 （P ；0 ）＝ ｛P ｝で あ る． よ っ て
，

＝ S （P ）．　 　 　 躙

δ ≦ ε ｝ ＝6 （P ； ε ）で あ る か ら，

（3．9＞

S （P ；0 ）＝ J （P ， P ）

　ま た ， 2 つ の 事 象 系 （X ，P ） ，（Y ，Q ） に お い て ，
　 X を 入 力 系 ，

　 Y を 出力 系

と し， P ； ｛pi ｝ Q ＝ lqj｝を そ れ ぞ れ 入力 状 態 ， 出 力 状 態 と 考 え る と ，　 X と

Y の 相 互 エ ン ト ロ ピ ー 1 （X ，Y ）の 定 義 式 （3．1）は
， 前 節 で 示 し た

，

　 P か ら Q へ

の 変 換 （チ ャ ン ネ ル ） を 使 っ た 定 義 と同 じ もの で あ る ． す な わ ち ， Shannon の 通

信 理 論 に お い
1
て ， チ ャ ン ネ ル （A ’

と 表 す ） は P か ら Q へ の 遷 移 確 率 行列

（p （jli ）） で 与 え ら れ
，

P と Q の 関 係 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 qj ＝ Σ iP （jli ）Pi

で あ り ， P と Q の 相 関 を 表 す 合 成 状 態 は 同時 分 布 ｛r （i．」）｝＝＝ ｛p （jli ）pi ｝で

表 さ れ る ． し た が っ て ， 状 態 P と チ ャ ン ネ ル A ＊iこ 関 す る 相 互 エ ン ト ロ ピ ー

1 （P ； A 承）は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P （jli ）
　 　 　 　 　 1 （P ； A ＊）＝ Σ P （jli ）Pilo9　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．10）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i 、j　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （lj

で 与 え ら れ る． こ れ は ， 定 義 （3．1）の 1 （X 、Y ）と同 じ も の で あ る． そ こ で ，
こ
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チ 」

の 相 互 エ ン ト ロ ピ ー 1 （P ； A ＊）を 使 っ て
， 前 節 の よ う に 状 態 P の ε

一エ ン ト ロ

ピ ー を 定 め る． そ の た め ま ず ，

’
前 節 同 様 チ ャ ン ネ ル 全 体 め 集 合 を 曽 と お く と ，

状 態 P ‘こ 関す る チ ャ ン ネ ル A ＊の 同 値類 宥 1 （A ＊ ； P ）及 び P と A ＊tこ 関 す る 極 大

相 互 エ ン ト ロ ピ ー J （P ；A ＊）は

　 　 　 　 　 曽 1 （A ＊ ； P ）手 ｛P ＊ ∈ 曽 ； r ＊ P ＝ A ＊P ｝

　　　　　 」 （P ；A ＊）5sup ｛1 （P ；P ＊）； P ＊∈ 宅91（A ホ ； P ）｝．

さ ら に ，

　 　 　 　 　 气ヨ2 （P ； ε ）奪 ｛A ＊∈
（
召 ； ilP− A ＊ Pll ≦ ε ｝

と す る と き， 状 態 P の チ ャ ン ネ ル を 使 っ た e
一

エ ン ト ロ ピ ー Sc （P ；ε ）は 次 の よ

う に 定 め られ る ．

　　　　　 Sc （P ； e ）菷 inf ｛J （P ；A ＊）； A ＊∈ 曽 2 （P ； e ）｝ ．　　　　（3．
．
11）

実 は ， ε
一エ ン ト ロ ピ ー に 関 す る こ れ ら 二 っ の 定 義 （3．5）と （3．11）は 同 じ も の な

の で あ る．

〈 定 理 3．3＞ 　 Sc （P ； ε 〉 ＝ S （P ；e ）．

（証里 ） 入 力 状 態 P ＝ ｛Pi ｝と 出 力状 態 Q ＝ ｛q 」｝に 対 して ，
　 J （P ，Q ）を 与 え る

P と Q の 合成 状 聾を Φ ＝ ｛r （1． j）； i ， j・ 1
．

…
， n ｝とす る． こ の と き ，

　　　　　　P ＊、 i （P （jlユ）），　 P （jli）：
雌

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Pi

と す る と
， Q ＝ r ＊QP か つ J （P ．Q ）； 1 （P ；P ＊e ）と な る． ま た

， 曽 2 （P ； ε ）

＝ ｛A ＊ ∈ 髱 ； A ＊ P ∈ 6 （P ； e ）｝ で あ る か ら

　 　 　 　S （P ； ε ）＝ inf ｛J （P ．Q ）； Q ∈ 6 （P ；e ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ inf ｛1 （P ；P ＊Q ）； Q ∈ 6 （P ； ε ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 ≦ inf ｛J （P ；A ＊）； A ＊P ＝ Q ∈ 6 （P ； ε ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ inf ｛J （P ；A ＊）； A ＊ E ｛

召 2 （P ；ε ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ ＝ 　Sc （P ；ε ）．

　 逆 に ， J （P ；A ＊）を 与 え る チ ャ ン ネ ル を P ＊ ∈ 曽 i （A ＊ ； P ）と し， チ ャ ン ネ ル

P ＊の 表 す 遷 移確 率 行 列 を （p （jli）） とす る． こ の と き ，
　 Q ＝ P ＊ P に 対 して ，

状 態 ｛p （jli）pi ｝は P と Q の 合 成 状 態 の 一
っ と な る の で

　 　 　 」 （P ；A ＊〉＝ 1 （P ；P ＊）≦ J （P ．Q ）．

よ っ て

　 　 　 Sc （P ；ε 〉＝ inf ｛J （P ；A ＊）； A ＊ ∈ 曽 2 （P ； ε ）｝

　　　　　　　　 ≦ inf ｛J （P ， Q ） ；Q ＝ ： A ＊ P ∈ 6 （P ；ε ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 ニ　S （P ；ε ）．

以 上 よ り

　 　 　 Sc （P ；ε ） ＝ 　S （P ： ε ）．　■

　 従 っ て ， 古 典 系 に お い て は ，
こ の 定 理 か ら分 か る よ う に ， S （P ； ε ）あ る い は

Sc （P ； ε ）の ど ち ら の e 一エ ン ト ロ ピ ーを 使 っ て も 同 じだ が
， 量 子 系 に お い て は ，

一般 1こ こ れ ら 二 っ の ε
一エ ン ト ロ ピ ー は

一
致 し な い ． 量 子 系 で は チ ャ ン ネ ル を 用
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い た e 一
エ ン ト ロ ピ ー方 が 都 合 の よ い こ と が 多 い よ うで あ る． 以 下 ，

こ れ ら二 っ

の ε
一エ ン ト ロ ピ ー を 区 別 せ ず と も に S （P ； ε ）で 表 す こ と に す る．

〈3．2＞フ ラ ク タ ル
’ 『

の ne と ． の

　 こ こ で は， 第 二 節 で 定 義 し た
一

般 状 態 の フ ラ ク タ ル 次 元 を 古 典 系 の 状 態 に 適

用 す る． こ の 場 合， （2．3＞〜 （2．5）の フ ラ ク タ ル 次 元 を ， 記 号 を 簡略 し て 新 た に

定 義 しな お す と ， 次 の よ う に な る。

・ （P ； e ）・「謡辷蔚 ・

α （P ）琴
，
1功 0

・ （P ・ ・ ）

β （… ）・驚 ⊥ ・

　 ま ず ，

一
つ の 例 と し て ， 完 全 事象 系 の モ デ ル を つ く り ， e 一エ ン ト ロ ピ ーを 計

算 し， 上 で 定 め た 指 標 α ， β を 使 っ て 状 態 の 分 類 を 試 み て み よ う． 文 字 の 種 類

が 1、2，3， 4 の 4 種 類 ， 列 の 長 さ が 8 の 文字 列 を 考 え る． 事 象 系 X を こ の 8 個 の

文 字 列 の 一
っ と す る と

， 文 字 L2 ，3．4 の X に お け る 生 起 確 率 P ＝ ｛p1 ，p2 ，p

3 ， p4 ｝が 状 態 と な る． ま た ， 文 字列 X の 中 の 1，2，3，4 の 出 現 確 率 p1 ，p2 ，　p3

， 　 p4 を 大 き い 順 に 並 べ か え
，
　 P

’
＝ ｛p1 ， p2 ， p3 ． p4 ｝と す る ． こ の よ う に し

て 決 め た P
’
1こ 対 し て 、＜ 捕 題 3．1＞ よ り S （P ；8 ）＝ S （P

’
；ε ）と な る の で ， 状

態 P ； ｛P1 ，P2 ，P3 。Pq ｝（P1 ≧ P2 ≧ P3 ≧ pq ，
　 Pt ＋ P2 ＋ P3 ＋ P4 ＝ 1） の ε

一エ

ン ト ロ ピ ーを 計 算 す れ ば 十 分 で あ る． と こ ろ で ，
こ の 例 で は 二 っ の 状 態 の 距 離

ε は ， 　 2， 7／4 ，

… ， 1／2， 1／4， 0 と い う具 合 lt減 少 す る か ら ，
こ の モ デ ル で は，

最 も近 い 異 な る 状 態 間 の 距 離 は 1／4で あ る． 従 っ て ， e ＝ 1／4に 対 し て ，　 S （P ； ε

） （α （P ；ε ）は こ れ の 1／log4 倍 ） と β （P ；e ）を 計 算 し て み る と， そ の 結 果 は 次

の よ う に な る ．

状 態 ・ 　 ・（・） ・（・・1） β （P ・1）・ （P）

｛1，1，1，1’ 1・・8・31 ・1・・6 ・・8・782520

｛1、1，1、1｝ 1・32 ・91 ・・3・・ … 871168 ・

｛1，1，1・E｝ 1・T25550
・9743 ・… 6・ 112 ・

嚇 1，1｝ 1。213 ・ 。．9・・3 ・・742284 ・

儲 1，・｝ L ・822 。・8・1・ … 4・256 ・

｛1晶 1｝ 1… 35 … 356 ・・6・52336

｛
1
，　1，　！，　O｝ LD3970 ．72700 ．6992420
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｛1，1，1，・｝ ・．… 3 ・．6616 ・．・・9128 ・

｛1．1．1，・｝ … 0・… 562 ・ … 2・6
・
168

｛1，1．1．・｝ ・．7356 ・，3768 ・．512256

｛1．1、・，・｝ ・．6931 ・・38 ・4 ・．・48・ 7・

｛1．1．… ｝ ・・6616 ・・3236 ・・48 ・156

｛i，i，・，・｝・．・623 ・．・・35 ・・3・1928

｛1，1，・，・｝ ・．3768 　 ・ 　 。 ・

（注 ） 上 の π （P）は P と 同 型 な 確 率 分 布 の 個 数 ，
っ ま り， そ の 状 態 が P と な る よ

うな 文 字 列 の 個 数 で あ る．

　 β （P ； ε ）に つ い て 考 え て み よ う． β （P；1／4） の 大 小 関 係 は 上 の 表 か ら も分 か

る よ う に ， エ ン ト ロ ピ ー S （P ）と 同 じ順 序 を 持 っ て は い な い が
，

π （P） に 着 目

し て み る と
，

こ の 実 験 の 場 合 ，
π （P） 〉 π （P

’
）の と き は β （P；1／4）〉β （P

’
；1／4）

と い う 関 係 が 成 り 立 ち
，

さ ら に ， π （P）＝ π （P
’
）の と き に は エ ン ト ロ ピ ー の 大 き

い 状 態 の 方 が β の 値 も 大 き く な っ て い る． 従 っ て ， こ の β （P；1／の は 状 態 P の 複

雑 さ （多 様 さ｝の
一

面 を 表 す 量 と考 え られ ， 状 態 の 一
っ の 分 類 を 与 え る 指 標 に な

り う る と考 え られ る． な お ， e ＞ 正／4 の 場 合 ， 例 え ば ， ε
冨 1／2 の と き に は ，

〔3／4．1／8，1／8，0｝，｛3／4；1／4，0．0｝， ｛7／8，1／8，0，0｝の 3 つ の 状 態 P で β （P ；1／2）

＝ 0 と な っ て し ま い ， 状 態 の 分 類 は 不 可 能 に な る． こ の 結 果 ， β （P ； ε ） に 関 し

て は 最小 の ε で の み 状 態 の 分 類 が 可 能 の よ う で あ る ． 以 上 の 考 察 を ま と め る と ，

＜ 結 果 ＞ X ， Y を 文 字 種 4 ， 長 さ 8 の 文 字列 と し， 状 態 を 各 々 P ，　 Q ・と す る．

こ の と き ， 次 が 成 り 立 つ ：

（1） β （P ；1／4）〉 β （Q ；1／の ⇒ π （P ）≧ π （Q ＞．

（2）　π （P ）＝ π （Q ）， 　S （P ）〉 ．S （Q ）
「
⇒ β （P ；1／4）〉 β （Q ；1／4）．

　 さ ら に ， P と Q の エ ン ト ロ ピ 」 が 等 し い 場 合 を 考 え て み る と， 次 の 実 験 結 果

が 得 ら れ る． た だ し， 文 字種 m ＝ 4 を と し， 長 さ n を 19か ら 24 ま で 考 え る．

（m 三4，n ＝19 ）

・・｛孟．播，播． 孟｝

S（P）コ 　　　　　1．2470

β （P ；2／n ）＝ 0．8788

π 　（P）冨　　325909584

Q・｛謂，孟，路，孟｝

S（Q）； 　　　　　　1．2470

β （Q；2／n ）＝ 0．8628

π 　（Q）＝ 　　29099D700
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　　（m ＝ 4，n ≡ 20）

・・｛認．
須1， 盛 盂｝

　　　　　　　　　　　　　1．0889

　　　　　　　　　　　　　0．8558

　　　　　　　　　　 116396280

・・｛認，
頭1．話， 品｝

　　　 1．1059

　　　 0．8530

　 83140200

（m ＝ 4，n ≡ 21》

・・ ｛
歪1、   ，パ．

正P
　　　　　　　　　　　1．1537

　　　　　　　　　　　0．8658

　　　　　　　　581981400

（m ＝4，n呂22）

・・ 1 函1， 函1， 蛋1． 産
　　　　　　　　　　　1．1840

　　　　　　　　　　　0．8752

　　　　　　　 3200897700

（m＝4， n ＝ 23）

・・｛譱1， 遥， 盛 煮
　　　　　　　　　　　1．2025

　　　　　　　　　　　0．8825

　　　　　　 14724129000

｝

｝

Q ・ ｛垢，

Q・｛垢，

Q ・ ｛鬢．

Q・ ｛赫

Q ・ ｛髪1．

誌．垢、 話｝

　　　 1．0889

　　　 0．8381

　　52907400 　・

認．誌，
’

話｝

　　　 1．1059

　　　 0．8406

　　70543200

ガ1， 2｛． 正瑩｝

　　　 L1537

　　　 0．8545

　493802400

路，盡．路｝

　　　 1．1840

　　　 0．8647

2715913200

頭1， 歴1、藁｝

　　　　 1．2025

　　　　 0．8725

1249罫201000

（m ＝4 ， R ；24）

P− ｛舞，   ，着．調｝　Q＝｛鎚，羞，   ・諺｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T

　　　　　　　　　　　1．0594 　　　　　　　　　　　　　　　1．0594

　　　　　　　　　　　0．8682 　　　　　　　　　　　　　　0・8529

　　　　　　　 3926434512 　　　　　　　　　　　 1647455040

　　こ の ほ か の 多 くの 例 に 対 して ，
コ ン ピ ュ

ー タ実 験 を 行 っ た 結 果 か ら ， ま だ 解

析 的 な 証 明 は 得 られ て い な い が ， 次の こ とが 予 想 さ れ る ，

＜ 予 想 ＞ m 種 ，
n 列 の 文 字 列 の 状 態 P ， Qlc お い て ，

　 S （P ）＝ S （Q ）で あ る と き ，
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 「進化 の 力学へ の 場 の 理論的 ア プ ロ ーチ 」

　　 　　　 　　　 　 π （P ）〉 π （Q ）ぐ：⇒ β （P；2／．n ）〉 β （Q；2／n ）。

　 こ れ ら の 実 験 結 果 と 予 想 よ り ， 状 態 の フ ラ ク タ ル 次 元 α ， β は と も に エ ン ト

ロ ピ ー と そ の 変 化 の 仕 方 （順 序 関 係 ） が 異 な る の で
，

エ ン ト ロ ピ ー と は 違 っ た

意 味 で ， 系 の 複雑 さ を 表 す 量 で あ る と考 え ら れ る． エ ン ト ロ ピ ーで は 区別 で き

な い 状態 の 複 雑 さ を こ う い っ た フ ラ ク タ ル 次 元 で 解 析 で き る よ う に な れ ば
，

’
フ

ラ ク タ ル 理 論 は 有 用 で あ る か ど うか
”

と い う議論 に 情報理 論の 立 場 か ら
一

石 を 投

ず る こ と が で き る で あ ろ う．
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