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　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　 「パ ターン形成、運動及びその統計 」

20 ． 拡 散 に 支配 され た 、 2 次元 平面 上 に お け る 3 次元 粒 子 の 成 長

東 和大学 中央科 学研究 所　　徳　山 　道 　夫

§ 1 ．は じめ に

　 こ こ で は 、 2次元 平 面上 で 成 長 す る 3 次元 核 の 問 題 を統 計 力学的立 場 か ら議論 しよ

う
1 ｝

。 こ の 問題 は 、 電 気化学 の 広 い 分 野 で よ く出会 う もの で あ り、 そ の 研 究 に は 長 い

歴 史が あ る
2 ）

。 電 気 化 学 的核成 長 過 程 を簡単 に 述 べ る と次 の よ うで あ る 。 まず 、電 解 ・

溶液 の 中に お か れ た 電極 棒の 表面 に 核 が 電気 化学 的 に 生 成 され る 。 そ の 後 、 電解 溶液

中の 、 核 を構成 す る物 質 の イ オ ン が そ れ らの 核 に 向 か っ て 拡 散 、 対 流 また は 泳動 に よ っ

て 運 ば れ る。次 に 、 そ れ らの イ オ ン は 核 の 表面 で 放 電 され 核 に 蓄 積 され る。 こ の よ う

に して 核 は 成長 す る 。 こ の よ うな電 気 化 学 的 核 生 成 お よ び核 成 長 は 実験的 に は 非常 に

コ ン ト ロ ー
ル し や す い も の で 、他 の 分 野 の 同 じ問 題 よ り実験 的 に 研究 し易 い と い う利

点 を持 っ て い る 。 しか し本論 で は 、 拡散 に 支配 され た 核 成長 の 問題 に 話 を限 る の で 、

以 下 の 議論 は 分 野 に よ ら な い と考 え られ る 。

　核 の 成長 は 、 電流 の 時 間 変化 と して 観測 さ れ る 。 実際 、 平 均 電 流 了て1）は核 の 平均

体 積 の 単 時 間 当 た りの 変化 に 比例 し、 そ の 漸近 的振 る 舞 い は 、

　　　　丁石） 〜 　t レ 2
、 　 t ｛ τ 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

　　　　
’
了
一
（
’
1）　〜 　 t

− 1 ／ z
、　　t 　｝　r 、　　　　　　　　　　　　　　　　　

−
（2 ）

と な る こ とが 知 られ て い る
3 ）。 こ こ で τ は マ ク ロ な 特性時 間 で あ る 。 核 の 平 均 半径 を

＜R ＞（t）とす る と 、 式 （1），（2）に 対 応 し て

　　　　 〈R ＞（t）　− 　　t1
／2

、 　　 t　｛　τ 、 　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3 ）

　　　　 〈R ＞（t）　
−

　　t1
／ 6

、 　　 t　｝　τ 、 　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4 ）

が 求 ま る 。 時間 が 短 い と き は 、 核 は 近 くの イ オ ン の 拡散の み に よ っ て 、 それ ぞれ 独 立

に 成 長 す る と考 え られ る 。 そ れ で G ）， （3）式 は 拡散場 中 の
一

体核 の 成 長 の 問 題 と し て

理 解 され る
些

  しか し 、 時 間 が あ る程 度経 過す る と 、 そ れ ぞれ の 核 は 拡 散 場 を通 して

相 互 作用 を始 め 、 そ れ らの 成 長 は も はや 独 立 で は な くな る 。 こ の よ うに して 、 成 長が

抑 え られ （2）， （4）式が 得 られ る と考 え られ る
5
 

　簡単 な モ デ ル と し て 、 z ＝ 0 平 面 （xy 平 面 ）上 に N 個 の 半球核 が 空 間 的 に ラ ン ダ ム

に 分 布 し て い る 体系 を考 え る 。各 々 の 核 の 半径 は 初期 に ラ ン ダ ム に 分 布 して お り、 そ

の 中 心 座 標 は固 定 され て い る とす る 。 以 下 で は 簡 単 の た め に 、 核 は 初 期 に す で に 生 成

さ れ て い る と仮 定 し 、 途 中 で の 新 た な核 生 成 は 考 え な い 。 ま た 、 核 生 成 の メ カ ニ ズ ム

そ の もの も議論 しな い
。 従 っ て 、 核 の 個数 N は時 間的 に

一
定 で あ る 。 xy 平面 の 面 積 を

A 、 体 系 の 体積 を V と して 、 以 下 で は 核 の 数 密 度 n ＝・
　N ／A が 小 さ く、 核 の 平 均 半径
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　が 体 系 の 長 さ L − V ／A に 比 べ て 小 さ い 場 合

　　　 　　 n 　‘1 ， 　　　　〈R ＞／L 　｛i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5 ）

　 を議論 す る。

　　次 に 、 そ れ ぞ れ の 核 に 向 か っ て 運 ば れ る イ オ ン の 運 動 を考 え よ う 。

一
般 に 電極 反 応

　に お け る物 質移 動 は 拡 散 、対 流 お よ び泳 動 に よ っ て 行 わ れ る 。 拡散 は 濃度 場 に よ り 、

　泳 動 は 電 場 に よ り 、 対 流 は 速 度場 に よ っ て お こ る 物質 移 動 で あ る 。 こ こ で は 対 流 お よ

　び泳 動 の 影響 が 拡 散 に よ る もの に 比 べ て 無視 出 来 る よ う な 体系 を考 え る 。実際 、 泳 動

　の 影響 を除 きた い と きは 電解溶液 中 に NaCIO ， の よ うな支 持塩 を多量 に 投入 し て や れ ば

　よ い 。 ま た 、 対 流 の 影 響 を除 きた い と きは 、 条 件 c 。 ／p ． （1 を満 足す る よ う な系 を

　選 べ ば よ い
。

こ こ で C
． は イ オ ン の 表 面 濃度 、 ρ ．は 核 を構成 して い る物 質の モ ル 密度

　で あ る 。 イ オ ン の バ ル ク 濃度 を Cb とす る と 、 ほ とん どの 体 系 で は Cb ／p ．・’− 10
− 3 −

　IO
−

，
で あ り、 Max ［C 。｝・Cb で あ る か ら上 記 の 条 件 を満 た す 。従 っ て

、
こ の よ うな 体系

　で は イオ ン の 移 動 は 拡散 に よ っ て の み お こ る と み な せ る 。

　　考 え て い る 体系 に は 、
二 種類の 特性 の 長 さお よ び それ らに 対 応 す る特性時間 が 存在

　す る 。

一
つ は 、 核 の 平均 半径くR ＞と そ れ に 対 応 す る ミ ク ロ の 時 間 τ

。
．
＝＝＜R ＞

2
／ D で あ

　り、 他 は 、各核 間 の 相 関 距 離 （あ る い は 、遮蔽 距 離 ） a − i／2 π n 〈R ＞と マ ク ロ の

　時 間 τ
＝＝a2 ／D で あ る 。

こ の と き 、 （5）式 よ り L ｝ a 》〈R ＞で ある か ら

　　　　　髻 一 2 ・ ・R ＞
2n

− ・ ｛1 　 　 　 　 　 （6 ）

　と な り、 こ の 体 系 の 小 さ い パ ラ メ ー タ は 核の 表面 積比 ε で あ る と予想 され る。 また 同

　様 に
、 式（5）， （6）よ り核 の 体 積比 φも小 さい 。

　　　　　φ 一 4弄 ・R ・
〉 咢 一 2

ま晝
〉

〈P
・
〉 ・ 　 ｛1 　 （7 ）

　こ こ で ρ
＝R ／〈R ＞は核 の 相 対 半 径で あ る 。

　　 n → 0 （ε
→ 0 ） の 極 限 の 場 合 は 、 拡 散場 中の

一
体 核 の 成 長の 問 題 と し て 多 く の 人

　々 に よ っ て 議 論 され て い る
2 −4）

。 本論 で は 、 表 面積比 ε が 小 さ い けれ どゼ ロ で は な い

場 合 の 、 拡 散場 中 の 多 体 核 の 成長 の 問題 を考 え る 。 簡単 な モ デ ル か ら出発 して 、核 の

　間 に 働 〈拡 散 長 距 離 相 互 作 用 の 効 果 （多 体効果 ） を ε の オ ー ダー まで の 範 囲 で 組 織的

に 調 べ 、電 流 、 半 径 な どの 平 均 的 な時 間発展 の み な らず 、 そ の 周 りの 揺 ら ぎの 性 質 を

　も議論 で きる統 計力学 的 理 ta　1 ）
を提 案 す る 。 今 まで 、 こ の 分 野 の マ ク ロ の 揺 ら ぎ に 関

す る理 論的研究 は全 くな され て い な い 。 その 大 き な理 由 の
一

つ は 、揺 ら ぎの 大 き さ は

平均 運 動 の そ れ に 比 べ て 無視 で きる と 考 え られ て い た こ と に ある で あろ う 。 実際 、 揺

　ら ぎの 平 均 運動 に 対 す る 相対的 大 きさ は ε
ω 一2）

で あ り、 d ＞ 2 の と き小 さ い 。 しか

　し 、
マ ク ロ の 揺 ら ぎは 次 の 二 点 で 重 要 で あ る 。 第

一
に 、

マ ク ロ の 揺 らぎ は実験 に ょ っ

て 観測 され る。第二 に 、 マ ク ロ の 揺 ら ぎは核 の 半径 、空 間 座 標 に 関 す る初 期 の 熱的 な
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ノ イ ズ に よ る もの と 、 核 の 間 の 相 関相 互 作用 に よ っ て 励 起 され る非 熱 的 な もの の 二 種

類 存 在 し 、 特 に 相 関に よ る もの は 多 体 効果 と し て 間 接 的 に 平均運動 に 寄与 し 、 時 間 ス

ケ ー ル が τ 程 度 以 上 で は そ の 効 果 は 無 視 出来 な い 。

§ 2 ．核 の 成 長 速度 と電 流

　 イ オ ン の 移 動 は拡 散 に よ っ て の み 行 わ れ るの で 、時 刻 t
、 場 所 r で の イ オ ン の 濃度

を C （r ， の と す る と 、 そ れ は 次 の よ う な 拡散方 程 式 を満足 す る 。

　　　　畜 ・ （・
，
t） − D ▽

・ C （・ ，・） 　 　 　 　 　 （8 ）

こ こ で D は イ オ ン の 拡 散 係 数 で あ る。 境 界 条 件 と初 期 条 件 は 次 の よ う に 設定 さ れ る 。

　　 　　 r ＝ rl ， 　 　 　 　 t ＞ 0　 で は 　 C ＝ C ， ，

　　 　　 lri − ・ ・ ，　 　 t ＞ 0　 で は 　 C − C 。，　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9 ）

　　 　　 Irl ＞ 1riI 　 t ＝ 0　 で は 　 C ＝ Cb

こ こ で r ．− Xi ＋ Ri は原 点か ら i番 目の 核 の 表面 へ の 位 置 ベ ク トル で あ り、 Xi ・

（x ，．y ，，0）は原 点 か ら i 番 目の 核 の 中心 へ の 位 置 ベ ク トル 、　 R ， は i 番 目の 核 の 中心 か

らそ の 核 の 表 面 へ の 半 径 ベ ク トル で あ る 。

　 質量 保存 よ り、 核の 成 長 速 度 は 核 の 表 面 で の 拡 散流に 等 し い の で

　　　　・ ・蓋
4 π R

ぎ
（t）

s
− D … ∫・ ・ 1 （… ▽ ・ ＞ 1

，
　。＝

， 、

（1 ・）

が 成 り立 つ 。 こ こ で n ．は 単位 ベ ク トル 、 Ω ．は ベ ク トル Ri の 方 位 角 で あ る 。 従 っ て 、

（5）．（6）式 を解 い て （7）に 代 入 す る と 、 i 番 目の 核 の 半 径 R ，に 対 する 方 程 式が 求め ら

れ る 。 実 際 、 空 間 ス ケ ール が 9 程 度 以 上 、 時 間 ス ケ
ール が τ 程 度以 圭 の と き は 、 そ の

式 は 次 の よ う に な る 。

　　　　告 ・ ・（・）
2 ＝＝ 2Q ・ M ・（・）、　 　 　 　 　 （11 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t
　　 　　 M 、（t） ＝

　i　−
　4 π D Σ　∫dsgg （X ，

−Xj．t− s ）R 、（s ）M ，（s ）．　 （12 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j≠ io

こ こ で Q ＝ （C ，

− C 。）／p 。は 初期 の 過 飽和度 で あ り、 g 。 は 自 由 プ ロ パ ゲ ー
タ

ー
で

ge （x ， t）−exp （
− lxl2／4Dの／（4π Dt）

3 ／ z
で 与 え られ る 。 式 G2 ）の 第 一

項 は 1体核 か らの

効 果 で あ り、第 二 項 は 多 体 効果 で あ る 。 こ の よ うに して 、 式 （11）． （12）は 電流 へ の 多体

効果 を議論 する た め の 出発式 を与 え る 。

　　 電極棒 を流れ る 全電流 は

　　　　 1（t） 一 （ZFpm ）∫ i （r ， t）dr 　　　　　　　　　　　　　　　　　 （13 ）

　　　　・（… ） 一 曇 謎1 − ・・
一

・
’

） 　 　 （14 ・

で 与 え られ る 。 こ こ で Z は イオ ン の 原 子 価 、 F は電 子 1 モ ル の 電 荷 で あ る 。従 っ て 、
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　 核 の 半 篷 、 座 標に 関 す る初期 分布 を p 。（ ｛R ． （0），
X

， （0）｝）と し て 、 式 （14）を平 均 す

　 る と 平均電流 密度 は 次 の よ うに な る 。

　　　　　・7（F；D 　一 ・ （・）畜 ∫・R2 篝
R3NR

，… 　 　 　 （15 ）

　 こ こ で バ ーは 初 期 分 布 p 。 に つ い て の 平 均 を 表 す 。 N （R ，x ；の は核 の 粒 子 密 度 で あ り、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N
　　 　　　 N （R．x ；t） ＝

　Σ 　δ （R−Ri（t））δ （x −X 、（0））　　　　　　　　　　　　（16 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　董＝1

　 で 与 え られ る 。同様 に
、 電 流密 度 の 揺 ら ぎ δ i（r ， の は 、 そ の フ ー リ エ 変 換 を δ 1 、 （の

　 と す る と

　　　　　・ i ・ （・） 「 妾 ∫・R2
π

3R　
3

ψ（kR）・ N ・（・． ・） 　 　 q7 ）

　 で 与 え られ る 。
こ こ で δ N

、（R ，
t）は 密度 の 揺 ら ぎ δ N （R，x ；t）− N （R ，x ；の 一N （R，x ；t）

　 の フ
ー

リ エ 変換 で あ り 、 ψ （x ）−3（sinx
−
xcosx ）／x3 は 1 体核の 構 造 関 数 で あ る 。

　　　 式 （15）よ り平 均 電 流密度丁 石7 ）を計 算す る に は 、 歪体 核 の 分 布 関 数 NR ，x ；t の

　 時 間 発展 を議 論 すれ ば よ い
。 し か し 、 式 （12）の 多 体効果 の た め に そ の 時 間 発展 は 、多

　 体 分 布関数 に よ る こ と に な り 、 BBGKY の よ う な 階 層式 に な る 。 従 っ て
、 次 に 多体

　 分 布 関 数 を考 え よ う 。 m 個 の 核 の 確 率 分 布 関 数 を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　 　　　 fm（1，。・・．m ；t）　＝　n 　　θ（IXi−XjI
−R ，

−R ， ）N　1；t　．・ON 　m ；t　　　　　　　　（1　8 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i≠」

　 と定 義 し ょ う 。 こ こ で i −
（Ri

，
Xi ） は i 番 目の 核の 半径 と 位 置 ベ ク トル で あ る 。

　 こ の と き 、 式（18）は 規格 化条件

　　 　　　 ∫d（1）fl（1）　＝　N ，　　∫d（m ＋1）f．＋ 1（1，

・・
， m ＋1）　＝　Nfm（1，。・，m ）　　　　　　（1　9 ）

　 を満足 す る。 ま た 、 平均 半径 〈R＞（t）， 核 数密 度 n は

　　　　　くR＞（・）一 ∫dlllRll ・liit）
，　 n − 十 一 ∫d（11f・（1；t

　 （2 ・）

　 で 与 え られ る 。

　　 　　1体 分 布 f 、 （1）を 使 っ て 、核 の 粒 子 密 度 N （R ，x ；t）は Causal な部 分 と揺 ら い で い る

　 部 分 に 分 け る こ とが で き る ；

　　 　　　 N（1；t）＝ f、（1；t） ＋　δ N（1；t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21 ）

　 後 に 示 す よ う に 、

一
般 に 揺 ら ぎの ε 依 存性 と 平均 運動 の そ れ と は 異 な る の で 、 式 （21）

　 の 分 割 は 本 質 的 で あ る 。従 っ て 、式 （21）を式 （18）に 代 入 して 、 m 体 分布 関数 を 1体 分

　 布 関数 f1 と揺 ら ぎに よ る 相関関 数Gm と で か く こ と が で き る 。 実際 、
　 Urse11 −Mayer の

　 方 法 に 従 っ て f．を書 き直 す と

　　　　　 f2（1，2）　＝ 　f 毘 （1）fl（2）　＋ Gz （1，2）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 「パ ター
ン 形成 、 運動及び そ の 統計」

　　　　 f3（1，2 ，3）　＝　f 、（1）f 、（2）f 、（3）　＋　（1＋P ， 2 ＋P 量 3 ）f 、（1）Gz （2，3）　＋　G ， （1　．
−2 ，3）

　　　　 ●。　・　。．●・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（22 ）

と な る 。 こ こ で Pilは i と j との 交換 演 算 子 で あ る 。 ま た 、揺 ら ぎ は 相 関 関 数 Gz よ り

も
一

般 に 揺 ら ぎの 2 剰平均 （variance ）

　　　　 X （i，2） ＝　δNl ；t 　δ N2 ；t 　＝　δ （1−2） ＋ G2 （1，2；t）　　　　　　　（23 ）

に よ っ て 記述 さ れ る 。

　 　 こ の よ う に
一般 に 、多体 分 布 関 数 は 1体 分布 関 数 と相 関 関 数 に よ っ て 書 くこ と

が 出 来 る の で
、 電 流 を求 め る に は 1体分 布関数 NR ，x ；t の 時 間 発 展 の み な ら ず揺 ら

ぎ δ N （即 ち 、 x （L2 ）） の そ れ も議論 し 、 適 当 な 手段 で 階 層式 をカ ッ トす る必 要が

あ る 。 こ れ は ス ケ ー リ ン グ展 開 法 に よ り組織的 に 行わ れ る 。次 に そ れ を簡単 に 示 そ う 。

§ 3 ． ス ケ
ー

リ ン グ展 開 法 に よる 時空 の 粗 視 化

　　 こ こ で 考 え て い る体系 に は 、 時 空 ス ケ
ー ル （〈R＞，τ 。 ）に よ っ て 特 徴 づ け られ る

ミ ク ロ の プ ロ セ ス と時 空 ス ケ
ー

ル （a ，
r ）に よ っ て 特 徴 づ け られ る マ ク ロ の プ ロ セ ス

の 二 種類 が あ り 、 階層構造 を な し て い る 。 1体 分布 に 対 す る 方程 式 は
一

般 に 核 の 間 の

長距 離相関 の た め に 多体 分布 を含 む 階 層方 程 式 に な る。我 々 は 、
マ ク ロ の プ ロ セ ス の

み に 着 冒 して い る の で 適 当 な 手段 で ミ ク ロ の 情報 を消去 し 、
こ の 鎖 を断 ち切 り 、

マ ク

ロ に 固 有 な方程 式（1体分 布 に 対す る 閉 じた 式）を導 く必 要が あ る 。 こ の た め に は 、適

当 な小 さ い パ ラ メ ータ と 1体 分 布の 揺 ら ぎの 相対 的 な 大 き さ 1δ N ／Nl に よ る組 織的

な展 開が 必 要 で あ る 。 次 に 示 す よ うに 、 こ れ は ス ケ ー リ ン グ 展 開法 に よ り実行 され 、

ミ ク ロ の プ ロ セ ス か ら マ ク ロ の プ ロ セ ス が 組 織的 に 抜 き出 さ れ る 。

　　 二 つ の 時 空 ス ケ ール の 大 小 関 係 は a ｝〈R＞， τ ｝ τ 。 で あ るか ら 、 次 の よ うな ス

ケ
ール 変換 を導入 し、 そ の 違 い を は っ き り と表 そ う。

　 　 　 　 E 　 → 　Sa ，　 r 　 → 　 Se τ ， 　 ε 　 → 　S
−

！
E 　 　 　 　 　 　 （24 ）

こ こ で S は S 》 1 を満 足 す る無次 元 の パ ラ メ ータ で あ る 。 た だ し 、 （＜R＞，τ 。 ）お よび

D や p 。の よ う な す べ て の ミク ロ の 物 質 定 数 は 上 記 の ス ケ
ール 変 換 に 関 して 不 変 で あ

る とす る 。
マ ク ロ の 時 間 指数 θ は 、 τ

＝a2 ／D の 関 係 よ り θ 一 2 で 与 え られ る 。従 っ

て 、 着 目 し て い る マ ク ロ の 時 空 ス ケ
ール は

　　　　 r 　→ 　Sr ， 　 t 　 → 　S2t 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （25 ）

と ス ケ ール され る 。 こ れ は 時空 の 粗視 化 を与 え る 。同様 に
、 他 の マ ク ロ の パ ラ メ ー タ

は ス ケ
ー

ル 変換 （24）の 下 で

　　 N → SN ，　 A → Sd
一

星 A ，　 V → SdV ，　 n → S
一

重
n （26 ）

とな り、 こ れ は 熱 力 学 的極 限 に 対 応 す る 。 また 、式 （1正）の 両 辺 を r で 積 分 す る と、次

の よ うな保 存則 が 得 られ る 。

　　　　 φ（t） ＋ △ （t） − Q 　 　 　 　 　 　 　 　 （27 ）
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　 こ こ で △ （t）・ 「而 一C ， 1／p 。 は 時刻 t で の 過飽 和 度 で あ り、
τ 召｝ V

一
蒼

∫drC （r
， の

　 で あ る 。従 っ て 、 ス ケ ール 変換 を使 っ て

　　 　　　 Q → S
”2Q

， 　φ → S
− 2

φ， △ → S
− z

△ 　 　 （28 ）

　 を得 る 。

　　 同 様 に 、式（18），（19）の ス ケ
ー

リ ン グに よ り 1体 分 布 関数 は

　　 　　 f 、（R ，x ；の ・
ε f（R ，

　 x ／e ， t／τ ）

の よ うに ス ケ ール さ れ る 。 ま た 、 揺 ら ぎの 大 き さ を 表す 指数 を γ と す る と

　　　　 δ N（R，x ；t）　；　ε
T

　δ N（R，　x ／¢ 　，
　t／τ ）

　　 　　 z （1，2；t） ＝
ε

2 「 x （R 、 ．R， ，　 x 、／a ，x 、／a ．t〆τ ）

と書 く こ とが で きる 。

（29 ）

（30 ）

（31 ）

　　 次 に 、 指 数 γ を求 め よ う。我 々 が 着 目 し て い る体 系 で は、空 間 ス ケ
ー

ル が ¢ 程

度 の 長 距 離 相 互作 用 の み が 重要 で あ り、核 間 の 空 間 的 相関 は そ れ に 基 づ い て い る 。従 っ

て 、 m 体の 相 関関数 G 旧 の 指数 を v （の と す る と

　　　　Gm （1，・・．m ；t） ；　ε
v （m ｝δ二（R 匚 t

・●
，
Rm

，
　 x 、／2 ，

・・
， Xm ／9 ， t／τ ）　　　（32 ）

と書 け る 。 表 面 積◎
d ”t

の ま わ りで 、 m 体分 布 f． を x 、
・・Xm に 関 して 積分 す る と

∫d（1）・ ・ ∫d（2）f。〜（nad
− 1

）
m

で あ る 。 ま た 、 相関 G跚は ¢ よ り短 い 相 対距 離 に 対

し て の み ゼ ロ で は な い の で 、 同 様 に して ∫d（1）・・∫d（2） G。〜 na

’
d 一璽

で あ る 。 それ で

Gm〜 frn（na 　
d − 1

）
一（m −

　
1 ）

　− n9
− （d ’D 〔m − 1）

と な る 。 こ れ よ り指数 は

　　 　　 v （m ）　；　（皿
一1）（d−1）　＋　1、　　　γ　＝　v （2）／2　＝　d／2　　　　　　　　　　　　　（3　3 ）

と求 ま る 。 従 っ て 、 揺 ら ぎの 平均運 動 に 対 す る相 対 的 な 大 き さは

　　 　　 ｝δ N／flIz　　〜　　1γ ／f旦

21
　　〜　　　ε

d −2

　　 　　 1G，／f、

21
　　〜　　IG，／flG21 　

〜
　　ε

d 『2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35 ）

で 与 え られ る の で 、 d ＞ 2 の と き揺 ら ぎは 平 均 運 動 に 比 べ て 小 さ い こ とが 分 か る 。

　　 こ の よ うに して 、
ス ケ

ー
リ ン グ展 開 法 は ス モ ー

ル ・パ ラ メ
ー

タ ε に よ っ て 時空

ス ケ ー ル お よ び マ ク ロ の 物理 量 を 自己 矛盾 な く同時 に 展 開 す る 組織的 方法 を与 え る こ

とが 理 解 され る で あ ろ う 。 次 に 、 ε （即 ち 、 S
”1

）展 開 に よ っ て 得 られ た 主 な 結果 を示 す 。

§ 4 ．平均 電 流 と そ の 揺 ら ぎ

　　 平 均 運 動 と揺 ら ぎに 対 す る 長距 離空 間相 互作用 の 効果 を別 々 に 議論 し よ う 。

（詳細 は 文献 1 を参 照）

［1 ］平均 運 動

　　 まず 、 1体 分 布 関 数 に 対 す る方 程式 を議論 す る 。 1体分 布 関数 fLに 対 す る方 程

式 は 、 式（ll）を使 っ て 書 き表 す と 、
　 BBGKY の よ うな 階層式 に な る 。 そ れ らの 式 に ス ケ

ー

リ ン グ を適用 して S
− 1

で 展 開 し 、 S
− 1

（即 ち、 ε ）の オ
ー ダー まで 求め る と 、 時 空 ス
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 「ざタ
ー

ン 形成、運動 及びそ の 統計」

ヶ 一 ル （r 》 a ，t ｝ τ ）で は 1体分 布関数 に 対 す る式 は Fokker−Planck型方 程 式

轟 ・、（・，… ） ・ QD ・ ω 煮 吉｛
−1 ・ ・ ［・ （P ） ・ A （P ）］｝・1 （36 ）

と な る 。 こ こ で v （p ）は 長 距 離 空 間 相互 作 用 の 静 的 （遮蔽 ）効 果 を表 し

　　 　　 v （P ）＝
μ 2

− P 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （37 ）

で 与 え られ る 。 A （p ）は 長距離空 間 相互 作用 の 動的 （相 関或 は 揺 ら ぎ）効果 を表 し

　　　　A （・ ）− R ・ 告 轟 ナ
で 与 え られ る。 また 、 μ ．・〈p 囗

〉は n 次 の モ ー
メ ン トを表 し 、 λ 、 κ は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　 λ（t） ＝ 1 −
n （4 π D ）

1／ 2
∫ds（t− s ）

− 1／ z
＜R＞（s ）A （s ）　　

曾

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 O
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　 κ （ε ）　＝　ε　∫dx　jo（x ）1n［（x ＋2 ε ）／2　E ］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0

（38 ）

（39 ）

（40 ）

で 与 え ら れ る 。 こ こ で 式 （36）よ り展 開 パ ラ メ ー
タ は 面 積比 ε で は な く、 二 次 元 の 効果

を含 む パ ラ メ ー タ κ で あ る こ と が 分 か る 。

　　 長距 離 相互 作用 の 効 果 は 、 κ
゜

の オ
ー ダーで は 、 式（39）の 第二 項 （遮蔽 効果 ）に

現れ る（こ こ で 第
一

項 は
一

体 効果 で あ る）。　 κ の オ ー ダー
で は 、 そ れ は 遮蔽 効果 v と

相関効 果 A の 二 種 類あ り、 そ れ らの 補正 項 が 重要 に な るの は 、 時 間 ス ケ
ー

ル が τ
’・

τ ／κ の オ
ー ダ ー

に な る と き で あ る。

　　 式 （15），（36）よ り平 均電 流 は

　　　　T てτ）＝（AZFpm ）（2 π nQD ）A （t）〈R＞（t）　　　　　　　　　 （41 ）

で 与 え られ る 。 また 、 核 の 成 長 則 も同 様 に

　　　　ぜτ
・R … 3QD ・ （t）・R ・（・）　 　 　 　 　 （42 ）

で 与 え られ る 。

　　 こ の よ うに 、 式（36）の 解 に よ っ て す べ て 求め られ る 事 が 分 か る 。 しか し 、 式 （36）

は 解 析的 に は 解 け な い の で 、現 在数値 計算 を実行中 で あ る 。 それ で 、 こ こ で は時 間 の

ス ケ
ー ル が 短 い 場 合 （t ｛τ ） と長 い 場 合 （ゆ r ） の 二 通 り を考 え 、 それ らの 特 殊

解 を f、（R．x ；t）・（n／〈R＞）F （p ）と お い て 、
　 F （p ）の 漸近解 の み を議論 し ょ う 。

（A ）　 t ｛τ の と き

　　 こ の 場 合 は
、

オ ー ダー
κ

゜
の 遮蔽効 果 も オ ー ダー

κ の 補 正 項 も重 要 で な い の で
、

　　 λ　−1と な り、 式 （36）よ り漸 近 解 は

　　　 　　 F （p ） ＝ δ （p − i）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （43 ）

　　 と な る。従 っ て 、

　　　　　 丁
一
てτ） ＝

π （pmZNF ）（2QD ）
3 ／ 2

ヒ
1 ／ z

　　　　　　　　 （44 ）
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　　　　　 ＜R ＞（t） 二 （2QDt ）
1／ z

　 　 とな り 、 式 （1）， （3）の 時 間 指 数 と
一

致 す る 。

（B ）　 t 》 τ の と き

　 　 こ の 場 合 は 、 補 正 項 が 重 要 と な り 、 式 （36）の 漸 近 解 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Pexp 卜（P2 　−　b）z
／4a］

　 　　 　 　　 F （P ） ＝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　 　　 　 　　 　　 　 　　 　∫dPPexp ［
一
（P2 　

−
　b）2

／4a］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0

（45 ）

（46 ）

　　 　 とな る。 こ こ で a ＝κ （Pt　 z μ 3／μ 一1），
　 b＝μ 3 （1一μ 2 κ ）で ある 。　 t ｝ r の と き 、

　　 　 λ　・− Oで あ る の で 、平 均 電 流 お よ び平 均 半径 は

　　　　　　　「「（D ；（AZFQRm ）（D ／π t ）
1 ／ 2

　　　　　　　　　　　（47 ）

　　 　　 　 　　〈R ＞ ；（9／m32 ）
1 ／ 6

（t ／to ）
1／ 5

　　　　　　　　　　　　 （48 ）

　　 　 と な り、式 （2），（4）の 時 間指数 と
一

致 す る 。

　　 こ の よ うに 、 0 次 の 多 体 効果 （遮 蔽 効 果 ）は 平 均 電 流 の 時 間 指 数 を 1／2か ら一1／2に

変 え る が 、

一
次 の 多 体 効果（補正 項 ）は そ れ に は 寄与 せ ず、 モ ー メ ン トを通 して そ の 係

数 に 影響 を及 ぼ すの み で ある 。 中間 の 時聞 ス ケ
ール で 補正 項が ど の 程度寄 与す る か は

現在計算 中 で あ る 。

［2 ］揺 ら ぎ

　 　 式 （35）に 見 られ る よ うに 、揺 ら ぎ は平 均 運 動 に 比 べ て 小 さ い 。 しか し 、 そ れ は

電 流密 度相関
一
MrT57 に よ っ て 実験的 に 観測 で き る の で 重 要 で あ る 。 次 に そ れ を議

論 し よ う。

　 　 1体分 布 と同 様 に 、 variance 　x （1，2）に 対 す る 式 も階層 式 に な る 。 式（36）の 導 出

の 場 合 と同様 に 、 それ らの 式 に ス ケ ー リ ン グ を適用 し て S
’i

の オ ー ダ ー まで 求 め る と、

x （1，2）の フ
ー

リ エ 変換 を xk （R ， ，R ， ；t）と して

蓋 ・ ・（・・ ，・… ）− QDA （1・P ・・ ）轟 、 吉、

｛− Mq （・ ・）x

　　 　　 　 　　 　　 f　κ 　∫dρ 3 ［Vr （p2 ， p3 ）　＋　Ar （p2 ，p3 ）］Zk （R， ，R1 ；t）

　　　　　　　　　 ＋ Eq （p2 ． p 璽；F ）｝　　　　　　　　　　　　　　　 （49 ）

が 求 ま る 。 こ こ で q ＝a （k ．

2
＋k ．

2
）

1 ／ 2
で あ り、 遮蔽演 算子 Mg は

　　　　Mg （p2 ） ＝ 1 − ［F （p2 ）／（q＋1）］∫dp3p3P3z 　　　 　　　 　　 （50 ）

で 与 え られ る 。 （50）式 の 第 二 項 は 0 次 の オ ー ダ ーの 遮蔽効．果 で あ る 。 v
，
は

一
次 の オ

ー ダーの 遮 蔽効果 で
、 （37）式 の v に 対 応 す る も の で

　　 vg （p2 ，p3 ）＝ （μ z
− p3 ）［δ （p2 − p3 ）

− p3F （p2 ）／（q ＋1）1　　　 （51 ）

で あ る 。 A 。 は
一

次の オ ー ダーの 相関効果 で
、 （38）式 の A に 対応 す る もの で
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　　・ ・ （P ・ ・P ・ ） ・ ［P ・

’一
先 ÷， ∂

∂

。 ，

［・（P ・

− P ・ ）
一
　 ・ ・ F （P ・）／（・・D ］

　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　 （52 ）

で あ る 。 E ， （p2 ， p1 ；F ）は 核 間 の 相 関 に よ っ て 励 起 され るnoise に よ る source 　 term

を表す（詳細 は 文献 1 の 式 （3．41）参照 ）。

　　 式（i7），（49）よ り 、 電 流 密 度 の 相 関 関 数 は 次 の よ うに 求 まる。

　　　　
’
S
−
fii（｛」57＝　ε （QD λ）

2B
（κ ）II（p ．q ；κ ）

こ こ で p　・k〈R ＞で あ り 、
ス ケ ール さ れ た 相 関関数 n （p ．q ；κ ）は

　 　 　 幽　　　｝

　　　　fi（p ，q ；κ ）　＝　［2 π 〆B（κ ）］［ho（p ，q ；rc ）　十　κ h 且（p ，q ；κ ）］

　　　　he（P ．q ；κ ）　＝ 　γ 22 　−　3丁 匹 lYz 】／（q＋1）　＋　2μ 2Ts 旦

2
／（q ｛i）z

　 　　　　 　　　　 十　＃ 2 γ 112q ／（qfl ）
3

h1（P ， q ；κ ）　三　j 民（P）｛1　＋　」2 （P ）「rol2 　一　γ Hz ／（q＋晝）
2
］｝q／（q ＋1）

　　　　h （P ）一（2／3）r 。 1 【（μ ，／！t −
、） （6r ， 、 ＋ 〈〆 ψ〉）

一ψ
5
ψ〉］

　　　 　j2（P ）　＝　（3／4）（3tl　2 ／11＿1　 一　μ 3 ）／j　l （P ）

　　　 　 Tm ” （P ）　＝　〈Pm ［sin （PP ）／（PP ）］
π
〉

で 与 え られ る 。 B （κ ） は

　　　 　 B （κ ） ＝ ∫dp（ho・＋ κ h ，）

（53 ）

（54 ）

（55 ）

（56 ）

（57 ）

（58 ）

（59 ）

（60 ）

を満足 す る 規 格化 定数で ある 。 h
。項 は 初期 の 揺 ら ぎに 関係 した 項 で あ り、 分 布 関数 F

を通 して κ に 依 存 す る 。 h 、 項 は source 　 term　E ， に 関係 した 補 正 項 で あ る ．

　　 平 均 運 動 に 対 す る漸近解 （A）， （B）を使 っ て 、

　　　　nv −

｛：．、
　 lll∵：　　　 ・61 ）

を得 る 』 ま た 、 電流密　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　 図 1

度 相 関而 ア の 波 数

k は 二 種類 の 長 さくR ＞，

a に よ つ て ス ケ ー ル さ

れ る 事 が 分か る 。 従 っ

て
、

ス ケ ニ ル され た 相

関 関 数 fi（p 、q ；κ ）は 二

つ の 変数 p ．q の 関 数で あ

り、 k の 大 小 に よ っ て

そ の 漸近的振 る 舞 い が

異 な る 。 実際 、 式 （54）
よ り

匸
＝

tt ●，　 　　　 ■．●t 　　　　 　 2L ”書　　　　 　 ，．，■　　　　 　 咽．●■ 曝・．・　　 　
陰・tl 　 　　

電・卩曹　　 　 1・・ 巳　 　　 ，・．●　　 　 1巳・畢」

田 ｝

tA，

1．，．　　臥 冨．　　，．閃　　．．｝曹
　 　　　　 　　　　

’’
”　

曁’四
　

’”°

　
’’”

　
日−脚

　
’’’”
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II（P ．q ；κ ）

と な る 。 図 1 ，2に
、 漸

近解 （46）を使 っ て 、 関

数 rl（p ，q ；κ ）を p に 対

して 示 す 。図 1 で は 、

パ ラ メ ー タ は Q ＝ O．Ol，

t＝10t。 ， p 。

＝Oと 設 定 さ

れ て い る 。 た だ し 、

t 。 は マ ク ロ の 時 間 で t 。

＝ （2Q／π ）
1／ 2

／4 π nQD で

ある 。 補正 項 h 夏 を含 ま

な い 場 合 が （A）で あ り ，

補正 項 を含 む 場 合 が

（B）で あ る 。 図 2で は 、

パ ラ メ ー タ は t；10to ，

p 。＝0で あ り 、 Q＝O．005，

OOI の 二 つ の 場 合 の 、．

　　　 q ， 　for　 p ｛q ｛1
一

じ，

，　　　 　　　｛or 　p ｝　q ｝　1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　図 2

匚

（62）

P

補正 項 を 含む 相 関 関 数 R （p ．q ；κ ）の Q 依 存 性 を示 す 。

§ 5 ． ま とめ

　　 本論 で は 、 核 の 間に 働 く長 距離空 間相 互 作用 の 、 核成 長 お よ び 電 流 へ の 効 果 を統

計 力学的 観点 か ら きち ん と議論 した 。 ス ケ
ー

リ ン グ展 開法 を使 っ て 、 S
− 1

の オ ー ダー

ま で 求 め て ，
一一

体分 布 関数 に 対 し て Fokker −Pianck 型 の 非 線形 方 程式 を導 き 、 着 目 し

て い る 体系の 小 さ な パ ラ メ
ー

タ は 、 最 初 に 提案 した 面積比 ε で は な く 、 二 次元 性 の 影

響が 加 わ っ た 小 さ な パ ラ メ ータ κ で あ る こ と を示 し た （式 （40）参照 ）。 こ の よ うに して 、

長 距 離 空 間 相 互 作 用 は κ の 0 次 の オ ー ダ ーで は 、 遮蔽 効 果 と して 、 平均 電 流 の 時 間指

数 を1／2か ら一1／2に 、 平 均 半径の それ を 1／2か ら1／6に 変 え る 役割 を果 す事 を示 し た 。

κ の 五次の オ ー ダーで は 、 そ れ は 静的 な 遮 蔽効果 v と動的 な 相 関効果 の 二 種 類 の 寄 与

が あ る 事 を示 し 、 そ れ らは 平均 電 流 や 平 均 半径 の 時 間 指数 に は 影響 せ ず 、 そ れ ら の 係

数 を定量的 に 変 え る 役割 の み を演 じる こ と を示 した 。

　　 平 均 運動 の ま わ りの 揺 ら ぎも組織的 に 議論 し、
一

体分 布 関数 に 対 す る揺 ら ぎの

二 乗 平均（variance ）に 対 する 、
　 source 　 term を もつ 線 形 方 程 式 を導 き 、

二 種類 の マ ク

ロ の 揺 ら ぎ （初 期 の 熱的 な揺 ら ぎ と核 の 間 の 相 関 に よ っ て 励 起 され る非 熱的 な 揺 らぎ）
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が 存在 す る こ とを示 した 。 また 、 電 流 密 度 の 二 乗 平 均 を計 算 し、 そ の 波 数 は 二 つ の 長：

さ （〈R ＞， 9 ） に よ っ て ス ケ ール さ れ る こ と を示 し 、 波数 の 大 小 に よ るそ の 漸 近 的 振 ．

る 舞 い が 全 く異 な る こ とを示 した 。

　　 式 （36）．（49）．（53）は κ の オ ー ダ ーまで に お い て は 正 確 な 式 で あ る 。 式 （36）か ら

平 均 電 流 が 計 算 で き 、 ま た 、 式（53）に 式（36）の 結果 を使 っ て 電流密 度相 関 が 求 め られ

る 。 しか し 、 式 （36）は
一

般 に 解析的 に は 解 け な い 。平均 電流 に 関 し て は 沢 山 の 実験

結 果 が あ り 、 そ れ ら と現 理論 の 結果 と を比 較 する た め に 、 現 在 、 式 （36）を 数値計算 に

よ っ て 計算 中で あ り、 また 、 出 発式（ll）の シ ミ ュ レ ー シ ョ ン も同時 に 遂行 中で ある 。

一
方 、電 流 の 揺 ら ぎに 関 す る 実 験 は あ ま り多 くな い

。 理 論 で 予 想 され た 電 流 の 揺 らぎ

は N
’熱 的 な雑 音 で は な く、 そ れ よ りも十 分 に 大 き く観測 され る もの と 思 わ れ る 。 こ れ

か らの 実験 が 望 まれ る 。
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