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　 量 子 力学 は 、 プ ラ ン ク 定 数 ゼ ロ の 極 限 で 古 典 力学 に 移 行 す る と い う対 応 原 理 の 要

請 を 基 に し て っ く ら れ 、 現 実 の 微 視 的 ス ケ ー ル の さ ま ざ まな 物 理 現 象 を 見 事 に 記 述

して き た 。 し か し 、そ の 対 応 原 理 の 対 象 と な っ た 古 典 力学 系 は 、 可 積 分 系 （ハ ミ ル ト

ン 系 の 場 合 、 自由度 個 の 保 存量 が 存 在 し、 す べ て の 軌道 は 規 則 的 な 運 動 を 行 う ） で

あ り 、 対 称 性 の 高 い 極 め て 限 られ た 場 合 で しか な い 。 現 実 に 最 も あ り ふ れ て い る 非

可 積 分 系 の 対 応 原 理 が 、 古 典 カ オ ス の 存 在 に よ り 、 さ ほ ど 自明 な こ と で は な く 、 実

際 に い く っ か の 局 面 で 、 素 朴 な 対 応 原 理 の 破 綻 が 指摘 さ れ て い る 。 で は 、 現 実 に は

最 も あ り ふ れ て い る 非 可 積 分 系 （こ の 場 合 の 非 可 積分 と は 、 古 典 力 学 の 意 味 ） の 定

常状 態 、 動 力学 的 側 面 に は 、 ど の よ うな 問 題 が あ ら わ れ る で あ ろ うか 。
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　 そ もそ も 、 軌道 の 存 在 しな い 量子 力学 に 、 古典系 の カ オ ス の 定 義 を そ の ま ま 適 用

で き な い の は 言 うま で も な い
。 そ れ 以 前 に 、 線形 の ダ イ ナ ミ ク ス で あ る シ ュ レ デ ィ

ン ガ ー 方程 式 か ら 、 古 典 カ オ ス 的 な 不 安 定 性 を 生 ず る は ず が な く 、 故 に 、 量 子力学

に は カ オ ス は 存 在 し な い と い う主 張 が た び た び な さ れ る 。 確 か に 、 系 が 離 散 的 な ス

ペ ク ト ル しか も た ず 、 状 態 の 時 間 発 展 が 準 周 期 的 な 場 合 に は 、 古 典 系 の 指 数 関 数 的

不 安 定 性 は あ らわ れ な い 。 しか し 、 そ の 議 論 に は 、 系 の 固有状 態 に 関 す る情 報 が す

べ て 既 知 で あ る とい う大 事 な 前提 が あ り 、

一 般 に カ オ ス 系 の 固有関 数 、 固有 エ ネ ル

ギ ー は 対 応 す る 古 典 系 の 複 雑 さ を 反 映 し て 、 可 積 分 系 と の 本 質 的 な 差 異 が 期 待 で き

る し 、 ま た 、 果 た して 系 が 離 散 的 な ス ペ ク ト ル を も っ の か 否 か 、 と い う問 い こ そ が 、

重 大 な 問題 で あ る と い う の が 最近 φ知 見 で あ る 。

定 常 状 態 の 問題

　 定常 状 態 に 関 す る 第
一

の 問 題 は
、 非 可 積 分 系 の 量 子化 条 件 で あ ろ う。 固 有状 態

の 古 典 的 な 対応 物 を 位相 空 間 の 不 変集 合 と考 え る の は 自然 で あ るが 、 問 題 は ど の 不

変集 合 が 量 子化 さ れ て い る か 、 そ れ が 系 の 可 積 分性 を ど う反 映 す る か 、 で あ る 。 可

積分 系 で の 古典 量 子 化 は 、一 次 元 で は 、 有 名 な Bohr−Sommerfeldの 量 子 化 、 多 次 元

で は 、 そ の 拡 張 と して の Einstein−Brillouin−Kellerの 量 子 化 法 に よ っ て 、 自由度 個 の

断熱不 変量 を 量 子 化 す る こ と か ら与 え ら れ 、 各 固 有 状 態 は 古 典 的 な トー ラ ス と 1 対

1 の 対 応 が っ く
3

。 しか し 、 非 可 積分 系 で は 、 トー ラ ス が 崩壊 し 、 保 存 量 を 前 提 と

し た EBK 量 子化 は 破綻 す る 。

一 方 、 系 の 可 積 分 性 を 問わ ず 存 在 す る 周 期 軌道 す べ

て が 、 constructive に 干 渉す る 結 果 と して 系 の 固 有 エ ネ ル ギ ー が 得 られ る と す る の

が Gutzwillerの 周 期 軌 道 量 子 化 で あ る 。 そ こ で は 、

一
っ の 固 有 状 態 を 一

っ の トー
ラ
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ス と 対 応 さ せ る と い う単 純 な 描像 は 消え 去 り、 す べ て の 周 期軌 道 と す べ て の 固有 値

の 対 応 と い う全 くち が っ た 描 像が 姿 を 現わ す  そ の 周 期軌道 量子化 法 も 、 カ オ ス 系

の 周 期軌 道 の 長 さ に 対 す る 分 布則 （す な わ ち 、 周 期 軌道 の 長 さ T に 対 して そ の 数 が

N （T ）〜 e妬
7
／T で 増 加 す る こ と ） よ り 、 周 期 軌 道 和 自 身 が 収 束 しな い と い う原 理

的 な 問題 点 に 加 え て 、 実 際 の 周 期 軌 道 の 数 え 上 げ が 困 難 な こ と か ら 、 具 体 的 な 適 用

例 は 少 な い
。 し か し 、 そ の 分 布則 に こ そ 、 カ オ ス 系 の 本 質 が 集約 さ れ て お り 、 そ れ

が 固 有 エ ネ ル ギ ー の い か な る性 質 とな っ て 現 れ る か を 知 るこ と は 重 要 で あ る 。 特 に 、

周 期 軌道和 か ら 、

一
つ

一
つ の 固有状 態 の 情 報 を い か に 抽 出す る か は 、 非 可 積分系 の

固 有状 態 に お け る 量子 古典対応 の 詳細 を 知 る上 で 避 け る こ と の で き な い こ とで あ る 。

　 　と こ ろ で 、 非 可 積 分 系 の 固 有 値 列 は 、 トー
ラ ス 量 子 化 が 不 可 能 な こ と か ら 、 非

常 に 乱雑 な 並 び 方 を す る 。 　 し か し 、 有 限 時 間 で 古 典 系 の 軌 道 が カ オ ス で あ る か 否

か を 厳 密 に 判 定 す る の は 原 理 的 に は不 可 能 で あ る の と 同 様 、 有 限 個 の 固 有 値 列 の 不

規 則 性 の 程 度 か ら 、 非可 積分 系 の 固有 エ ネ ル ギ ー を特徴 づ け す る こ と は 一
般 に 難 し

い
。 そ こ で

、 何 らか の 漸 近 的 振舞 い か ら可 積分 系 と非 可 積 分系 の 固有値 列 の 姓 質 を

峻 別 しよ う と い う考 え 方 が 生 ま れ る 。 例 え ば 、 多 くの 人 た ち に よ っ て 調 べ られ て い

る レ ベ ル 統 計 が そ れ で あ る 。 中で も 問題 に さ れ る こ と の 多 い 最 近 接 レ ベ ル 分 布 に 対

し て 、 可積分 系 の ボ ア ッ ソ ン 分布 、
エ ネ ル ギ ー以 外 に 良 い 量子 数 の 存 在 しな い カ オ

ス 系 の ウ ィ グ ナ ー分 布 は 、 そ れ ぞ れ の 固 有 値 列 の 示 す 普 遍 則 と し て 信 じ ら れ て い る

5
。 ま た 、 そ れ に 対 す る ハ ミル ト ニ ア ン 行列 の ア ン サ ン ブ ル を 用 い た 理 論 的 説 明 も試

み ら れ て い る 。 と こ ろ が 、
こ の ウ ィ グ ナ ー 分布 を 、 古典 カ オ ス を 直 接 の 理 由 と し て

説 明 し よ う とす る と 、 途端 に 困難 に 直面 す る 。
そ の 理 由 は 先 に 触 れ た 周 期 軌道 量 子

化 の 問題 点 と関 連 して い る 。

　 カ オ ス 系 の 固有 状 態 の 性 質 に 関 して は 、 こ れ ま で の と こ ろ 、 定 性 的 な 理 解 に と

ど ま っ て い た と こ ろ もあ る が 、 最 近 、 す べ て の 軌 道 が 不安 定 で あ る 強 い カ オ ス を 示

す 系 で の 非常 に 高 い 固有 状態 の な か で 、 領 域全 体 に は 広 が らず 、 部 分 的 に 局 在 し た

も の が 数 多 く見 っ か っ て い る こ と は 、 注 目に 値 す る 。 そ して 、 そ れ は 古 典 系 の 周 期

軌道 に対 応 した 領 域 に 局在 し て い る こ と か ら周 期 軌道 痕 跡 （Periodic　Orbit　Scar ）

と呼 ば れ 、 実 験 的 に も観 測 さ れ て い る 。 こ れ は 、 エ ル ゴ ー ド的 で 強 い カ オ ス を 示 す

系 で あ っ て も 、 短 い 周 期 軌 道 に よ る 頑 強 な 構 造 が 生 き残 っ て い る こ と を示 す もの で 、

固有状 態全 体 が 周期 軌 道 全 体 ‘ご対 応 す る 、 と い う上 記 の 描 像 に 問題 を 投 げ か け て い

る と い え る 。

動 力 学 的 問 題

　 先 に 述 べ た よ う に 軌道 と い う もの が な い 量 子 力学 と 、 古 典 系 の 軌 道 に よ る ダ イ

ナ ミ ク ス か ら定 義 さ れ る カ オ ス と を 比 較 す る こ と は で き な い 。 動 力学 的 側面 で 最 大
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の 焦 点 は 、 古 典 と 量 子 の 分 布 関 数 対 応 、 あ る い は 、 拡 散 の 有 無 で あ る 。 古 典 系 で は 、

例 え ば 、 ス タ ン ダ ー ド マ ッ プ の よ う な 運 動 量 空 間 で 束縛 の な い よ う な 系 で は 、 初 期

に あ る 領 域 に 局 在 して い た 相空 間分 布関 数 は 、 横断 的 な KAM トー ラ ス が 存 在 しな

い 限 り 、 時 間 の 経過 と と も忙 い く らで も拡 散 す る 。

一
方 、 量 子 系 は 、 時 間 発 展 の 初

期 に は 古 典 力 学 を 模 倣 す る も の の 、 カ オ ス 系 の 波 束 は カ オ ス の 特 徴 で あ る 引 き延 ば

し と 折 れ 畳 み に よ っ て 、 自己干 渉 を生 じ 、 古 典 系 の 微 細 な 構造 を追 従 で き な くな る 。

そ し て 最 終 的 に は 、 古 典 系 で 特 徴 的 で あ っ た カ オ ス 的 な 拡 散 は 量 子 力 学 で は 抑 止 さ

れ て し ま う。 こ の 現 象 は
” Suppression　of 　Chaotic　Diffusion”

と 呼 ば れ 、 量 子 力 学 特

有 の 現 象 と して 、 振 動 電 場 中 の 水 素 原 子 な ど の 実 験 的 な 観 測 の 対 象 に もな っ て い る

が6
、 本 質 的 な 特 徴 は い わ ゆ る Kic1（ed 　Rotator の モ デ ル で 捉 え ら れ て い る 。 Kicked

Rotator は 、
1 次 元 の 回 転子 に 周期 的 な 撃 力 が 加 わ っ て 時 間発 展 を お こ な う も の で

あ る 。 周 期 外 力 系で は 、 固有状 態 が な い か わ りに 、 1 周 期分 の 時 間発展 を 推 進 す る

ユ ニ タ リ ー演 算 子 に 対 す る （準） 固有状 態 が 系 の static な 特性 を 決定 す る が 、 ダ イ

ナ ミ カ ル な 拡 散 の 不 在 は 、 運 動 量 空 間 の 準 固 有 状 態 の 局 在 が 原 因 で あ る と 理 解 さ れ

て い る
7

。 こ れ は 、 準 固有 エ ネ ル ギ ー の 言葉 で い え ば 、 （純 ） 点 ス ペ ク トル を も っ と

い う こ と で あ り 、 ラ ン ダ ム 系 の ア ン ダ ー ソ ン 局在 と類似 の 議論 が成 立 す る 。 しか し 、

最近 の 研究 で 明 ら か に さ れ つ つ あ る こ と は 、 カ オ ス 系 で の 点 ス ペ ク ト ル は 、 外部 か

ら の 攪 乱 に 弱 い ば か り か 、 系 の 自 由 度 を 高 くす る 事 に よ り 、 連 続 ス ペ ク ト ル （特 異

連 続 ス ペ ク ト ル か ？ ） を も ち得 る と い う こ と で 、 今 後 の 研 究 の 大 きな 鍵 に な る も の

と 思 わ れ る
8

。
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