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1．　 Li −Yorke の カ オ ス

　 Li −Yorke の 有 名 な 論 文 　 rPeriod 　 three 　 implies 　 chaos 」　 が 端 緒 と な っ て ， 自

然 界 の 規 則 性 の 中 に 不 規 則 な 現 象 が 内 蔵 さ れ て い る こ と が 注 目 を集 め， 数 多 くの

例 が 発掘 さ れ カ オ ス 的 現 象 と し て 理 解 さ れ る よ う に な っ た。　 い ま 再 び， そ の 原

点 に 立 ち 帰 っ て 見 よ う。
’

　 彼 ら は， 非 常 に 単 純 な 機構 ： 区 間　IO． 1｝ 上 の 連続 変 換 f を 用 い て ， 複雑 な 振

舞 い を 取 り出 し て 見 せ た。 f の n 回 の iteration 　 fn を 考 え． も し f が 3 周 期 点

を も て ぱ， 後 に scramble 塾 と 呼 ば れ る よ う に な っ た 次 の 3 性 質 （A）．〔B〕，（C）を

持 っ 非可 算 濃 度 の 集 合 S が 存在 す る こ と を示 し た。　 d （・，・） を 2 点 間 の 距 離 と し

て ．

（A）　 任 意 の x ， y ∈ S （≠ ） に 対 し て ．　 　 ユim 　 sup 　 d （fn （x ）． fn （y ｝｝ ＞ 0

（B〕　 任 意 の x ， y ∈ s （≠ ） に 対 し て ．　 　 lim 　 inf 　 d 〔fn （x ｝． fn （y ）〕 ＝ o

〔C）　 任 意 の x ∈ S と 周期 点 p に 対 し て ．　 1im 　 sup 　 d （fn （x ｝． fn （p）） ＞ 0

　 こ の 集 合 S の ど の 2 点 を取 っ て も， iteration 　 fn に よ っ て 非 常 に 接 近 し た り

離 れ た りを 繰 り返 し， ま た ど の 周期 点 に も 巻 き 付 か な い と い う， 古 典 的 な 2 次 元

力 学 系 の 性 質 と は 格 段 に 異 な っ て い る 軌 道 の 複 雑 な 振 舞 い を カ オ ス と 呼 ん だ。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 複雑 な 振 舞 い → ゆ ら ぎ → ラ ン ダ ム

の 図 式 を 思 い 浮 か べ て ， 多 くの 科 学 者 が 決 定 論 的 機 構 か ら 確 率 論 的 現 象 が 出 現 す

る も の と し て 驚 か さ れ た よ う だ。

　 実 は こ の よ う な 考 え 方 は 決 し て 新 し い も の で は な く， 近 代 物 性 理 論 の 出発 点 と

も 言 う べ き 統 計 力 学 の 誕 生 の と き に 考 察 さ れ て い た こ と は よ く知 ら れ て い る。 ク

ラ ジ ュ ウ ス ， マ ッ ク ス ウ ェ ル ， ボ ル ツ マ ン 等 が 19 世 紀 中 ご ろ か ら， ニ ュ
ー

ト ン

力 学 の 上 に 立 っ た 気 体 分 子 運 動 論 を 展 開 す る 際 に は t 隠 さ れ た パ ラ メ タ ー
に よ る

攪 乱 や 揺 動 を 導 入 す る こ と な く， ニ ュ
ー

ト ン 力 学 の 支 配 す る 厳 然 た る 決 定 論 的機

構 が i統 計 」 的 考 察 を 要 求 す る 「不 規 則 」 現 象 を 生 成 して い る も の と し て 理 解 さ

れ て い た。 エ ル ゴ ー
ド仮 説 の 数 学 的 証 明 と の 関 連 で 研 究 さ れ ， 数 学 的 に も 単 純 な

機構 を も つ も の を 含 め て 各 種 の 現 象 が 知 られ て い た。

　 し か し 特 に， Li −Yorke の 主 張 は カ オ ス の 発 生 す る た め の 要 件 の 明 快 さ の た め に

多 く の 科 学 者 を 引 き 付 け， ラ ン ダ ム な 揺 動 が 原 因 と 思 わ れ て い た 身 の 回 り の 現 象

の 中 に． 決 定論 的 機 構 が 主 因 と な っ て い る 現 象 が 新 た に 次 々 と 見 い だ さ れ， ま た

カ オ ス の 振 舞 い や 発 生 機 構 が 解 明 さ れ 自 然 の 理 解 が 一 段 と 深 く な っ た。

　馬 場 良 和
・
高 橋 陽

一
郎 両 教授 と の 共 同 研究 の 結 果 で あ る こ の 報 告 で は ， あ る 意

味 で 矛 盾 し た 面 を 持 っ て い る 次 の 2 つ の 主 張 を す る。 第 一
の 主 張 は． Li −Yorke の

カ オ ス が 観 測 不 可 能 で あ る こ と を， 第 二 の 主 張 は Li −Yorke の カ オ ス が 非 常 に
一

般 的 に 存 在 す る こ と で あ る。
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2． 観 測 可 能 性 と不 可 能性

　 カ オ ス の 研 究 に 纏 わ っ て ， 観 測 可 能 性 の 問題 は 次 の よ う に 生 じ て き た。 変 換 f

を
一

っ の 時 聞 発 展 を 記 述 す る も の と 考 え， な に か の 物 理 量 を表 す ψ が 時 間 発展 と

と も にゼ の 様 に 変 化 し て 行 く 力丶 特 に 時 間 平 均 が ど う な る か は， 変 換 f の 不 変確

率 測 度 μ が 教 え て くれ る

バ ー
コ フ の 個 別 エ ル ゴ ー ド定 理

　　　　lim 主
Σ
・n
− 1

ψ 〔fk （。 D ＝ i （。 ｝ 。 ．。 ．　 x μ
　 　 　 　 n → QQ 　n 　 　 k ＝ O

た だ し， ψ （x ） は f一不 変 で あ る。 特 に μ が エ ル ゴ ー
ド的 な 場 合 に は

　 　 　 　 　ψ （x 〕＝ S ψ （x ） d μ 〔x 〕

が 成 り立 つ （時 間 平 均 ＝ 空 間 平 均 ）。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
一1

　 註 ） μ が 不 変 測 度 と は μ ｛f　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （E｝）＝
μ （E） が 成 立 す る こ と， エ ル ゴ ー ド的

　 　 　
一・
　1

　 　 　 　 （E）＝ E な らば， μ 〔E〕＝ Oor 正 が 成 立 す る こ と で あ る 。
エ ル ゴ T ドと は f

的 な ら ば． 次 に 出 て 来 る 測 度 の 台 は 厳 密 な 定 義 に 基 づ く も の で は な く． μ ゆ

｝＝ 1 と な る 集 合 D の と と で 本 質 的 に 測 度 が 乗 っ て い る 集 合 の 意 味 。

　
一

般論 で 必 ず こ の よ う な測 度 は 存 在 す る が， そ の
一

般 論 の 範 中 で は μ の 台 と し

て 特 異 な も の が 現 れ 得 て， カ ン トー ル 集 合 の よ う に 大 変 薄 い 集 合 を 台 と す る 場 合

が あ る。 カ ン ト
ー

ル 集 合 の 構 成 の 仕 方 は 良 く 知 ら れ て い る よ う に， ［O． 1］区 間 か

ら 中央 の 1／3 の 区 間 （1／3， 2／3） を 除 外 し 次 に 残 り の 2 区 問 か ら そ れ ぞ れ の 中 央

の 1／3 の 区 間 を 除 外 す る。 こ の 手 続 き を 無 限 に 繰 り返 し て 得 ら れ る 閉 じ た 非 可 算

集 合 が そ れ で あ る。 こ の 手 続 き か ら す ぐ 分 か る 通 り， 一
回 ご と の の 手 続 き で 全 体

の 長 さ の 1／3 の 部 分 を 除 外 し て 2／3 が 残 さ れ る， 従 っ て 全 手 続 き で 残 る 部 分 の

全 体 に 対 す る 割 合 は

　 　 　 　 　 　 　 　 k
　 　 　 　 lim 　〔2／3）　　　＝　0

と な る。 こ の 事 実 は 物 理 的 な 計 量 の 基 本 と し て 受 け 入 れ て い る 線 分 の 長 さ に 基 づ

い て 計 測 さ れ た い わ ゆ る ，11． ts．． ．：Z．211ti一度 で 測 っ た と き カ ン トー ル 集 合 の 測 度 は 0 に

な る こ と を意 味 し て い る。 現 在 考察 し て い る 確 率 不 変 測 度 μ に 対 し て も 同 様 な

こ と が 言 え、 μ で 測 っ て 確 率 1 で 起 こ る 事 象 で あ っ て も． 自然 界 に も っ と も マ ッ

チ し た ル ペ ー グ 測 度 で 測 る と 0 に な っ て し ま う。

　 そ こ で 我 々 の 感 覚 の ほ う を 重 視 し て， 観 測 可 能 性 ・不 可 能 性 の 概 念 が 登 場 し た。

あ る 現 象 が 観測 亘 ．能 で あ る と い う の は， ル ベ ー グ 測 度 に 絶一竝盤 な （す な わ ち ル

ベ ー グ測 度 に 密 度 関 数 の 重 み を つ け た も の を 許 容 す る ）測 度 で 測 っ て 正 の 確 率 な

ら ば 観 測 可 能 と 言 い ， ゼ ロ な ら ば 観 測不 可 能 と 言 う。 従 っ て， 不 変 確 率 測 度 μ

も ル ベ ー ク測 度 に 絶 対連 続 な と き に 観 測 可 能 な不 変 確 率 測 度 ど 呼 ん で い る。

　 蛇 足 で は あ る が， 観測 不 可 能 な測 度 が い か に 歪 ん だ 計 量 に 基 づ くか 例 で 示 して

お こ う。 区 間 ［0， 1］ を 中 央 で 左 右 に 1／2 つ つ に 分 け る。　 （本 来 1／2 つ っ で あ

る べ き と こ ろ だ が ）左 側 の 測 度 を 1／3，右 側 の 測 度 を 2／3 と 与 え る。 更 に， 各 々

の 区 間 を 中 央 で 1／2 つ つ に 分 け， 左 右 の 区 間 の 測 度 を 1 ：2 つ っ に 与 え る （4 っ

の 区 間 に は 左 か ら 1／9，2／9．2／9．4／9 つ つ の 測 度 が 与 え ら れ る ）。 以 下 こ れ を 繰 り

返 し て 得 ら れ る 測 度 が 観 測 不 可 能 な 例 に な っ て い る。 実 際 に こ の 測 度 を 確 率 不 変

測 度 に す る 変 換 f は 連 続 で は な い が． 区 分的 に 連 続 な 関 数 で 与 え ら れ る。 こ こ で
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現 れ る 計 量 の 歪 み は， 非 線 形 な座 標 系 に よ る 歪 み や 相 対 論 に よ る 空 間 の 歪 み に基

づ く の と は 本 質 的 に 異 な り． フ ラ ク タ ル な 歪 み で あ る こ と は 注 目 に 値 す る。

　 さ ら に 言 え ば 　観 測 可 能 性 は コ ン ピ ュ
ー タ ・シ ミ ュ レ ー シ ョ ン を 行 う と き我 々

が 選 ん だ 初期 値 が 非現 実 的 な 値 で は な く， 十 分
一

般 的 な性 質 を 反 映 し で い る 点 を

選 ん だ （も し くは 選 べ る 筈 だ ） と 言 う 根拠 を 提 供 して くれ る も の と 理 解 さ れ て い

る 。 も っ と も計 算 機 は 有 限 シ ス テ ム だ か ら 完 全 に 対応 は し て い な い の で あ る が。

3 ． Li −Yorke の カ オ ス の 観 測 不 可 能 性

　Li −York．e の カ オ ス の 実 態 は 第 1 節 で の べ た 通 り scramble 　 set 　S が 担 っ て い る 。・

こ の 集 合 S は 観 測 可 能 で あ ろ う か ？　こ の 問 題 は 実 は t 簡 単 な 泌 変 換 ：

　 　 　 　 　 　 　 2x 　　　　　　if 　O　≦ 　　x 　≦ 　　1／2

　 　 　 　 f （x ） ＝

　 　 　 　 　 　 　 2 − 2x 　 if 】／2 ≦ x ≦ 1

に 対 し て は J ，Smital ｛1984） に よ る 結 果 が あ り， 観 測 不 可 能 で あ る． す な わ ち

μ （S）＝ 0。 そ の 理 由 を 簡 単 に 説 明 し て お こ う。 ま ず 全 く一 般 諭 と し て

　補 題 　 1．　 S を scramble 　 set と す る と ：

P 　　f 〔S） も ま た scramble 　 set で あ る。

2 ）　 f は S 上 で 1 ：1 変 換 で あ る。

が す ぐ分 か る。 ま た こ の 変 換 の 確 率 不 変 測 度 μ は ル ベ ー グ 測 度 そ の も の で あ る こ

と も 明 か で あ ろ う。 　 区 間 Ia ・ ［0 ， 1／2） と 　 区 闇 It ・［1／2， 1］ を 考 え る と，

各 々 の 上 で 　 f は 勾 配 2 の 直 線 だ か ら，

　 　 μ 　（f （snle ）） ＝ 2μ 　（S ∩ Ie ）

　 　 μ 〔f（snI1 ｝） ＝ 2μ （snI1 ）

が 成 立 す る。 一
方 補 題 1 の （2 ） か ら

　 　 f （S ∩ le ）　∩ 　f〔S ∩ 11 ）　二　φ

と な り，

　 　 μ （f〔S〕）

　 ＝
μ （f （S ∩ la ）） ＋ μ （f （S ∩ 11 ）） ☆

　 ＝ 　2 μ 　（S ∩ Ie ）　 ＋ 　 2 μ 　（S ∩ 11 ）

　 ＝ 2 μ
・（S ）

が 成 立 す る。　 補 題 1 の （1 ） に よ り t 〔S） が 再 び scramble 　 set に な る か ら，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
−
n　 　 　 　 　 　

−’R　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n
　 　 μ 　（S ）　：＝ 2 　 μ 　（f 　〔S））　≦ 　2

が 成 立 す る。 こ れ か ら μ （S ） ＝ O が 分 か る。

　 こ れ で 証 明 は 完 全 に 見 え る が 実 は， 測 度論 特 有 の 嫌 ら し い 問 題 点 が 残 っ て い る。

そ れ は， 上 の 証 明 の 中 で 測 度 の 和 に 関 す る 等 式 （☆ ） が 成 立 す る た め に は， 集 合

S が 可 測 で な け れ ば な ら な い と 言 う点 で あ る。 与 え ら れ た 集 合 S に た い し て S

の 麒 度 m
’

（S） と は， 直 感 的 に 言 え ば S を 外 側 か ら 測 っ た 測 度 で ，

　 　 　 m
’

（S ） ＝　 inf 　 Σ klIki

　 　 　 　 　 　 　 S（： UIk

に よ り定 義 さ れ る， た だ し Ik は 小 区 間 で あ り　lIkl は 区 間 の 長 さ を 表 し て い る。

要 す る に 　 S を 区 間 で 外 側 か ら 覆 い そ の 区 間 の 長 さ の 総 和 の 最 小 値 が 外 測度 と 呼

ば れ て い る。 逆 に 艦 度 と は 内 側 か ら測 っ た も の で，
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　 　 　 昭 ，（S） ・ 1− m
’

（【0 ， 1］− S）

で 与 え ら れ る。 こ の 二 つ の 測 度 が 一 致 す る と き S は 亘盤 合 と 呼 ば れ ， ル ベ ー グ

測 度 が

　 　 　 皿 　（s）　＝ 　m 掌　（s）　＝　m
「
　（s）

に ょ っ て 定義 さ れ る （今 は m ・
μ ）。 現 実 の 物 理 的世 界 に お い て も 長 さ の （従 っ

て 面 積 や 体 積 の ） 計量 は 上 の よ う に な さ れ て い る と 考 え ら れ る。．

　 こ こ で 再 び 自問 し よ う， scramble 　 set 　 s は 可 測 で あ ろ う か ？　 世 の 中 に そ も そ

も非 可 測 集 合 が 存在 す る か 否 か は， あ と で も 触 れ る よ う に． 数 学基 礎論 的 問 題 が

関 わ っ て お り， 我 々 が 如 何 な る 論 理 で 数 学 を 組 立 る か に 懸 か っ て い る。 通 常 の 数

学 者 が 基 礎 に 置 い て い る 公 理 系 の も と で は 非 可 測 集 合 が 存 在 し． 実 際 に 非 可 測 な

scramble 　 set 　 s が 存 在 す る こ と も 示せ る。

　 講 演 者 の 個 人 的 見 解 だ が，　 ・ 　 t 　S　 S 　
’
1 口 　 と 言 う に は． 内 測度 が 正 の と

き が 妥 当 と思 う 。 何 故 な ら ば． そ の と き に は 高 々 可 算 個 の 小 区 間 （長 さ の 総 和 は

1 よ り小 ）で 覆わ れ る 部分 を 除 外 し た と こ ろ か ら S の 点 を 自由 に 選 べ る か ら で あ

る。 何 故 外 測 度 1 で も 観 測 可 能 と 言 い 難 い か を 説 ．明 す る た め 簡 単 な 例 を 上 げ よ う。

正 方 形 ［e， 1］x 【O． 1］ の 部 分 集合 T が

　 　 T ＝ 　｛（x ． ψ ｛x 〕｝； 0 ≦ x ≦ 1｝

の 形 で 与 え られ る と す る と き， 値 が O ≦ ψ 〔x ） ≦ 1 と な る 関 数 で T の 外 測 度

が 1 に な る も の が 存 在 す る こ と が 知 られ て い る （実 は あ と で 述 べ る 選 出公 理 は 必

要 ）。 こ の 例 で は． 各 x に た い し y 軸 と 平 行 な 線 分 ｛（x ． y ）； 0 ≦ y ≦ 1 ｝上

に は T の 点 は た っ た の 1 点 つ つ しか 載 っ て い な い 。 そ の よ う な 点 を ど ん な偶 然 で

我 々 が 拾 い 上 げ れ よ うか 1

　 こ の 観 測不 可 能性 の 定 義 の 下 で．

定 理 L 　 　テ ン ト変 換 の scra 皿 ble 　 set は 全 て 観 測 不 可 能 で あ る 。

実 は こ の 定 理 は も っ と一 般 的 で ， 1 次 元 お よ び 多 次 元 の カ オ ス に 対 し て ；

　定 理 2 ．　 区 間 上 の 区分 的 に 滑 ら か な 変 換 fが ル ベ ー グ 測 度 に 絶 対 連 続 な 確 率

不 変 測 度 μ を も つ と き， 集 合 』』， M・．　 M一 を 各 々 Lyapunov 指 数 が ゼ ロ の 点． 正

の 点 ， 負 の 点 全 体 の 集 合 と す る と， S ∩ （M ・ UM −） は 観 測 不 可 能 で あ る。

　 定 理 3．　 M を d 次 元 多 様 体 （境 界 も 許 す ）

f は M 上 の 区 分 的 な 可 微 分 同 型 写 像 で リ
ー

マ ン ヴ ォ リ ュ
ー ム に 絶 対 連 続 な確 率 不

変 測 度 μ を持 っ と す る。 集 合 晦 ， M・．　 M一 を そ れ ぞ れ， 全 て の Lyapunov 指 数が

0， 全 て の Lyapunov 指 数 が 非 負 で 正 の も の が 存 在 す る． 負 の Lyapunov 指 数が

存在 す る 点 の 集 合 と す る と， sfi （脇 UM −） は 観 測 不 可 能 で あ る 。

　
一

方 良 く 知 ら れ て い る よ う に， 0 で な い Lyapunov 指 数 の 存 在 は Li −Yorke と

は 異 な っ た 意 味 に お い て． カ オ ス 的 様 相 の 存 在 を 示 し て い る。 例 え ば． Lorenz系

の strange 　 atractor な ど は そ の 顕 著 な も の で あ る。 そ の 他．　 Lyapunov 指 数 0

を 持 た な い 保 存 系 に お い て は， Sinai の マ ル コ フ 分 割 の よ う に． ま さ に ラ ン ダ ム

性 を 内臓 して い る 。 定 理 2 お よ び 定 理 3 は tscramble 　set 　 s が 観 測 可 能 と す れ ば．

そ の 上 で は Lyapunov 指 数 が 全 て ゼ ロ に な る と 言 う．　 （別 な 意 味 で は ） 全 く カ オ

ス 的 で な い 言 う奇 妙 な 結 果 を 意 味 し て い る 。
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4 ． Li −Yorke の カ オ ス の
一

般 的存 在 定 理

　前 節 の 結 果 に よ り scramble 　set 　 S は， 内 測度 で 測 る 限 り （あ る い は 同値 な こ

と だ 斌 　可 測 な S の み 考 え る 限 り ） 観 測 不 可 能 で あ る こ と が 分 か っ た。 そ れ で は

非 可 算 濃 度 の もの や 外 測 度 正 （も っ と 強 く 外 測 度 1 ） の scramble 　 set 　 S が 存 在

す る か ど う か 考 察 し よ う。 こ の よ う な 問 題 は 数 学 基 礎 論 に 深 く関 わ っ て い る の で ．

選 出 公 理 ・連 続 体 仮 設 の 解 説 か ら 始 め よ う。 普 通 の 数 学者 に と っ て， 選 出公 理 は

当然 と して 受 け 入 れ て お り， 連 続 体 仮 説 は 認 め る か 否 か に ほ と ん ど 関 心 の な い 仮

説 で あ る。 実 は こ の 連 続 体 仮説 は， ゲ ー デ ル に よ っ て， 認 め て も 認 め な く て も 無

矛 盾 で あ る こ と が 証 明 さ れ て い る。

　 紲 理 ： 空 で な い 集合 の 集 ま りに お い て ． そ の 各 集 合 か ら 1 っ づ っ 要 素 を選

び 出せ る。

連凱 説 ： 実 数 の 濃度 よ り小 さ い 非 可 算 濃度 は 存 在 し な い。

註 ） あ る 抽象 的 な 集合 A が 全題 庄集 含で あ る と は， A の 任 意 の 要 素 x ，　 y に

対 し て そ の 大 小 関 係 が 必 ず 決 ま る 場 合 を 醤 う。 A の 任 意 の 部 分 集 合 が 最 小 要

素 を 持 っ と き A は 整列 盤 食 で あ る と 言 う。 B も 全 順 序 集合 と し て ，　 A と B の

間 に 順 序 を保 つ 1 対 1 の 対 応 が あ る と き A と B と は 同
一

の 壁 型 を も っ と 言

い ， 整 列 集 合 の 順 序 型 を壁 数 と 言 う。 順 序 数 の 集 合 が 整 列 集 合 に な る こ と

が 分 か る。 自 然 数 と 1 対 1 の 対 応 が あ る 集 合 を 濃度．遊 亘 篁 で あ る と 言 う。 あ

る 集 含 A と 他 の 集 合 B の 闇 に 1 対 1 の 写 像 が あ る と き そ の 二 っ の 集 合 の 濃 度

は埀辻じで あ る と 言 う。 集 合 A の 部 分 集 合 B が A の 濃 度 と は 異 な る と き， B の

濃度 は A の 濃 度 よ り 小 で あ る と 言 う。 次 の 超 限 帰 納法 は 定 義 か ら， 整 列 定 理

は 選 出 公 理 か ら 示 せ る 。

　 超縢 ： 整 列 集 合 A に お い て ，　 「任 意 の 要 素 α ∈ A に 対 し て， α よ り 小 さ

い 全 て の β で あ る 命 題 P が 成 立 す る な ら ば， α に お い て も P が 成 立 す る こ と が 示

せ る 」 な ら ば rA の 全 て の 要素 α で P が 成 立 す る 」。
「

　整列 星 理 （の 特 別 な 型 ） ： 与 え ら れ た 集 合 A に 対 し，　 ｛β ； β ＜ α ｝ の 濃 度 が

A の 濃 度 に 一 致 す る よ う な 順 序 数 の う ち 最 小 の 順 序 数 α が 存在 し． A の 要 素 に 対

し A ＝ ｛a （β）； β 〈 α ｝の よ う に 順 序 付 け る こ と が 出来 る。

　 こ こ で は， M を 可 分 な 距 離空 間 （可 算 集 合 で 稠 密 な も の が 存 在 す る ） と し，　 f

は M 土 の 変 換 で 不 変 な 正 則 な確 率 測 度 μ を持 っ と す る。

定 理 4 ．　 変換 f が 弱 混 合性 を持 つ と き， 選 出公 理 を 認 め れ ば， 非可 算濃 度 の

scramble 　 set 　 S が 存 在 す る 。

　定 理 5 ．　 f が 弱 混 合 性 を 持 つ と き． 選 出 公 理 と 連 続 体 仮 説 の 両 者 を 認 め れ ば

外 測 度 1 の 　 scramble 　 set が 存 在 す る。

註 ）弱 混 合 性 と は， 可 測 な 集 合 A， B に た い し て ．

　 　 　 　 　 　 　 n　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
−
n

　　　脚 。。

Σ
kl、

・ （f 〔A）∩ B）　＝ 　
・t （A）・ （B ）

が 成 立 す る こ と で あ る。 念 の た め， 弱混 合 性 の 必 要 十 分 条 件 を 復 習 し て お け

ば， 点 ス ペ ク ト ル を 持 た な い こ と で あ り． 弱 混 合 性 が ど ん な と き に 崩 れ る か

を 一 言 で 言 え ぱ，　 ｛f唖 の も と で 周 期 的 も し く は 概 周 期 的 に な る よ う な 量 が

何 か 存 在 す る こ と で あ る。
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　 従 っ て t 我 々 が 少 し で も カ オ ス 的 で あ る と 思 う 様 な 系 に お い て は， 定理 4 お よ

び 定 理 5 の 結 論 が 成 立 す る こ と に な り． Li −Yorke の カ オ ス は 非 常 に
一般 的 に 現 れ

る こ とが 分 か る。

　 さ て ． 何故 基 礎 論 と 関 わ る か を理 解 し て 頂 く た め に 定 理 の 証 明の 概 略 を 述 べ よ

う。

　 補 題 2 ．　 μ は ア ト ム を も た な い と し， 空 間 MXM の 部 分 集 合 A は 直 積 測 度 μ

x μ で 測 っ て 測 度 1 （μ x
’
μ （A） ＝1 ） で あ る と す る。 D を MXM の 対 角 線 集 合

　 　 D ＝ 　｛（X ． X ）； X ∈ M ｝

と す る と き．

1 ） 選 出 公 理 を 認 め れ ば． M の 非 可 算 部 分 集 合 Sで SXS − D ⊂ A を 満 た す も の

が 存 在 す る。

2 ） 更 に 連 続 体 仮 説 を 認 め れ ば， M の 部 分 集 合 Sで S × S − D ⊂ A を 満 た し， 外 測

度 1 の も の が 存 在 す る。

　 こ の 補 題 が 示 さ れ れ ば． 定 理 の 証 明 は 容 易 で あ る。 ま ず． よ く知 ら れ て い る 弱

混 合 な ら ば 直 積 変 換 F （x ． y ） ・ 〔f 〔x ）．　 f　（y ）） は エ ル ゴ ー
ド的 に な る こ と を 思 い

だ そ う。 そ う す れ ば 殆 ど す べ て の 組 （x ， y ｝ は，　 Fn を ほ ど こ す こ と に よ り対 角 線

集 合 D の ど ん な 近 傍 を も 無 限 回 訪 れ る し， 逆 に 対 角 線 集 合 か ら 離 れ た 部 分 を も無

限 回 訪 れ る。 そ の よ う な 組 （x ． y） 全 体 の 集 含 を A と す る と． μ x μ （A） ； 1 が

成 立 す る。 こ の こ と は S が 補 題 の 1 ） も し くは 2 ） の よ う に 取 れ れ ば scramble

set に な る こ と を 意 味 し て い る．
‘

さ て 補 題 の 証 明 だ が， 空 聞 M． 測 度 μ に た い す る 定 理 の 仮 定 の も と で ， M の 閉

集 合 で β測 度 が 正 の も の 全 体 の 集 合 は 連 続 体 の 濃 度 を 持 ち， そ れ は 整 列 定 理 の よ

う に ｛G （α ）； α ＜ Ω ｝ と 順 序 付 け られ る 。 ま た Ω z を 非 可 算濃 度 の 順 序 数 の う ち

最 小 の も の と し て お く　A は 対称 と 仮 定 し て 一 般 性 を失 わ な い 。 フ ビ ニ の 定 理 か ら，

A （x ｝ ＝

　｛y ； 〔x ． y）∈ A｝　 ．　 B ＝
　｛x ； μ （A　｛x ）　）＝ 1｝ と お く と．　 μ （B） ＝ 1

が 成 立 す る。　 そ こ で α 〈 Ω a を 固定 し て お く。 各 β （＜ α ） に 対 し て G （β）

か ら 1 点 つ つ x （β ） を 選 ん で

　 　 x 〔β ）∈ G （β）nB ，　（x （γ ｝， x （β）〕∈ A．

　 　 x 〔γ ）≠ X 〔β ），　 for γ 　〈　β
F
く　a

を 充 す よ う に 出 来 た と 仮 定 し よ う。 α の 濃 度 が 可 算 だ か ら

　 　 μ （　 ∩　 　 　 　 　 　 A （x （β ），）　； 1
　 　 　 　 β 〈 α 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．

が 成 立 し． G ｛α ）∩ An （　 ∩　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A （x （β ）） − D） か ら x （α ） を 選 ぶ こ とが 出 来 る。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β く α

超 限 帰 納 法 に よ り， 全 て の α ＜ Ω e に 対 し て x （α ） を 選 べ る 。 S ・｛x （α ）； α 〈

Ω e ｝ が 　 scramb 正e 　 set で あ る こ と は 明 ら で あ り， ま た そ の 濃 度 は Ω e の 濃 度 だ か

ら 非 可 算 濃 度 に な る。

　 も し 連 続 体 仮 説 を 認 め る と， Ω z ＝ Ω と な り す べ て の 正 測 度 の 閉 集 合 G （α ） は

1 点 づ っ 集 合 S と 共 通 点 を も つ こ と に な る。 も し S の 外 測 度 が 1 よ り小 さ けれ

ば t 測 度 μ の 正 則 性 の 仮 定 か ら S と 交 わ ら な い 正 測 度 の 閉 集 合 G （α ） が 存 在 す

る こ と が 分 か る の で ， x 〔α ）∈ G （α ）∩ S ・
φ と な り矛 盾 が 生 じ る。
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