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ラ ン ダ ム 磁場イジ ン グ模型
＊

学習 院大
・
理 　 　田崎 　晴 明

（1990｛昏11月 26日受理，）

　 3 次元の ラ ン ダム磁場 イジ ン グ模型の 長距離秩序の 有無は，］0年近 くも決着の つ か な い

理 論物理 の 難問で あ っ た 。
ご く最近，数理 物理 学者の Bricmont と Kupiainenが ， こ の 問

題 を厳密 に取扱い
， とうと う長年の 論争に終止符 をうっ た 。

こ こ で は非専門家 を対象 に，

こ の 単純 だが難 しい 問題 をめ ぐっ て 展開 され たい くつ か の 理 論的 なア イデ ィ ア を振返 っ て

み た い 。

1 ．は じめ に

　理 論物 理学で扱 う問題 が 高度な もの に な っ て くる と，何 らか の 答 をだ す為に 近似 を用い

る とい う事が半ば当た り前に な っ て くる。 実際 ， 物理 は数学 と違 っ て 問題の 設定その もの

が 自然 に対 する近似 に過 ぎない の だか ら，そ の 解析 に近似 を使 うの は当然だ とい う意見 も

ある 。 しか し一度自然の
一面を抽象 して 明確な 問題 を設定 した以 上 は，近似 の 技巧 に煩 わ

され る事な く本 当の 答 を知 りたい と考 えるの は もっ と もな事で ある 。

　 1 つ の きちん と定義 され た理 論物理の 問題 に対 して
，

2 つ の 異 な っ た 近似が 考え られ た

と しよ う。
い ず れ の 近似 も美 しい 物理的 なア イデ ィ ア に基づ い た 自己矛盾の な い 理論 で ，

そ こか ら様々 な面 白 い 結論 を導 く事が 出来 る 。 た だ近似 理論 の 宿命 と して
， 「その 近似が

正 しい 」 とい う事だ けは導けない
。 そん な と きに

， もし もこ れ らの 2 つ の 近似 が正 反対 の

結 論をだ す事が判 っ た と した ら， 我 々 は ど う考えれ ば よ い の だ ろ うか 。

　 ラ ン ダ ム 磁場 イジ ン グ模 型 に対 して 考え られた 2 つ の 美 しい 理論
一 Imry と Ma の 理論 ，

dimensional　reduction 一は
， まさに その よ うな相容れな い 2 つ の 近似理論で あ っ た

。
2 つ

の 理論の 予言 の 正 否 は
， 実験 によ っ て も決着 の つ か ない まま，

10年近 くもの 問活発 な論争

の 対 象 とされ て きた 。 しか し最近 にな っ て ， 工mbrie ，　Bricmont，　Kupiainen，　Aizenman ，　Wehr

と い っ た数理物理学者が，近似 を含 まない 厳密な結果 を打 ち出 した事に よ っ て
，

と うとう

こ の 論争 に も決着 がつ く事 に な っ た。

＊

　 本稿は編集部の 方 か ら特 に掲 載をお願 い した解説記事で ある 。
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　この 解説 で は
， ラ ン ダム 磁場 イジ ン グ模型 をめ ぐる こ れ らの 理論 を

， 基本的 なア イデ ィ

ア を中心に して 振返 っ て み よ うと思 う。

2 ，強磁性イ ジン グ模型 の長距 離秩序

　最初 に基本的な強磁性の イジン グ模型 で，長距離秩序の 問題 とそ れ を理解する ため の ア

イデ ィ ア につ い て解説する 。 図 1の よ うな， 1辺 の 長 さが L の d 次元の 立方格子 を考 え，

格子上 の 点を x，．y ，

… と表す。 各格子 点の 上 には ， ＋ 1，
− 1 の 2種類の 値 （以 下 ＋ ，

一

と略す ）を とる （イジ ン グ型 の ）ス ピ ン 変数 σ
。
をの せ る 。 ただ し格 子の 境 界に位置 して

い るス ピ ン につ い て は ，すべ て σ
、

＝ 1 に固定する 。

十

十

十

十

十 　　 十 　　 十 　　 十 　　 十

図 1　 2次元 で L ＝ 5 と した格子 。 境界の ス ピ ン は ＋ に 固定す るが，内部の ス ピ ン は ＋，
一

　　 の い ず れを もとる事がで きる 。

次の よ うな強磁性 の イ ジ ン グ模型の ハ ミル トニ ア ン （エ ネル ギー ）を考える 。

　　　ff＝ 一 Σ σ
。

σ
， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

　 　 　 　 　 　 く1，v ）

こ こ で の 和は，隣 り合 う格子 点の 組すべ て につ い て とる 。
ハ ミル トニ ア ン の 各項 は，隣 り

合 うス ピン の向 きをそ ろ え よ うとする交換相互 作用 を表 して い る 。

　統計力学 に よれ ば ，
こ の 系が逆温度 β（1／feT）の 熱浴 と平衡 にある とき，任意 の 物理 量

（つ ま 明 σ ．1の 適当な函数 ）F の 期待値は

　　　〈F ＞r．、＋
＝ Z 乙 ：♀ Σ Fexp （

一
β％ ）　 　 　 　 、　 　 　 　 　 　 　 　 〔2）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 侮
；± 1

で 与 え られ る 。 和 は系の 全 て の 状態 に付 い て取 り，状態和 Zf．．＋ は規格化条件 く1 ＞L ，＋
＝

1 か ら決 まる 。 添字 L ，＋ は系 の 大 きさが L で あ る事 ， 及 び境 界 で の ス ピン を ＋ に 固定 し

た事 を思 い 出す た め に つ けて ある 。 現 実の 磁性体で は
， 系 の サ イ ズ L は 10の 数乗 と い う

大 きな 数で あるが ，理論 的 な扱 い で は通常 これ を L → 。 。 とい う極 限に理想化 して 考 え る 。

そ うす る事で
，
L の 値 に左右 されない 普遍的な物理現象 が抽 出 され る 。
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　 我々 が こ こで 特に注 目する量 は ， 次式で 定義 され る平均 の 磁化の 大 きさ
， あ るい は強磁

性 の 秩序パ ラメ
ー

タ で あ る 。

M ＋ （β） ＝ lim 〈Σ σ
x ＞L ．＋

　 　 　 　 　 L→ca
　 　　 t

（3＞

〈…〉 の 中の 和 は一
辺 L の 格子上の 全 て の 点 （Ld 個 あ る ）に つ い て とる 。

　 こ こで は境界の ス ピ ン を ＋ に固定 したが，仮に こ れ らの ス ピ ン も ＋ ，
一

の 2 つ の 値 を

とれ る と しよう。 す る と（1）一 （3）は ， 全 て の 点 で 同時に σ
。

→ 一
σ

x とする変換につ い て不

変 だか ら， 対称性 か ら直 ちに M （β）； O となる事が判 る 。

　我 々 は格子の 境界 の ス ピンの 値 を＋ に固定す る事 で
，

こ の 対称性 を顕 わ に破 っ たわ けで

ある 。 その 為 に
， 少な くと も境界 に近 い ス ピン は ＋ を取 りやす くなる 。 しか しそ うい うス

ピン の 数 は高 々 （定数 ）× が
皿1

程度 だ か ら， 総 ス ピン ISc　Ld で 割 っ て L → 。。 の 極 限 を取

れ ば その 効果 は消 えて しまう。 そ う考える と，
こ の 場合 もや は りM ＋ （β）＝ 0 となる よ う

に 思われて しまう 。

　実際 ，
1 次 元 （d ＝ 1 ）に於 い て は 0 ≦ β〈 。。 な る全 て の βに つ い て ，

M ＋ （β）＝ 0 が

成立する事 が比 較 的簡単 に示され る 。 しか し 2 次 元 以上 （d ≧ 2 ）で は，d に依存 して 決

る 臨界点 β。 が あ っ て ， β〈 β。 で は予想通 りM ＋ （β）＝ 0 だが ， β〉 β。
で は M ＋ （β＞＞

0 とな る 事 が 厳密 に 判 っ て い る
＊ 1

。
こ れが， 強 磁 性体 の 相転移 の 現象で あ る 。 特 に

M ＋ （β）＞ 0 の ときは，系の ス ピ ン が 無 限 に長い 距離 にわ た っ て 互 に そ ろ い 合 っ て い る 。

こ の よ うな とき ，
こ の 系は長距離秩序を もつ とい う。

　長距離秩 序が 存 在 す る 事の 証明 の 核心 に な る の は
，

Peierlsに よ る 以 下 の よ うな ア イ

デ ィ ア で あ る。 系の 状態を
一

つ 選 ぶ と，格子 は ス ピ ン が ＋ で ある領域 と一で ある領域 に分

けられ る 。 2つ の 領域 の 境界 は， 1次元で は点 の 集 り，
2次元で は閉 じた 輪の 集 り，

3次

元 で は閉 じた面の 集 り，
そ して一般に d 次元で は閉 じた （d − 1 ）次元 曲面 の 集 りに な る 。

こ れ らの 輪や面 の 事 を contours （輪郭 ， 外形 ）と呼ぶ 事にす る。

　図 2 に
， 系 の 2 つ の 状 態 と そ れ らに対 応 す る cont 。urs を描 い た 。 図 2a に は 小 さ な

contours が
，

ポ ツ リ
，

ポ ツ リと描か れて い る 。 元 の ス ピン の 状態 と見比べ る と
，

これ は格

子全体 を覆 っ た ＋ の ス ピ ンの 「海」 の 中に 一
の ス ピン で 出来 た小 さな 「島」が点在 して い

る よ うな状況 だ と理解 で きる 。 もしある逆温度 βに 於 い て
，

こ の よ うな状 態が典型的 な も

の で ある な らば
，

こ こ で は長距離秩序が 存在す るで あろ う。 逆 に 図 2b は
， 秩序が ない と

きの 典型 的な状態 に な っ て い る 。 こ こで は ス ピ ン が ＋ の 領域 と
一

の 領域 は
， 互 い に 複雑 に

入 り組 み合 っ て い る 。

＊ 1 …
般 に無限系で の 物理量 を計算する の は極め て 困難で

，
M ＋ （β〉が計算で きる の もd

　 ＝ 1， 2 の ときだけで ある 。 それで も相転移の存在は厳密に証明で きる 。 Griffithsの

　 解説 （O は証 明の論理 とア イデ ィ ア を生 き生 きと伝えて くれ る 。
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　　　　　　　 a）　 　　　 　　　　 　　　 　　 b）

図 2　 2 次元 の 系の 2 つ の 状 態 と，それ ら に対応す る contours 。
　 a ）は 長距離秩序 の あ る場合

　　 に対応す る 。

十

図 3　 ＋ の 「海」の 中の
， 広が り1程度の contour 。

　で は ， 何故 1 次元以 外で は βが 充分に大 きい ときに 図 2a の よ うな状況が 出現 し得る の

だ ろ うか 。

　図 3 の よ うな ＋ ス ピ ン の 「海」の 中の
一 ス ピ ン の 「島」 をひ とつ 考 えて ， そ の 境 界

（＝ contour ）を γ と呼ぶ 。
ハ ミル トニ ア ン （1）に よれ ば

， γが 存在す る と系の エ ネル ギ
ー

は 丁度 2　 γ 1だ け大 き くな る 。 こ こで 1γ　 は contour γ の 表面積 （2 次元 で は 周 の

長 さ）で あ る 。 図の よ うに γ の 広 が りが お お よそ ♂で あれ ば
，　 γ 1は ld

− 1
程度 に な る 。

そ こで 温度 βの とき ， 大 き さ ♂の cont 。ur γ の 出現 す る確 率 は おお よそ

　　　Prob（γが ある ）≦ exp （− 2 β 1γ 1）＝ exp （− 2 βld
− 1

）
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とみ つ も られる 。
こ こ で格子上 の ある 1 点 を囲む広が り‘の contours の 種類は ctd

− 1
ほ ど

あ る （C は 2 − 3 程度 の 数 ）事 を考 え合 わせ る と， ある 点が c。ntour に囲 まれ て い る確率

は ， 次の よ うに評価 さ れ る 。

Prob（γが あ る ）≦ Σ exp ｛（1nC
− 2 β）ld

− 1L

　 　 　 　 　 　 　 　 t；1

この 無限和 は ， d ＞ 1で あれ ば必 ず収束する 。 しか もその と きには ， βを大 きくす る事 に

よ っ て，和 をい くらで も小 さ くする事が 出来 る 。 すなわちβが充分大 きければ
，

こ の 点は

非常 に大 きな確率で ＋ ス ピ ン の 「海」に属 して い るの で ある 。

　こ うして 次元が d ＞ dt　 ＝ 1 を満た せ ば解 βが 充分大 きい と きに長距離秩序が 存在す る

事が判 っ た 。 （d ＝ 1 の ときは上の 和 は発散 し ， 我 々 は何 も証明で きない
。 ）こ こ で ，dtは

下 臨界次元 （lower　critical 　dimension）と呼ばれ る普遍 的な量で ある 。
こ の 解説の 目標 は，

ラ ン ダム磁 場イ ジ ン グ模型 の dlを決定す る事で ある 。

3 ．ラ ン ダム磁場イジ ン グ模型

こ こで 考え る ハ ミル トニ ア ン は，前節の （1）に外部磁場の 項が 付け加わ っ た もの で ある。

　　　泥 ＝ Σ σ x σ
，

一 ΣHx σ x 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4）
　 　 　 　 　 （rJ ＞　　　　　　　　　　 r

格子や ス ピン 変数の 構造，境界の ス ピン を ＋ に 固定する こ とな どは全 て前節 と同様で ある。

ハ ミ ル トニ ア ン の 第 2項で の 和は
，

全て の 格子 点につ い て とる 。
こ の 項は，各格子点 x で

ス ピ ン σ
x を磁場 κ．

と同 じ方向に向けよ うとす る傾 向を持 っ て い る 。

　こ こ で 磁 場 H
，
は

， 各格子 点で 独 立 に
， 確 率 1／2 で 値 h を，確率 1／2 で 値 一h をと る も

の とする 。
こ うして ラ ン ダ ム に IHJ を選 ん だ ら， それ は 完全に 固定 して し まう♂

3
その

上 で ， ハ ミル トニ ア ン （4）で 記述 され る系の 平 衡統計力学 を考え， 2 節 と全 く同様に   の

期待値や （3）の 秩序 パ ラ メ
ータ M ＋ （β，

h） を定義す る事にす る 

　ラ ン ダム 磁場 は定 ま っ た方 向を持 たな い か ら， 明 らか に 強磁性の 長距離秩 序 とは相容れ

ない
。 そ こ で

， 任 意 の βに つ い て h が充 分 に 大 きけれ ば
， 長距離i秩序は完全 に破壊 され

M ＋ （β）＝ 0 が成立 す る 。 面 白い 問題 は
， βが充 分大 き く h が充分 小 さい と きに

， 長距離

秩序が破壊 され るか ど うか とい う事で ある （図 4 ）。

＊ 2
普通 に は正 の整 数以外 の 次 元 を考え る事 は 出来ない が，こ こ に現 れ る d を，形式 的

　 に正 の実数 と読み かえる と，た とえば 1．5 次元で もβが大 きい ときに は長距離秩序 が

　 存在す る とい う事 になる 。

＊ 3
こ れ は

， 合金 な どで
， 結晶の 原始配列 が ラ ン ダ ム な まま固定 され た状況 の 理想化で あ

　 　る 。

＊ 4
通 常 凪 ｝の 様 々 な可 能性 に つ い て の 平均 を とる こ とが多い

。 しか し M ＋ の ように

　 既 に空間平均 をとっ た量 は，こ の よ うな平均 をとっ て もそ れ以上変化が ない 。こ れは

　　 （広 義で の ）エ ル ゴ ー
ド性と呼 ばれ る性質で あ る 。
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h
）a

ユ1βc
11β

h
b）

11β、
11β

図 4　 ラ ン ダム 磁場がか か っ た と きに，長距離秩序が即座 に 破壊 される場合 同 と， しば らく

　　 は残 る場 合 （b＞の 相図 。 網 をか けた部分 が ，長 距離秩序の ある パ ラ メ ー
タ領域 を表す。

　　 Imry と Ma は， 1 ＜ d ≦ 2 で a ）が ，　 d ＞ 2で b）が お こ る と し た 。 しか し Parisiと

　　 Seurlasに よれ ば
，

1 〈 d ≦ 3 で a ）が ，
　 d ＞ 3 で b）が お こ る と い う 。 なお磁場が 規則

　　 的に振動 して い て 平均 が 0 で あれ ば，全 て の d ＞ 1 で b ）がお こ る事が知 られて い る 。

　 ラ ン ダ ム で は な く， 規則 的 に ± h の 間 を振動 す る よ う・な磁場 につ い て も， 同様の 問題が

考 え られ る 。
こ の 場合 に は，d ＞ 1 で あ れ ば， βが 充分大 き く h が充分小 さい と きに 長距

離秩序が破壊 されずに残る事が判 っ て い る
1’2）

（図 4 ）。

　非常に大雑把 に考 える と， ラ ン ダム 磁場 は こ の 振動磁 場 と似 通 っ て い る 。 どちらの 問題

で も Hx は半々 に ± h の値 を と り，平均する と 0 に なる 。 しか し類似 点 は それ だけで あ り，

ラ ン ダム と規則的な振動 とは似 て も似 つ か ない の で ある
。 格子の 中の 有限の 部分 （どん な

に大 き くて もか まわ ない ）で， 自分 の 好 きな± h の 値 の パ タ
ー

ン を選 ぶ 事 に しよ う 。 （た

とえば， ＋ h を使 っ て絵 を描 く。 ）ラ ン ダ ム 磁 場 IH。 1 は 等確率で 全 て の パ タ
ー

ン を とる

の だか ら， 上で 選 ん だパ ター ン は こ の 有限の 部分 に （小 さい けれ ど）有限 の 確率で 出現す

る 。 とこ ろが ， 我 々 の 考 えて い る無 限に大 きい 格子 の 中 に は
， 上で 考 えた有限の 部分 と正

確 に等 しい コ ピーが 無限個ある 。 だか ら我々 が選 ん だパ タ ー ン が ， こ の 無 限個の コ ピー
の

中の どれかで 実現 され る確率は 1 で ある。 驚 くべ き事だが無限 に広 い 格子の 上で は
， ラ ン

ダ ム 磁場の あ らゆ るパ ター ン （シ ェ イ クス ピ アの 自筆の ソ ネ ッ ト
，

あなたの 顔 ， 我 々 が こ

れ か ら書 く全 て の 論文，出版禁止 の写真…）が確率 1で 出現 して い る ので ある 。

　こ の 考察は
， 長距離秩序や 臨界現象 とい っ た無限個の ス ピン の 相互作用が本質的で ある

現象 を考 える と きに は， IH、 1 が 平均で どう振舞 うか とか ，典型 的 に は どうい う性質を持

つ か とい っ た議論に はあま り頼 れ な い 事 を教 えて くれ る 。 広い 格子 の どこか に は，必ず平

均や典型か らひ ど くはずれた iH， ｝の パ ター ン が 出現 して い るの で ある 。

4． lmry− Ma の 論法

　ラ ン ダム 磁場イジ ン グ模型に於い て
， 強磁性の 長距離秩序が

， 弱い （けれ ど有限の 〉ラ

ン ダ ム 磁場で 破壊 され る か否か を Imry と Ma3 ）
は

，
　 contour の 出現確率を考えて 議論 した 。
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再 び 図 3 の よ うな contour γ を考 え る 。
ハ ミル トニ ア ン （4）よ り， γ が存 在す る事に よ る

余分 なエ ネル ギ
ー は 21 γ 1− 2 Σ H

、
で あ る 。 （和 は γ に 囲ま れ る 点 x に つ い て とる

。 ）

こ こ で 第 2 項 の 和 を評価す るの が ラ ン ダ ム 磁場 に 固有 の 難問で ある 。

　 Imry と Ma は こ こ で 少 し （？）問題 をす りか えて ，　 contour γ を固定 した後か ら，磁場

　 凪 ｝をラ ン ダム に選ぶ 事を考えた 。 こ の 場合 に は
，

エ ネル ギ ーの 第 2 項 に つ い て

Σ’ム
＝ 0 ，　（Σ　Hx）

2
＝ h2　V （γ ）［

が成 り立 つ （棒 は 臥 ｝に つ い て の 平均 ， 1V（γ ）1は γ に 囲まれ る ス ピン の 総数）か ら，

和 ΣHx の 典型 的 な大 きさ は h　y （γ ）
1／2

程度 と見積 もられ る 。 図 3 の よ うに γ の 広 が

りが 1程度で あれ ば，　 V（γ ） は ld程 度 に なる 。 そ こ で γ の エ ネル ギ ー は，最 も小 さめ

に 見積 もっ て も ld
− 1 − hl‘t／2

程度 と い うこ と に なる 。 そ こ で 前節同様 に contour γ の 存在

確率につ い て

Prob（γ が ある 〉≦ exp （
一

／31d
− i

＋ ighld
／2
）

と い う評価が 得 られ る 。 こ こで は
，

ラ ン ダ ム 磁場の な い 場合 とは違 っ て ，右辺 の量 が 1→

・。 で小 さ くな る の は，d ≧ 2 の ときで ある 。

　 こ こ で 前節 と同様の 議論を繰返す と，d ≧ 2 で は βが 充分大 きくh が充分小 さい ときに

M ＋ （β，
h）＞ 0 となる とい う結果 が得 られ る 。 ただ し Imry と Ma は他の 要素 も考慮 した

上 で
，
d ＝ 2 で は長距離秩序が ない と結 論 した 。

い ず れ に しろ 下 臨界次元 cl　i につ い て は，

dl＝ 2 と い う結果が導かれた わ けで ある 。

　 こ の Imry と Ma に よる議論 も，

一
瞥す る と強磁 性 イ ジ ン グ模型 に 於 け る contour の 出

現確率 の 議論 と同程度 に 納得 の い くもの の よ うに感 じられ る 。 しか し少な くとも数理物理

の 視 点か らは ， 両者 の 間に は かな りの 隔 た りがあ る 。 2 節で 紹介 した長 距離秩序に つ い て

の 議論は
， 多少の 努力 を払 う事で

， 完全 に 厳密 な 「証 明」に焼 き直す事が で きる 。 しか し

Imry と Ma の 論法 をその まま厳密 にす る の は
， 今 の とこ ろ は不可能で あ る 。

　 もちろ ん物理 の 理論 を 「証 明」 とい う観 点か ら見 るの は
， 少 し偏 っ た 事か もしれ ない

。

しか し，

一
般 に直観的な議論 を厳密な証明に 直す の が 困難 なと きに は

， その 議論の 中で 何

か 重要 な物理 的 な事実が見落 とされ て い る とい う可能 性が ある 。 Imry と Ma の 議論 は ま

さ にそ うい っ た 例 なの で ある 。

　 こ の 議論の 持 っ て い る ひ とつ め の 問題点 は や こ こ で は 「ラ ン ダム さ」 と い う もの が
，

か な り甘 く見 ら れ て い る事で ある 。 lmry と Ma は実際の 順 序 とは 逆 に， γ を固定 して か

　　
＊ 5

実 は こ の ひ とつ め の 問題 は （4）で 解決 され た 。 しか しそ こ で も，次 に述 べ る contDurs

　 　　 　の 相互 作用の 問題 は手つ かずで あ っ た 。
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図 5　contours γ と プ は，ラ ン ダム磁場 を介 して強 く相互作用 し合 っ て い る。 こ れが Imry と

　　 Ma の 理論に と っ て は命取 りに なる 。

ら磁 場 楓 ｝を選ぶ か の よ うに考 えた 上 に
， 1从 1 の 「典型 的な」振舞い の み を議論 した 。

実 際 に は運の 悪 い γ もい て ， ラ ン ダ ム 磁 場 か ら　 v （γ）iレ 2
で は な く iマ （γ ）1 の オ ー

ダー
の エ ネル ギ

ー
を ひろ っ て しま う可能性 もあ る 。

　更 に この 議論 に は
，

よ り深刻 なふ た つ め の 問題 点が ある 。 そ れ は
，

ラ ン ダム 磁場 イ ジ ン

グ模 型 に於 い て は
， 異 な っ た contours ど うしが 実 は強 く相 互 作用 し合 っ て い る と い う事

実 で あ る 。 今 まで は 図 3 の よ うに contour γが ひ とつ だ けある状 況 を考 えて い たが ， 当然

図 5 の よ うに γ の 中 に 別 の contour プ が 含 まれ て い る状 況 も生 じて くる 。
こ の 場合の

contour γ に よ る エ ネル ギ
ー （γ が ある と きと， ない ときの エ ネル ギ ーの 差 ）は，

　　　2 　γ 　十 2 Σ Hx − 2 Σ H ，，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 A ∈ Ll　　　　　　　 x ∈ 1勉

と計算 され る 。 （領 域 Vl，　 V2 は 図 5 の よ うに と る 。 ）困 っ た事に この エ ネル ギ
ーは ， ラ ン

ダム 磁場 臥 1 を介 して
， あ らわ に プ に依存 して い る 。 しか も多 くの 場合 こ の プ に よ る

エ ネル ギ ーへ の 補正項 は
， γ だ けを用 い て 計算 した エ ネル ギ

ーと同程度 に （ある い は
， そ

れ以 上 に ）大 き くな り得 る の で あ る 。 とす る と
，
Imry と Ma の よ うに γ ひ とつ だ け を取

り出 して 議論する事は ，物理的 に も不可 能 で あ る事 に なる 。

　 こ の よ うに 問題 点 を書 き連 ねて い くと
， 今度 は lmry と Ma の 議論 と い うの は実 に不正

確 な もの だ と思 われ て くるか もしれ ない が ， そ れで は 少 々 Imry と Ma に 対 して 不公平 で

ある 。 物理 の 理論の 中に は， Imry と Ma の議 論 と同 じよ うに （或い は それ以 上 に ）問題

を持 ちなが らも，立 派 に市民権 を持 っ て い る もの が数多 くあ る。
Imry と Ma の 理論が こ

の よ うに厳 し く批判 され た の は
， 次節で述 べ る dimensional　reduction が発 見された とい う

特 殊な事情の た め な の で ある 。
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5 ．Dimensional　reduction

　摂動論や く り込 み群 とい っ た場 の 理論 的手法 は
， 今 や 相転移 ， 臨界現象 の 研究 で 欠かす

事の 出来 ない 重要 な計 算手段 で あ る 。 ラ ン ダ ム 磁場 イジ ン グ模型 の 問題 に もこ の 方向か ら

の ア プ ロ ーチ が試み られ た結果 ，
dimensional　reduction と呼ば れる実 に面 白い 結論が導か

れ た言
〉
その 主 張は，d 次元 の ラ ン ダ ム 磁場 イ ジ ン グ模型

＊ 6
で の

，
ス ピ ン相 関函数は

，
ス ピ

ン 間 の 距離 が 大 きい と きに は
， （d − 2 ）次元 の ラ ン ダ ム さの ない 強磁 性 の イ ジ ン グ模

型
＊ 6

で の ス ピ ン相 関函数 と一致 して しまうとい うもの で ある詐
7

　 Parisiと Sourlasが 見出 した dimensional　reduction の 導出法は，現代的 な手法 を華 麗 に

組 合せ た実に美 しい もの で あ っ た餅皮らの 難解 な議論 の 筋道 を簡単 に ま とめ る と
， 次の よ

うに なる 。

i ）系の 平衡状態の か わ りに， ハ ミル トニ ア ン （1＞の 極値 を与 え る よ うな状態の み を考 え

るま
8
その よ うな状 態は （d − 1 ）次元の 古典場 の 理論 に 関す る確 率微分 （差分 ）方程式の

解 に対応す る 。

ii）上 の確率微分 方程式 の 解 を， ラ ン ダム 磁場 につ い て平 均す る と，超対 称性
＊9

を もっ

た場の 理論が得 られ る 。 超対称性の 結 果 と して
，

こ の 理論が （d − 2 ）次元 の ス カ ラ
ー
場

の 理論 と等価で ある事が 判 る 。

　Parisiと Sourlasは ii）の ス テ ッ プ を摂動論に よ っ て 示 したが
， 今で は摂動 を用い ない

厳密版 も得 られて い る乙
〉
しか し， ス テ ッ プ i ）が ど うい う場合 に信頼 で きる の か は

， 未だ

に は っ きりとは判 っ て い な い
。 特に

， 対称性の 破れが ある と きに は問題が ある と思 われて

い る§
）

　も し dimensional　reduction とい う魔法 の よ うな話が 本 当だ とす る と
， 長距離秩序 の 有無

に つ い て もは っ きりと した結 論 を下 す事が 出来 る 。 強磁性の イジ ン グ模 型 は d ＞ 1 で 長

距離秩序 を もち ，
d ≦ 1 で は （有 限温度 で は ）長距離秩序 を持 ち得 なか っ た 。 長距離秩序

の 有無 は ス ピ ン の 相 関か ら判 る か ら，
dimensional　reduction を用 い る と

， ラ ン ダム 磁場 イ

ジ ン グ模型 は d ＞ 3 で の み 長距離 秩序 を もち得 る事 に なる 。 そ こ で 下臨界次元 dl に つ い

て は dl＝ 3 が得 られる 。

　こ の 結果 が 正mry と Ma の 結論 dt＝ 2 と全 く両立 しない 事 はい う まで もない 。 しか も両

＊ 6
正確に は

， φ
4
な どの 連続ス ピ ン 系 を考える 。

＊ 7
もちろ ん d 次元 に比べ て （d − 2 ）次元 は点 の 数が少な い か ら，は じめ に考える相関

　 函 数は （d − 2 ）次元 の 部分空 間の 中の ス ピ ン だけ を使 っ て つ くる もの とす る 。

＊ 8
こ れは摂動の 各オ

ーダー
で最 も発散の 強 い 項の み を取込 むとい う近似 に対応 して い る。

　　こ の 近似 を正当化する （はず だ っ た ）物理 的理 由は，低温や 臨界点近傍で の 系 の 主た

　　るゆ らぎは温度で はな くラ ン ダム 磁 場 による とい う事で あ る 。

＊ 9
例 の

， ボゾ ン と フ ェ ル ミ オ ン が混 ざる と い う対称性で ある 。 た だ しこ こ で の 超対称性

　　は純粋に理 論的な技巧で あり，素粒子 （紐）論の 基本法則とは何の 関係 もな い
。

一 480 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ラ ン ダ ム 磁場 イジ ン グ模型

者の 対立が最 もきわ だ っ て い るの は
， 物性物理 学者に と っ て

一
番大切 な 3次元 の 場合 で あ

る 。 Imry と Ma の contour の 議 論 は長距 離秩序 の 存在 を予 言 し，　 dimensional　reduction は

長距離秩序 は あ り得 ない と主張す る 。 しか し 3 次 元 の ラ ン ダム磁場 イジ ン グ模型が ， きち

ん と定義され たモ デル で ある以上
， 本当の 答は た だひ とつ の は ずで ある 。

　二 つ の 理 論の正 否 を試すべ く，様々 な計算が 各々 の 理論の 枠組 み の 中で 行 われ たが，何

一
つ 決定的な事は判 ら なか っ た 。

い ずれ の 理論 もそれ 自身と して は完全 につ じ？ まが合 っ

て い るために そう簡単 に は 自己矛盾を示 さなか っ た し，
二 つ の 理論はあ ま りに も異質で あ

るため に他方の 欠点 を一方の 理 論に基づ い て 指摘す る事 もで きなか っ た 。

　現実 の 3次元 の 物質 につ い て の 実験 に よ っ て も， こ の 対立 を解決す る事 はで きなか っ た 。

多 くの 実験家に よ っ て， ラ ン ダム 磁場 イジ ン グ模型 と極めて 似通 っ て い る で あ ろ う系に つ

い て の 実験 が行 われ たの だが，驚 くべ き事に ，実験 の 結果 さえ もが長距離秩 序 の 存在 を示

す もの とそ うで な い もの とに分 か れ て しま っ た の で あ る 。 こ れ は
，

一
般 に ラ ン ダム 系 が ，

非常に 寿命の 長い 準安定状態を数多 く持 っ て い る為だ ろ うと考えられて い る 。 今 の 場合 ，

2種 類の 実験 の うち
一

方 （あるい は両方）が ，完全 な 熱平衡 に至 る前の 状態 を扱 っ て い る

とい うの で ある 。 ラ ン ダム 系で の 平衡状態へ の 緩和 は
， それ 自身極 め て 本質的 な面 白い 問

題なの だが ， 残念なが ら こ こ で は深 く議論す る余裕は ない
。

6 ．imbrieの 結論

　 1984年，
Imbrie は， ラ ン ダム 磁場 イ ジ ン グ模型 に 関 して 初め て の ，厳密で 物理 的 に 重

要 な結 果を発 表 した皀）彼 は絶対零度 （β ＝ 。。 ）に あ る 3次元の ラ ン ダム 磁場 イ ジ ン グ模型

が ，
h が 充分 に小 さい ときに は長距離秩序 を持 つ 事 を示 した の で あ る 。

　Imbrie は
， 絶対零度 に対応す る最 もエ ネル ギ

ーの 低 い contours の 配置が
， 実際 に 図 2a

の よ うな＋ の 「海」の 中 に小 さな 一の 「島」 とい う状況に な っ て い る事を，実 に巧 妙 な帰

納法を構築す る こ とで （くり込み群 的 ア プ ロ ー
チ とい っ て もよい か）証明 して 見せ た 。 当

然 こ の 過程で 典型 的で な い i罵 1 の ふ る まい や ， 入 組 ん だ contours 同志の 強 い 相 互作用

な どの 物理 的困難が 巧 み な ア イデ ア に よ っ て 克服 され て い っ た の である 。

　Imbrieの 結 果 は絶対 零 度 に つ い て の もの だ か ら とい っ て
， 決 して 自明 な もの で ない 事

は強調 して お かねば な らない
。 絶対零度で は熱的 ゆ らぎは全 く存在 しな い が ，

ラ ン ダム 磁

場 の 強 い ゆ らぎが問題 を極 め て 困難 な もの に して い る諮
10
実際 系が充分低温 で あれ ば

，

熱 的ゆ ら ぎは ラ ン ダム 磁場 の ゆ らぎに 比べ て 無視 で きる と考 える 研究者 は多い の で あ る 。

　Imbrieの 結果に よ っ て ，
　 Imry と Ma の 予想 した dl　＝ ＝ 2 が 決定的に な っ た と考 えた研究

者 は多か っ た と思 う 。 しか しdimensional　reductionists の 中に は
， そ れで も自説 を曲げ な

＊ 1° 2次元 の ラ ン ダ ム 磁場イジ ン グ模型で は ，絶対 零度で も長距離秩序は破壊 されて い る 。
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か っ た人 も多か っ た よ うだ詐
11
彼 らの 主 張 と して 「d ＝ 1 の 強磁性 イジ ン グ模型 は

，
T − O

で 長 距離 秩 序 を もち ，
T ＞ 0 で は無 秩 序状 態 に あ る 。

　 Dimensional　 reduction に従 え ば

d ＝ 3の ラ ン ダム 磁 場 イ ジ ン グ模型 も，
T ＝ O で 長距 離秩序 を もち ，

　 T ＞ 0 で は無秩 序 と

い う事に なる 。 Imbrieが証 明 した の は 当た り前の 事実 だ 。 」 と い う もの があ っ た とい う。

しか し，
Parisiと Sourlasの 導出法をみ る 限 り， 絶対零度の 3 次元 ラ ン ダム 磁場 イジ ン グ

模型 に対応す るの は有限温度の 1 次元強磁性 イ ジ ン グ模型 の よ うで ある 。 そ うだ とす る と
，

dimensional　reduction は d ＝ 3 の 絶対零 度で も無秩序 状態 が 出現 す る事 を予言 す る よ うに

思 われ る の だが 。

7 ． Bricmont と Kupiainen の 結果

　1987 年の 夏に
，
Bricmont と Kupiainenは 3 次元 ラ ン ダ ム 磁場 イジ ン グ模型 は， βが 充

分大 きくh が 充分に小 さ い と きに は長距離秩序 を持 つ 事 の厳密 な証明 を発表 したと
o ）

こ れ

に よ っ て下 臨界次元 は di≦ 2 を満た さね ばならない 事に な り，
　 dimensional　reduction の 予

想 した dl ＝ 3 とい う可能性 は完全 に否定 され た 。

一時 は解決不可 能か とさ え思 われ た長

い 論争に も，
Imry−Ma 派の 勝利とい う形で とうと う終止符が打た れ た の であるま

12

　Bricmont と Kupiainenに よ る長 距離秩 序 の 存在証 明 も， イ ジ ン グ模型 の contours に よ

る 表現 に 基づ い て い る 。 しか しラ ン ダム 磁場イ ジ ン グ模型で は contours 同志が 強 く相互

作用 し合 っ て い る た め に
， 多 くの contours の 出現確率 を同時 に考慮 しな けれ ば な らな い

。

更 にあ りとあ らゆ る ス ケ
ー

ル で 典型的で ない 振舞 を見せ る ラ ン ダ ム 磁場 の 影響を も，効果

的 に取入 れ なけれ ばな らない
。

こ れ らの 極 め て 困難 な要請 を満た すた め に， Bricmont と

Kupiainenは Wilson に 始 ま る くり込み 群 的 な ア イデ ィ ア を用い て 彼 らの 証 明 を作 り上 げ

て い っ た 。

　あ る物理 系 を， 今 まで とは異 な っ たス ケ
ー

ル で 眺 め る と， 当然系の 様相 は今 まで とは

違 っ て 見 えて くる
。 仮に こ の 新 しい ス ケ

ー
ル で の 系の 様 相 を ，

ス ケ
ー

ル を全 く変える事な

く， 系 の パ ラメ
ー

タを （ある
一

定 の 規則 に従 っ て ）変化 させ る事だ けで 再現で きた と しよ

う詐
12
そ うす る と系が非 常に大 きな （あ る い は 小 さな）ス ケ

ー
ル で ど う振舞 うか を知る た

め に は
，

上 の 規則 を何度 も適用 して 系の パ ラ メ
ー

タ を変 化 させ た後で
，

オ ー ダー 1 の ス

ケ
ー

ル で の 系の ふ る まい を調 べ て やれ ば充分 だ とい う事 に なる 。 こ れが くり込 み 群 の ア イ

デ ィ アの 骨格 で ある 。 長 距離秩序の存在は い うまで もな く， 非常 に （無限 に ）大 きな ス

＊ li
　 Imbrieの 論 文が 出版 され た 後で も，あ る会議 で 行 わ れ た 専門 家に よ る 投票で は

　 dimensional　reduction 派が優勢だ っ た とい う。

＊ 12
数理物理 の 仕事が物理 の 石ヲ跣 者に与える イ ン パ ク トは，余 り大 きくな い の が普通で あ

　　る ともい わ れ て い る。 「も し人 々 が dimensional　reduction を思 い つ かず ，
　 Imry と Ma

　 の 理 論だけが 世 の 中に 知 られて い た とした ら， 今 回の 仕事 も多 くの 物理学者か らは

　　 『昔か ら知 られて い た事を今ご ろ わ ざわ ざ厳密 に証明 した の か 』の
一

言で 片づ け られ

　 て い た の で あろ う。 」と は Jean　Bricmont の 言で ある 。
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ラ ン ダ ム 磁場イ ジ ン グ模型

ケ
ー

ル での 系の 性 質 だか ら くり込み 群 で調 べ る に は うっ て つ けで ある 。

　d 次元 ラ ン ダ ム 磁場 イ ジ ン グ模型 の ある状 態 に対 応 す る contours の 集 りを ｝）
’
　
‘1 と書

こ う。 （この 状 態に は γ 1， γ 2，
…

γ N の N 個 contours があ る とい うこ と 。 ）次 の よ うに し

て ｛γf｝に くり込み 変換 を施す
lz）

（図 6 ）。 先ず ｛）
・　i｝の 中か ら ， 広 が りが 1 よ り小 さな

contours を全て 選び 出 し，消 して しまう。 次に格子 を 1　／1 に縮小 し， 格子全体 を 1 辺 の 長

さ 1の ブロ ッ クに分 ける 。
こ れ らブ ロ ッ クの 中か ら， 1？

’
　il の contours で 生 き残 っ て い る

もの と少 しで も交わ りが ある もの を全 て選 び 出 し ， そ れらの 集 りを くり込 まれた contours

の 集 り 1プβ と呼ぶ
。

　一
般 に，系が ある状態を とる確率は ，exp （

− 7T（状 態 ））／Z で 与 えられ る 。 そ こで くり

こ まれ た contours の 集 り ｛γ
’
il の 出現する確率は

，

ProbG 若 ｝）＝ Σ exp ［− 2 β｛Σ 1γfl ＋ Σ星，
＋ （定数）目

　 　 　 　 　 　 　 lrll　　　　　　　　　　　　：　　　　　　　　　　 ＝∈ TJ

と書ける。 こ こで和 は ， くりこ ん だ とき 1γ ’
掃 に な る よ うな全て の け 」 に つ い て とる 。

（V は ｛　7・
　
，1 か ら決 まる

一
ス ピ ン の 領域 で あ る 。 ） こ こ で β》 1 ，h 《 1で ある と して ，

1γ il につ い て の 和 は 無視 し，ス ケ ール 変換 の 効 果 だ け を次元解析 で 取 り人 れ る と上 の

｛笑｝

｛fY

，
　
’

｝

図 6　｛γ f｝の 1 以 下 の ス ケ
ー

ル の ゆ ら ぎをなら して ， くりこ まれ た centours の 集 ま り ｛γ ，q

　　 をつ くる 。 先ず格 子 を一辺 1の 正方形 に分割する 。 広が りが 1以 下の contours （図中点

　　 線 で示 した ）を消 し去 っ た後，全体 を 1／1 に縮小 する 。 最後 に，右 図で 長 さが 1以 下 の

　　 構造 を無視 して
， 網か けで示 した よ うな新 しい cont 。ur を得る 。
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確率は次の ように評価され る 。

　　　Prob（1プ ‘D ＝ exp ［
− 2 β

’

｛Σ 1プi　 十 Σ HLr’　十 （定数）1］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 聖　　　　　　　　　　　　 x

’ET ・”

ただ しx
’
は粗視化 され た格子上の 点 （ブ ロ ッ ク）で あ り，新 しい 逆温度 は β

’ ＝ 1（d
− D

β，

新 しい 磁場は H
’
。

’＝ 厂
（d − 1） Σ 焦 で 与え られ るぎ

エ3
こ の 磁場の 式で は

，
ld個の 点に つ い

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s ／mbloeks ’

て 和 をとる か ら，
一

見磁場の 大 きさ は H
’
　 ＝ 　IH とな る よ うに思 わ れ る 。 しか し上 式の 2 乗

平均 を とる と，

　　　 （H 　
’

．r　’）
Z
　＝ 厂

2（ctml ）
（ΣH

κ ）
2 ＝ 厂

（rJ
− 2）h2

と な るの で ，H2・は，大 きさ パ ＝ 厂
（’1− 2）／2h

を もつ ラ ン ダ ム 磁 場 だ と考 え られ る 。

　こ の よ うに して
， β》 1

，
h 《 1 の と きは （非常 に粗い 近似 の 範囲 で は ）系を 1倍大 き

な ス ケ ール か ら観察する事 は
，

ス ケ
ー

ル を変えずにパ ラ メ
ー タ β，

h を

　　　β
’

− t
（d − ’）

β，κ
’

一 厂
〔d 『2 ）／Zh 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （5＞

の よ うに変化 させ る の と等価 で あ る と結論 され る 。 系の 非常 に大 きな ス ケ
ー

ル で の 振舞 い

に興 味が あれ ば
，

上 の βと h の 変換 式 を ， 何度 も何 度 も繰 返 し用 い れ ば よ い （図 7 ）。

d ＞ 2 で あれば
，

上 の 変換 を繰返 す と βと h は急激に 固定点 β ＝ ・・
，
h ＝ 0 に近付い て い

く。
つ ま り無 限に大 きなス ケ

ー
ル で は

，
こ の 系 は絶対零度 （β＝ 。。 ）にあ りラ ン ダム 磁場

図 7

h

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 11β

くりこ み 群 の 流 れ図 。 d ＞ 2 の ラ ン ダ ム 磁場 イジ ン グ模型 で
， 観察する ス ケ

ー
ル を どん

どん 大き くする事 を考 える 。 β》 1 ， h 《 1の ときに は ，
こ れは ス ケ

ール を変えず に ，

パ ラメ ータ β，
h を （式   に した が っ て ）図の よ うに動か す事 と等価で ある 。

＊ 131
γ 1は表面積だか ら γ が ス ケ

ー
ル 変換 され て プ に な っ た とす る と ［γ 1 ＝　1（d

− 1 ）

　　1　 ？
・’1。 β 1γ 1＝β

’1プ 　を要請する とβ
’＝轡

一1）
βとなる。H

’
の式の 厂

（d − 1，

　　は 単に βを β
「
で置 き換 えた為 に生 じた 。
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　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　ラ ン ダ ム 磁場 イ ジ ン グ模型

が全 くかか っ て い ない （h ＝ 0 ）よ うに見 えるの で あ る 。 もちろ ん β＝ 。。
，
h ＝ O の 系 に

は 長距離秩序 が存在す るか ら ， もとも との ラ ン ダ ム 磁場 イ ジ ン グ模型 に も長距離秩序が

あ っ た とい う事に なる 。

　 こ れが Bricmont と Kupiainen の 証 明 の
， 最 も基 本 的 なア イデ ィ ア で あ る 。 こ の よ うな

contours に 対す る くり込 み群 を用い た議論 に は
， 厳密 ， 非厳密 を問わずそ れ ほ ど先例が な

く，
こ の 考 え方自身物理 に於 ける く り込み群 の 新 しい 使 い 方 と して も有望 で あ る

。
しか し

なん とい っ て も Bricmont と Kupiainenの 仕事 の 眼 目は
， 今 まで 述べ て きた 大 まかな ア イ

デ ィ ア を徹底的に 補強 して
， 完全 に厳 密 な く り込み群 の 理論 を作 り上 げて しまう点 に ある 。

　 くり込 み変換 を厳密 に遂行 す るた め に は
， 多くの 困難 を乗 り越 えな けれ ば な らない

。 実

際 の 証明 は
， 厳密統計力学 や構成的場の 理論の 研 究で培わ れた様々 なテ ク ニ ッ ク を駆使 し

た 複雑 なもの だが， こ こで は い くつ か の 主要 なポ イン トに つ い て ご く簡単 に触 れて お く。

1 ）当然 （5）の Prob（1プ il ）の 表式 は近似で あっ て
， 本当は ｛プii に つ い て足 しあげ た

と きに様々 な補正 項 （例 えば非局所的な相互 作用 ）が つ い て くる 。 これ らの補 正 が ，そ れ

ほ ど大 きくな い とい う事が Mayer 展 開 とい う手法 を用 い て 示 され る 。

ll）くりこみ 変換 は何回 も何 回 も繰返 し行な うもの で あ る 。 た とえ 1 ）で 評価 した補正 が

小 さか っ た と して も，変換 を繰返 す うちに誤差 が積み重 な っ て増 えてい っ たの で は使い も

の に な らない
。

つ ま り 1）の 評価 を行な うと きに ， （5）の 振舞 い に対 す る補正 をも考慮 に い

れ
，

1回の くりこ み変換の 後で 補正 が 大 き くな らな い 事 を示 す事が 必要 に なる ♂
14

丗）以 前か ら強調 して い る 「典型 的で な い 」 ラ ン ダム 磁場 の パ タ ー ン の 問題は ，変換 を繰

返すだけで い くらで も大 きなス ケ ール を扱 う事が で きる とい うくり込み 群の 特徴 を巧み に

用い て解決さ れ る 。 「広い 」範囲 に わ た っ て 艮
＝ − h とな ？ て い る領域 に 注 目 しよ う。

この 範囲 を 「広い 」と感 じるの は それが 我々 の 観察の ス ケ ール に比 べ て 「広い 」か らで あ

る 。 くりこ み変換 を充分 に何 回 も行 な えば， わ れ わ れ の 観察ス ケ ー
ル は大 きくな り， こ の

範囲 ももは や 「広 く」は思わ れ な くなる 。 そ うすれ ば 臥 ｝が 「典型的で ある」 と した 評

価が 有効にな るだ ろ う。
こ の よ うな一

見漠然 と した ア イ デ ィ ア を，厳密 な くりこ み群 の 中

に取 り入れ て い く手際 は
，
Bricmont と Kupiainenな らで は の 実 に見事な もの で あ るぎ

15

8 ．おわ りに

　本稿 を終 える前 に少 し dimensional　reduction の 名誉回復 を して お こ う。 統計力学 の 系に

お ける 臨界現象は
， 次 元が 上 臨界次元 （upper 　critical 　dimension）d ．

よ りも大 きい ときは

＊ 14
こ う書か れ ただけで は，こ ん な事 が可能 だ とは信 じ難 い と思 う 。 実際 こ れは 厳密な く

　　りこみ 群の理論 を作る上で も最 も卓抜 なア イデ ィ ア と技巧 を必要 とす る部分なの で あ

　 　る 。

＊ 15
具体 的に は

， 典 型的で な い 1从 ｝の 領域を囲 む contour を 「悪 い 」contour と呼んで ，

　　くりこ み 変換の 際 に特別扱 い をする 。
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分子 場近 似 で 記 述 さ れ る とい わ れ る 。 通 常の 強磁性 イ ジ ン グ模型 で は d
。

＝ 4 な の で ，

dimensional　reduction に 従 う とラ ン ダム 磁場 イジ ン グ模 型 で は d
。

＝ 6 とい うこ とに な る 。

diの 値の 予言 に は失敗 した dimensional　reduction だが ，
こ の du の 値 は 正 しい と信 じられ

て い る。 厳密な不等式 d。
≧ 6 もこ の 結果を支持 して い る93）

　ス ピン グラス をは じめ とす る ラ ン ダム なス ピン系 の 問題 は
， 未だ に多 くの 謎 に包 まれて

い る 。 伝統的 な近似 法 や直観 が往 々 に して破綻 をきた す こ の よ うな系 の 研究 に於 い て こ そ ，

数学 的 に厳密 な方法は 威力 を発揮す る の か も しれ な い
。 こ こ で 紹介 した Imbrie　

，
　 Bric−

mont ，　Kupiainen らの 仕事 をは じめ とす る い くつ かの 興味 深い 研究
14）

が ， 今後 の 発展 の 兆

しで ある事 を願 うもの で ある ぴ
ユ6

　本稿 をま とめ た 直後 に
，
Aizenman と Wehr が

，
2 次元 ラ ン ダ ム 磁場 イジ ン グ模型 は全

て の h ≠ 0 ， T ≧ 0 に つ い て長距離秩序 を持た な い 事 を証 明 した 『
17115 ）

こ れ に よ っ て ， ラ

ン ダ ム 磁場イ ジ ン グ模型 の 下 臨界次元 につ い ては dl ＝ 2 が 遂 に確立 され た わけで ある 。
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＊ 16Chayes
，　Chayes，　Fisher，　Spencer　Chayesの 不等式 dv ≧ 2 に よれば，交換相互作用の

　 大 きさが わずか にで もゆ らい だ 3次元の 強磁性 イジ ン グ模型 の 臨界指数 レ は y ≧ 2／3
　　＝ ．666… を満 た し， ラ ン ダ ム さの な い 3次 元 の 強磁 性 イ ジ ン グ模型 の v ≒ ．63…

　 　 （近似値 ）と は一致 し得 ない
。 既 に ラ ン ダム 系 の 持 つ こ の よ うな微妙 な性質が ，厳密

　　に証明 され る時代 に な っ て い る の で ある 。

＊ 17
こ の 結果 は多 くの 研究者が 信 じて い た もの だが

，
そめ根拠は それ ほ ど明確で はなか っ

　 た よ うだ 。 2 次元で は， もちろん dimensional　reduction は無力で あ る し，　 Imry と Ma
　 の論法 もか な り不正確で ある 。
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付 記 ．

ラ ン ダ ム 磁場イジ ン グ模型

　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　 1990年 11月

　 こ の review を まとめ て か ら ， 既 に 2 年近 くた っ て しまっ た 。
つ い つ い 発表 を遅 らせ て

し ま っ た が， まだ入 に 知 られ て い ない 部分 も多い と考えて
， 「物性研 究」に掲載 させ て い

た だ くこ とに した 。

　Bricmont・Kupiainenの 本論文 も と うに 出版 され ， こ の 仕事 も次 第に過 去の もの にな りつ

つ ある 。 しか し今で も，
ラ ン ダム 磁場 イジ ン グ模型の 問題 は知 っ て い て も，彼 らの 仕事の

存在 を知 らない 物理 学者が か な りい る よ うで あ る 。 数学 と物理 学の 間の 社会学的ギ ャ ッ プ

は， まだまだ広 い の だろ うか ？

　そ の 後 ，
Bricmont と Kupiainen は ， ラ ン ダ ム 媒質中の ラ ン ダ ム ウ ォ

ーク の 問題 を手掛

け，d ＞ 2 で は ラ ン ダ ム ウ ォ
ー クの ス ケ ー リ ン グ極限で の 振 る舞い が ， 自由な拡散 と

一
致

す る こ とを証明 した。
こ の 仕事で も，厳密 な くりこ み群 が用い られ て い る 。

　最後に ， 極 く最近の 厳密統計力学の 話題 として ，
Hara −Sladeの 仕事に つ い て 触れて お き

たい
。 彼 らは， 5次元 の 自己回避 ラ ン ダム ウ ォ

ークの 臨界現象や ス ケ ー リ ン グ極限が， 自

由な ラ ン ダム ウ ォ
ー ク と

一
致する こ とを厳密 に証 明 した 。 多 くの 確率論や 数理 物理学 の 専

門家 が挑戦 して きた こ の 古典的 な難問が ， とうとう完全 に解かれ たの で ある 。

　ラ ン ダム 磁場 イジ ン グ模型 の 問題 とは違 っ て
， 自己回避 ラ ン ダム ウ ォ

ー
ク につ い て の こ

の 事実 はか な り古 くか ら信 じ られ て きた 。 だか らとい っ て彼 らの 仕事の 価値が 低い とい う

わ けで は ない
。 実際 ， 従来の 理論的根拠 は

， 自由な ラ ン ダ ム ウ ォ
ークか らの摂動論に過 ぎ

なか っ た 。 自己 回 避 ラ ン ダム ウ ォ
ー ク とい う，い わば無 限大の 非 線形性 を もっ た系の性 質

を， 無限小の 非線形性の 効果か ら推 し量 ろ うとい うの は， か な り強硬な楽観論で ある 。

Hara−Sladeに よ っ て ， 楽観論の 結果が正 しか っ た こ とは 証明され たが，楽観論その もの

は正 当化 され ない だろ う。
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