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Weber 　 Fechner 則　の
一

般化

東北大 工 原 　啓 明

　生 体 に お け る刺 激 〔φ）と感覚 量 （S ）の 問題 は ，　 Weber （1834 ｝と Fechner （ユ86〔［〕に

よ る経 験則 （WF 則 ）： S 寓 ψ（φ）ロ 為lQ9 Φ偉 ；定数 ）を つ か っ て 解析 され て い る 。 　 しか し

こ の 経 験則 だ け で Φ と S と の 関係を記述す る こ と は困難で あ る 。 　 Stevens 　 d966 ）

は WF 則 の 対 数 関 数 に 代 わ る も の と して ，べ き関 数 の 経 験 則 （S 則 〕を 提 案 し て い る 。

現 在 ， 実験心理学 で は こ の 両法則 が 事象 に 応 じて 別 々 に 適用 され て い る
1）

。

　 本講演 で は生 体 シ ス テ ム を構成す る 要素に 関 して ス ケ
ー

リ ン グ則 を仮定 し， 統
一的立場

で φ と Si と の 関係を以下 の 手順 （1
，
　 H

，
皿 ）で 一

般化す る 。

IP ：　lnput　part
OP ： Output　part

System

図 1生体 シ ス テ ム の 入出力部

す な わ ち
，

（1 ｝：シ ス テ ム 構造 は ス ケ
ー

リ ン グ則を 満た す関 数 Fで 規定 され る と考 え ， S＝ψ（φ）

　　 の 関係をψゆ ）［雷ψoF （φ）］ と一
般化す る 。

（E ）：φ を シ ス テ ム に関する状態変数 とみ て ， シ ス テ ム 構成 の 要素数 と領域　〔体積 ）

　　 を導 入 し，
ス ケー

リ ン グ因 子 D の 意味 と φ と S の 関係を具体的 に調 べ る 。

（皿 〕：Φ は位置 （x ），時間 （亡）の 関数 で あ る と考え て ，
Φ（x ，亡）を Fokker −Planck
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の 方程式の 解で規定す る 。 　 さ らに 解に 含ま れ る パ ラ メ タ
ーを局所座標 とす る

2 次 元多 様体 を導入 し ， 動 的 ス ケ ー一
リ ン グ 因子 D を 2 次元 曲面 の 性質 か ら導

出す る。

　 まず 〔1 ｝に お い て シ ス テ ム は 二 っ の 部分 ， 入力部 と出力部 か ら構 成 さ れ て い る と考 え る

（図 1 参照 ） 。 　入 出 力 部 （IP と OP ）間 に 写像 F を 導 入 す る と，感 覚量 は形式 的 に

5 三 ψゆ ）［＝ ψoF （Φ）］ と拡張 され た 形で 表 され る 。
F は 刺激 Φ に シ ス テ ム 構造 の 活性

化 され た パ タ
ー

ン を規定 す る 関数 で あ る 。

F ゆ ＋ dΦ）＝［1＋ R ゆ ）dφ］F （φ〕 （1 ）

R （Φ）は刺 激 の 強 さ Φに応 答す る割 合 を表す関数 で あ る 。

応 答関数 R〔（φ）を ， ス ケ ー
リ ン グ則 （因子 D ； log　 a ／10g　b ：Fractai 次元 ｝で 規定

す る と ，
S＝tψi：φ：1 は 具体 的に

蜘 催 留
　 　 　 　 　 　 1＋D

〔1＋D＝〔1 ）

（1＋［）＝ 〔，）

（2 ）

で 与 え られ る 。
た

。，

Ro は定 数で あ る 。

した が っ て
，

ス ケ ー
リ ン グ則 で 活 性 化 された 構成要素の パ タ

ー
ン に よ っ て 学習 ・記 憶 が保

持 され る も の と考え る と ， 最 近行わ れ た ヒ ヨ コ の 脳 の 一部を 損傷 し ， 回避 ト レ ーニ ン グ に よ

っ て 記憶 （学習） の 保持 を調 べ た 実験 事 実
2 ）

が 旨 く説 明 され る 。

　 っ ぎの 取 扱 （皿 ）で は ，
シ ス テ ム の 領域 〔体積 V ）が N 個の ク ラ ス タ

ー
で構成 さ れた 体系

で あ る と考 え ，
Φ は シ ス テ ム に 関す る状態変数で あ る とみ なす 。 　 す な わ ち ，

シ ス テ ム の 状

態 は 刺激 に応 答 し活 性化 され た シ ス テ ム の 領域 （体積 V）， ス ケ ー リ ン グ因 子 ID ）と感覚

量 （S ）に よ っ て規定 さ れ る もの とす る 。 こ の と き， ク ラ ス タ
ー

間の 相 関 を考 える と図 2 で示

した 刺激一
感覚量 〔応答）図が得 られ る 。

図 2 で S ＝ S − S
。，

Φ＝ 〔Φ
1 ＋ D

）・・V
−1

（＝ κ
t ＋DN 一

γLI’ D］
φ

1＋ °

） ，
κ は 正 の 定 数 ， γ ＞0 は興

奮 型 ， γ＜ 0 は 抑制型 の 定 数 で あ る 。 また θ＝κ
1＋ D

／ 1 ＋ρ，θ
c は刺激

一
感覚量 （応答）曲線

の 臨界点 で あ る 。 図 2 で は ， 従 来の WF 則 と S 則に 相 当す る 関係式が θ ＞ Oc　（状態

G ） の 曲線 で 得 られ る刺 激 一感 覚 量 （応 答 ）曲線 と して求 め られ る 。 　 θく θo （状 態 L ） に お
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い て は，刺激 一感 覚量 （応答 ）の 関係 に 特異性 が 予想 され る 。

〜
S

l　 Poin1

　　　　　　　　
o
　　 転　　 ．も　　　　　争｛・ φ

1噛
卩1

）

　　　　　　　　　　　　 図 2　 生 体 の 刺 激 一感覚 量 〔応答 ）図

　最 後 に 〔皿 ）を実行す るた め に ，
Φ を シ ス テ ム 構成要素 の 位 置 CX’）と時間 （乙）に依存す る

局所 的な量 で あ る とみ な し ， Φ〔x ， t〕は Fokker −Planck 〈FP ）方程式の 解 V」（x ， t） に

駅 数値）倍 さ れ た 量で あ る と 考え る 。 　 こ の と き WF 則 と 1 則 は そ れ ぞ れ （log ψ 沈 ．

t）→ t （x ・t ）（ 尤度関数 〉 と
”

拡張 され た
”

尤度関数 ： S ［w］（・＝S ［t （x ，t 月 ）の 形で

表され る 。

S ［w ］の 関数形 を求め る た め に
，
FP 方程 式の 解 に 含 まれ る 2 個 の パ ラ メ タ

ー （平均値 ， 分

散） を 局所座標 び （i＝ 1 ．2〕とす る　2 次元多様体 ne ←〈卍〃伽 ，θ ）｝；唄 記 ，θ ）≡ Iv　t　X ，

t）〉）を導入す る と ，
M に は Amari の α 接 続

3）
に よ っ て 幾 何学 構造 が 導入 で きる 。

つ

ま り接続 係数 戸 的
乞癶 は

r  
堪 （θ）＝ 〈V

δ
、

働
らこ圃 θ）；銀 似 θ〉 （3 ）

で 与 え られ る 。 　 7
δ

、

  δ
∫ は α で 特徴 づ け られ た び に 沿 っ た eJ

“
の 共役微分を表す 。

内積 くA ・B ＞ は 期待値 E ［A （x ）B （x ）］イA 〔x ）B （・ ）・p （・ ・
θ）dx で 定義 さ れ た数値 ，

〈軌 ε：∂jt＞ は計量 テ ン ソ ル 翫 」（θ）で あ る 。

関数 A 〔∬ ）の 集合 ：　T （1〕　・・｛A （x ）1瀞 軌 Z （Xi，θ）：工（x ，θ）（
＝＝10g　w （x ，θ））｝を考え

る と ，
T の 要素で あ るA （x ）の 期待値 は E ［A （．x

”
：1］＝ 0 とな る 。
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多 様体 bl か ら新 しい ｝i に 確率変 数 を 変換 す る とき ，距離 と接 続 で 規定 され た 幾 何学構 造

が 共形 とな る要 請 ；

＜ A ；B ＞ ＝ const 。＜A ；B ＞
a 〔距離）i

＜ ▽la）
A　 B ；C ＞ ＝ const ．＜ ST　（a ）

A　B ；C ＞
a 　（接続 〕

（4 ）

（5 ）

を置 く。　 こ こ で α 期待値 ：〈　　〉
α は t （x ，θ）を S ［w ］で 置換 した 集合 T （

’1 〕
の 要素

A （X ），B ＠ ）に関す る期待値 ，

＜4；B＞
“

一∫A 勧 B （X ）［zo（x ，θ）］
adx

に よ っ て 定 義 され る 。

　 要請　（4）（5） か ら S　［w ］の 関数 形 は

　　　　　　　　　　　 ．　2　　ユニ9

　　　　　　　　・圃 擣∴ ：1：1：
と決 定 され

，
a と D の 間 に は次 の 関係式 が 成 立す る ；

　 　 　 　 　 　 　 　 1　一 α

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ 1 ＋ D
　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

（6 ）

〔7〕

一
ヒ
’

結果 （7）と （8）は ， 関係式 W （X ， t）＝φ（X ， の ノ N （規格化因子）に 注意す る と ， 局所 的表

現 に よ る 〔2） の 再定 式化に な っ て い る 。

Dを τ で パ ラ メ タ
ー

化 した 動的 ス ケ リ
ー

ン グ因子 D （τ ） に拡張 した 場合 ， 関係 式 〔∈りは

α を α （τ ）に 置換 した 同様 な関係式 に よ っ て 決定 され る こ とが分 か る 。 　 こ の と き ，
M は

2 ＋ 1次 元 の 多様 体 ，
P （τ）は 2＋ 1次 元 曲面 を特 徴づ け る 砥 τ ）接続 と して 理 解 され る 。 　す

な わ ち ，
Φ と S との 関係式 は α （τ ）接 続 に よ っ て

s （x ，t〕．s。 （。 ）．
鳩

［φ 鵬 の ］
・・・ …

　　　　　　　　 1＋D （τ ）
（9）
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と表 され る 。 　こ こ で ，So〔τ ）＝
一
（穐R

。
！ 1＋D 〔τ））　6」　t ，D （。｝

　，o で あ る 。

結局 ， 要請 （4〕〔5 ）に よ り S の 汎 関数形 は べ き関数 （ 1＋ D （τ ）＃O ）と対数関数 〔（9）

の 極限11＋ D （τ ）→ 0 ）で 決定 され る ・ ま た　ス ケ リ ー ン グ因 子 ρ（τ ）〔＞ O）に は α 〔τ 〕接 続

〔く0）が対応 し て い る こ とが 分か る 。

　 と こ ろ で ， 記憶 ・学習を シ ス テ ム の 構成要素が ス ケ
ー

リ ン グ則で 活性化 され た パ タ
ー

ン

と して 保 持 され た もの と考 え れ ば
， 以上 の 議論 か ら生 体 シ ス テ ム が行 う情報処理 の 問題 は

2＋ 1 次元 曲面 の 性 質 に 還 元 され る 。 　 こ の 意味 で ， 刺激 一応答 の 関 係が 行 動 レ ベ ル に 現 れ る

動物 の 摂食 行動 の 問題 は重 要 で あ る
4 ）

。 ま た Rie 皿 ann −Liouville 積分
5 ）

に よ る非整

数回微積分 の 定義式 を 入出力関係を規定す る マ シ
ー

ン と して み る と ， 非整数回を表す イ ン

デ lvク ス を α 接 続 と関係 ず け る こ と が で きる 。 また ， 地震 の 問題 に おい て ， 本 稿 の 立場 で

地殻 を複雑な シ ス テ ム 構成で あ る とみ る と ， 断層破壊 に お け る　1げ β Lβ ri　 1 〕 の ス ペ ク ト

・ル 解 析
6 ）

は パ ラ メ タ
ー空 間の 曲面 を 規定 す る ス ケ

ー
リ ン グ因子 を知 る

一
つ の 有力 な手段 と

な る で あ ろ う 。
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