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は じめ に

　 非 ユ ーク リッ ド空間で あ る球面に V け るバ ターン に は ユ ーク リ ッ ド平面 に お け るパ ターン の 問題 とは異 な っ た側

面 が 現れ 、 種 々 の 分野 へ の 応用が考えられる興味深 い 研究課題 で あ る 。 こ こで は、 球面 に お けるネ ッ Fワ
ークバ タ

ー

ン の 問題を考察する 。 こ の 問題 は 多面体 の 上で の ネ ッ ト ワーク と トポ ロ ジ カ ル に は 同等で あ る。多面体 の 上 の ネ ッ ト

ワーク や球面上 の 醒置の 問題は Fejes　T6th （1972）に よ っ て規則パ ターン に 対し て論じ られ て い るが 、 われ わ れ の

目的 は そ れらを不規則な配置 に対 して 議論 し、 そ の応用を考察す る こ とで あ る 。

球面の 幾何学 ・ 三角法 ・ ネッ トワ
ーク

　 単位球面 （半径 1 の 球面 ）上 の 点の 配置を記述す る た め に 、 ま ず 、 二 点間 の 球面距離 の 定義 を与 え る 。 単位球面

上 に 存在する二 点 A
，
B の 球面距離 d ＝ d（A ，

B ）は A
，
B を結 ぷ 大円．AB の 弧 （すなわ ち 、 球 中心 を中心 と して

A ， B を通 り、
　 A

，
B を結ぶ円弧 の 内で小さ い 方の 弧）の 長さ に よ っ て定義さn る。 ζれ は 、 球中心 を始点 と し、 球

面上 の 点を終点とする単位ベ ク トル を用い る と好都合で あ る 。
つ ま り、 A ，B に対応する単位ベ ク トル をそ れぞれ

召
，
b とする と球面距離 d は d ・b ； eos 　d の 関係で 与え られ る 。 言 い 換え る と 、

　 d は単位ベ ク トル 召
，
6 の 成す角

（radian ）で あ る 。

　 次 に球面上 の 三点 A
，
B

，
0 に 関す る幾何学、すなわ ち球面 三 角法 を 考える。 球面 三角形 △ ABC は 大円 AB ，

BC
，
　CA で 囲 ま れ た球面上 の 領城で あ る 。 頂点 A

，
　B

，
0 に お け る 角を それ ぞ れ α

，β，orと し 、 上 と同様 va　A
，
B

，
C

に そ れ ぞれ単位ベ ク トル d
，
b

，
δを対応させ る と 、 た とえ ば COS ・a ＝ （δX う）・（d　x のノld■ bl・1δ × 司が 成 り立 つ 。

これ は球面余弦定理 に 相当す る 。 そ の他 の 球面三角法 の 定理なども単位 ペ ク トル を用 い て 表わ して お く と、 解析幾何

学的 に計算が実行で き る の で 都合が よ い 。

　 さ て 、 球面 三角形 △ ABC の 面積 δ は 6 ＝ α ＋ β＋ or一π とな る こ とが 球面二 角形 （三 角形で は ない ） の 面積

の 差 し引き計算 か ら比較的容易 に 導 か れる （Fejes　T6th ，
1972

， 第 1章） 。 こ れ か ら 、
一般 に球面 p 角形 の 面積 F

に対す る公式

　　　　　　　　　　　　　　　　F ＝ α ・ ＋ α 2 ＋ … ＋ α P
− （n − 2）π 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

も導ける。 こ こ で 、 α 1 ，

…
，
α p は内角を表わす 。 式 （1）を用 い ると、 球面 を凸多角形に分割する球面ネッ トワーク

に対す る Eulerの 定理 が 直 ち に得られ る。 い ま 、 球面ネ ッ トワ ークの 面数を n
， 辺数を e

， 頂点数を v とする と、こ

れ らの 問 に は n 一ε 十 v ＝ 2 とい う Eulerの 定理が成 り立 つ
。 すなわち、 球面多角形 の 画積の 和が 4 π で あ る こ

と と （1）式とか ら こ の 定理が得られ るの で ある。　 次 に 、 単位球面を n （≧ 3）個 の 等面積の 凸部分に分割す るネ ッ ト

ワークの 総辺長を Ln とお く と次式が成 b立 つ ：

Ln ・ ・（n − ・）c・s （藷
・嵩 詈）・ ・n ・ （2）

ただ し、 等号 は n ＝ 4
，
6

，
12 の 球面正多面体 に対 して の み 成立す る 。 こ の 不等式は、 球面分割ネ ッ トワ

ーク あ るい は

球面上 の 配置 の 規則性を計る上 で 一つ の 目安 を与える。 われわれは （2）式を後で 利用す る。

球面上の 点配置 と球面 Voronoi分割

　 平面上 に与え られ た 点配置に対して 、 Voronoi分割が一意的に定ま り、 平面の 分割ネ ッ F ワークが 得られ るの は

周知で あろう。 こ の 対応 は 、 平面上 の ネ ッ トワ
ークモ デ ル を簡便に構築す るの に 好都合で あ り、 種 々 の 応用が考えら

れ る （例 え ば 、 Hasegawa ＆ Ta ：nemura （1976 ），
　Ta皿 e皿 ura ＆ Hasegawa（1980））。

　 球面上 に お い て も同様 の 対応 に よっ て 球面分割ネ ッ トワーク を構築す るこ と を考えよう。 ただ し 、
こ の 場合、 所

与の 球面上 の 点配 置に対 して 球面 Voronoi分割 が一
意 的 に定まるこ とは 自明で はない が前節に述べ た幾何学を適用
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す る こ と に よ っ て 証明で きる 。 ま た 、 球面分割は平面分割と異 な っ て 境界条件に 対す る考察 が 不要 で あ り、 こ の 意味

で 計算プ ロ グ ラ ム の 構造は よ り畄純 で あ る。

　　こ の ように して 作 っ た球面分割ネ ッ トワーク の
一例 とし て 、 図 1に 球帽 （球面上 の 円） の ラ ン ダ ム 逐次完全充填

に 対す る Veronoi分割を示す D 図 は紙面 に 平行な大円を赤道 とす る半球部分 の 正 射影 を表わす。

放散虫の骨格構造 と球面ネウ トワ
ーク形成モ デル

　 次 に 、 海底 に 生患す る放散虫 の骨格構造 を説明するモ デ ル を考察す る 。 放散虫 の骨格は多角形 に よ る球面分割の

構造を示 し て お り、 各多角形 の 面積 が ほ ぼ等 しく大多数が 六角形 と な る特徴を持 っ て い る （図 2 参照）。 こ の デー

タ は Tarnai（1989）か ら採用し た。こ の 構造の 形成過程で は 、 球面ネ ッ トワーク が あ る種 の 最適性を満た すよ う に

形成 され て い る と考え る ζ とが で きる 。 すな わ ち 、 骨格の 成長と共 に 構造的安定性を獲得す る た め に 次第 に 球面多角

形が 互 い にで き る限 り六角形 に 近づ き、 しか もで きる限 り等 しい 面積 に なるよ うに 変形 して い っ て で きた もの と考え

る 。 そ の よ うな構造は上述の ラ ン ダ ム 逐次充填の 球帽系 に 対す る Voronoi分割ネ ッ トワ
ークで は得られ ない こ とは

例 え ば図 ユ との 比較か ら明 白で あ る。そ こ で 、球面 上 の 点系 の あ る初 期 配 置か ら出 発 して 徐 々 に位 置を調節す る こ と

に よ っ て 上記 の 配置 を実現す る新 し い 幾何学モ デ ル を提出す る 。

　　われわ れ は以前 、 平面上の 棲息地 に お ける動物 の なわば り形成 に 対 して 幾何学 モ デル を提出 した （Hasegawa ＆

Tanemura （1976 ）；Tanemura ＆ Hasegawa （1980））。こ の モ デ ル を 球面上 に 拡張 して 説明す る た め に、い 玄、

あ る時刻 ご｝（お ける球面 上 の あ る点 x （t）に対す る Voronoi多角形の 頂点 を巡回的 に A1
，
A2

，

…
，
Ak で 表わ し 、

こ

れ らに 対応す る （球中心を始点 とす る）単位 ペ ク トル をそ れ ぞSC　d1，δ2 ，
…

， 軌 で 表わす 。 こ こで k は こ の 多角形

の 辺数で あ る 。 その と き、な わ ば り形成の 幾何学モ デル の 球面上 へ の 拡張版 は 次 の 時刻 t十1 の こ の 点 の 位置 ¢ （t十1）
を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Σ包、 di
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x （t＋ 1）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1Σ廴劃

と置 き 、 すべ て の 点 に対 して 得られ た 新 しい 配置 に 関す る Voronoi分割 を時刻 t 十 1 に お け る分割 とす るモ デ ル で

あ る 。 これを調節モ デル 1 と呼ぷ 。 こ こ で 上式の 分母は新し い 点 x （t 十 1）が再び単位ベ ク トル とな る こ と を保証 し

て い る 。 調節 モ デル 1 に よれば、 ¢ （t十 1）は x （t）に 較ぺ て多角形の 中央 に位置す る ように なり、 各点が互 い に 等間

隔 に分布す る配置が得ら れ る こ とが 予想 され る 。 と こ ろが 、 シ ミ ュ レーシ ョ ン で は 図 2 の よ うな規則的なパ ターン は

得らn なか っ た。そ こで 、 （3）式 の 代 わ りに

x （t＋ 1）
「龍霧1 （4）

と置 くモ デル を考え る。 但 し、 観は頂点 祷 を△磯＿1召画 ＋1 と面積の 等 しい 二 等辺三角形△ 冨ま＿1硝醍＋1 に仮想的

に置き換え た 頂点で あ る 。 （4）式を用 い るモ デル を調節モ デル II と呼 ぶ 。 報告で は、二 つ の 放散虫データ に 対 して

調 節 モ デ ル IIの シ ミ ュ レ ーシ ョ ン 結果 が それぞれ統計的 に 極 め て よ く一致す る こ と を述べ た （図 3参照）。 こ C で

は、まず n と して 二 つ の 放散虫データ か ら それぞれ n ＝ 272
，
620 と設定 した上 で 、 初期配置をラ ン ダ ム （Pois−

son ）点配置 と し、 シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン を停止 させ る最終の t ＝ T と して T 〜 1000 ま た は 直前の 位置 か ら の 変位 （

換算距離）が 計算機イ プ シ ロ ン の オーダー（10
−10

〜 10
−15

）とな る T を選 ん だ 。

　 ま た、わ れ われ の ネ ッ ト ワーク 形成 モ デル は一般的に 任意の n に対する最適点醍置を簡便に得る方法 とし て も有

効で あ る こ と も報告で 指摘 し た。 それを示すた め種 々 の n← 10 〜 50）に 対して 調節 モ デ ル IIの シ ミ ュ レ ーシ ョ

ン を上記と同様の 方法で 行 っ た 。 （2）式に 与え たネ ッ ト ワーク の 全旻 に 対す る評価を用 い る ため Ln を t に 対 して プ

ロ ッ トする と 、 多 くの 場合 、 あ る程度以上 の t に対 して Ln が一定値 に落ち着き 、 そ の 値 は （2）式 の λ
π

にか な り近

い こ と、特rC　n ＝ 12 の 場合はすぺ て の 試行 に お い て 正確に λ12 ＝ 60cos（π！15〜／5）＝ 21．8918…　に一致する こ

とが 実験的に示 され た a ま た 、 n ＝ 12 に対す る最終配置 と して すべ て 球面正 12 面体が得られ た 。

　 所与 の n に 対して 球面上 の 各点 が互 い に で きる だ け等間隔以上 離れ る よ うな配置は 、 単 に 球面 の 緯度 と経度 をそ

れ ぞ れ等分割 して 得 られ る わ けで は ない
。 「球面上 の 格子点配置」 と も呼ぶ べ きそ の よ うな配置が 必要な実際問題と

して は、球面状の 建築物 の 建設や 、 地球上 の 定点観測点 の設置 などが考えられ る 。 こ の ような問題にお い て も、われ

われ の ネ ッ トワ
ーク形成モ デル は有用で あろ う。
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｛a ｝

図 1 ： ラ y ダ ム 逐次完全充填 と Voronoi分
割の

一例 。

‘b｝

図 3 ： 調節 モ デル IIに よ る分割ネッ トワー

ク （印 の あ る多角形 は 5
，
7角形 ；そ の 他 は

6角形）。

図 2 ：放散虫の 骨格 の 電顕写真 （a）と多角
形ネ ッ トワ

ーク （b）。
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