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§1． 序論

　 不可逆過程 の
一

般論 と して 応答 理論 ［1 ，
2］ は

， 今 日で は 教科書 的段 階 に あ る 。 線 型応

答理論の 有効 性 に つ い て は
， 時お り批判 され る こ とが あ る 。 van 　Kampen ［3］は次 の よ う

に批判 して い る ：Kubo 理論 は 不可逆 過程 の 統計力 学 と称 して い るが ，

一
体 ど こ に 不 可逆

性の 根拠 とな る力学 が導入 されて い る の か 。 線型近似 と同時 に ど こ か で確率 を導入 した に

ちが い ない
。 彼 の 批 判の 要点 は こ の 2 点 に集約 され る 。 こ れに 対す る Kubo ［4］の 反批判

も発表 され て い る 。

　線型応答理論 に よ っ て 輸送係 数 の 時 間相 関々 数表現 （Kubo ・Nakano 公式）が 得 られ るが ，

「
相 関々 数 は有限の 緩和時 間で 減衰 す る」 こ とを示す こ とが 次の 課題 で ある 。 緩和 時間の

導入が 不可 逆 性の 本質で あ り，
van 　Kampen の 批判 に対す る 回答の 1 つ で もある 。

　 Kubo

理 論 を今 日の 視点で 見 る と不可逆性 の 意識 が稀薄で あ っ た よ うに思 わ れ る 。

　一
方 ， Nakano は ，

一
貫 して 不可逆性 の 現 れ 方 を理論 の 中心 に据 えた展 開 をめ ざ した 。

彼 は
， 時間相関々 数の 計算にお い て摂動計算 と共に不可逆性 を密輸入する こ とを快 し と し

なか っ た 。 不 可逆性 と摂動計算 とが 不 可分 に扱わ れ る限 り， 不可 逆性 の 本質に 関する考察

をすすめ る こ と は 困難で ある 。
こ こ に Nakano の 方法論の 特徴が あ り，

　 Kubo の 方法 と対

照 され る点で もある 。

　不 可逆過 程の 統計力学 を Onsager の Thermostatistics［5］の 精神に沿 っ て 展開する方法

論 は困難で は ある が 最 も正 統な 方法で あろ う。 Boltzmann方程式 を用 い て輸送現 象を扱 う

方法 は， carrier 密度の 低い 力学系に 限定 され る とは い え非常に有用 で ある 。
　 Boltzmann 理

論 は ， 不可 逆性の 導入 が原 子 論的描象に基づ く確率の 介入 に よ っ て い る こ とを示 した 。 時

間反 転 に関 して非対称な条件 A ［6］が彼 の 基礎 方程式 に とっ て 本質的 に重要 なの で あ っ

た。 条件 A を導入する こ とは
， 近似 とい うこ と とは全 く別の 概念で ある

。

　Boltzmann 方程式 の 方法 と Onsagerの 方法 と を同
一

の 基礎 の 上 で 系 統 的 に論 じたの は

Ziman ［7］と Nakano ［8］で あ る 。
　Boltzmann方程式 の 変分 原 理 か ら Onsagerの 変分原理

を導出する こ とは 可 能なの で ある
。 従 っ て

，
Onsager の 変分 原理 に お い て は

， 不可逆性は

＊本稿 は，編集部 の 方 か ら特 に お願 い して執筆 して い ただ い た言e事 で ある 。
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すで に 導入済 み なの で ある 。 Nakano ［1］は 量子統計力 学的方法を用 い て 電気伝 導 に 関す

る相 関々 数表示 を得 た 。 こ の 結果 は
，

Boltzmann 方程式 の よ うな特定 の モ デ ル に よ ら ない

もの で あ っ た 。 そ の 後 ，
Nakano は応 答理論 と不 可逆性 との 接点 を明確 に す る 努 力 を続 け

た 。 氏の こ うした努力は
， 時に は誤 解 され た こ と もあ っ た が

，

一
般的形式論に しか興 味が

な く不可逆 性 の 意識 を もた なか っ た事に 由来 して い た よ うで あ る ［中野藤生 ；
「科学」 54

（1984）no ．2，119。 中島貞雄 ；
「
固体 物理 」 20 （1985）489．］。

　 よ く知られ て い る事で あるが ， 揺動散逸定理 は散逸の ない Hamiltonian系に対 して 量子

統計的 に証明 ［9］され た の で あるが ，実際に適 用 され る具体的系は散逸系で あ る 。 した

が っ て ， 線型応答理 論は揺動散逸関係式 を前提 と して 出発 し，そ の 関係式 を定理 に まで高

め たこ とに なる 。 しか し，線型応答理 論は，揺動散逸 定理が なぜ前提 され た 形式に な るか

とい うこ とに つ い て 説明 を加 えて い な い 。 最近筆者は ， 揺動散逸定理 は 力学系 の Hamilto−

nian の 2 重性　　ゆ ら ぎが 平衡 に 回帰す る力学 と ゆ ら ぎの 統計集 団の 2 つ の 異 な る概 念

が Hamiltonian だ けで 決定され る　　に基 因す る こ と を示 した ［10］。
　 Hamiltonian の 2 重

性 とい う概念 か ら見 る と揺動散逸関係の 具体 的形式 は 実験 的 にみ い だされ た 偶然 の 所与に

す ぎず ， 別 の 形式 をとっ た と して も少 し も不思議 で ない 。

　統計集団は 力学系の Hamiltonian だ けで 特徴づ けられ る とい う所が
，
　 aged 系の 理論の 特

筆 すべ き点 で あ る 。 熱接触 して い て も Hamiltonianだ けで 記述 で きる こ とは
， 熱 力学 的第

0 法則の 統計力学 的表現 で あろ う。 力学系 は
， どの 熱浴 に 接 して い て も終局 的 に は 外系 と

の 相互作 用の 特性 に無 関係 に
一

つ の 熱平衡状態 に 達す る 。 これが 物理法則で あ る 。 力学 の

法則 に従 うはず の 系 の 巨視 的性質が統計集団 を用 い て 記述 される根拠 で ある 。

　
「H の 2 重性 」 に 依拠 して 不可逆過程の 統計 力学 を展 開 しよ うと目論 む な らば

， 散逸の

伴 わ ない Hamiltonian 力 学系の 統計力学 に お い て ど こ で 不 可逆性 が 導入 され る か を特 定の

モ デ ル や 摂動論 を援用せ ず
一

般 的に示 さなけれ ば な らな い
。 こ の 方法論で の 展 開 は

，
ご く

最近新 しい 進展 をみ た ［11］。 こ の 小論 で は
，
Nakano が 中心 に な っ て 進め て きた不 可逆過

程 の 変分原理の 要点 を整理する 。 レ ビ ュ
ー

の 意 図が 上 に述べ た方法論 に ある の で
， 不可逆

性 の 導入 に 焦点 をあ て る こ とに した 。 従来 の 理論 で は
， 不可逆性 は coarse −graining （時空

間の ）な どに よ っ て 説明 されて い るが ，
この 小論 で は

，

「
不可逆性 とは

，
intrinsic　entropy

生 成が 正 で ある こ と ［12］」 と定義す る 。

§2． Onsager の 変分原理

　示量変数 を α 痘 ＝ 1
，

2
，

…
， f）とする と き， 熱力学 的力は系の entropy 　S［α ］を用

い て ，濫
＝ ∂ S［α ］／∂ ai と定義 され る 。 力 と流 れ （ai ）の 関係 は

Xi ＝ ΣR ，，
　a， ， 　 Rhi　＝　Rile （2．1）
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で あ る （Onsagerの 相反 関係式 ）。
　Onsagerは こ の 現象論 的関係 式 は 次 の 変分 原理 と同等

で あ るこ とを示 した （1931年）。

［1 ］　 S ［α
，

α ］一 Φ ［α ，α ］ ＝ Maximum

た だ し ，
S ［α ，a ］＝ ΣX ，

　a
， は entropy 生成で あ り，

Φ は 散逸関数で あ る

　　　・ ［ム
，
a ］ 一 壱Σ・・幽

こ の 関数が
，
Xi の potentia1なの で あ る 。 す なわ ち ， 現象論 的式（2．1）は

　　　Xi　＝ ∂ φ ［α
，

α ］／∂ α i

と同等で あ る 。

（2．2）

（2．3）

（2．4）

　変分原理 ［1 ］は
，

「
entropy 生 成 忌を最大 にす る と同時 に Φ を最小 にせ よ」 と主 張す

る 。 定義か ら分 る よ うに，散逸関数 は系 に intrinsicな散逸過程 に伴 うentropy 生 成 を表現

して い る 。 従 っ て ，変分原理 ［1 ］は
“

Principle　of　the　Least　Dissipation　of 　Energy
”

と

呼ばれ る 。

　1952年の 論文で Onsager は再 び変分 原理 の 問題 を 論議 して い る 。 そ こ で 彼は も う
一

つ

の 散逸関数

　　　Ψ 圏 一 去Σ鄲 ・ ，　 　 　 　 　 　 　 （… ）

を導入 した
。 行列 L は 行列 R の 逆行列で ある 。

こ の 関数は 流れ a
，
の potentialで ある ：

　　　 α i
＝ ∂ Ψ ［X ，

X ］／∂Xi．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．6）

こ れ らの 散逸 関数を用 い て
， 変数原理 ［1］を次の よ うに 書 くこ とが で きる ：

［1’

］　 S ［α ，α ］一 Φ ［a ，α ］一Ψ ［X ，
X ］ ； Maximum 　　　　　　　　 （2．7）

　こ の 変分原 理 は確率論 的 な意味 を もっ て い る 。 すなわ ち 2 時刻 ，
t と t＋ △ t

，
の 熱力学

的状態 の 間の joint　probability　W ［α
，

α ＋ △ α ；△ t］は

　　　1・1・gW − 　
−ill・［・ ］・ ・［・ ＋ △ ・ ］一（・［嫡 ・ Ψ ［X ，X ］）・ ’｝碇 数 　 （・・8）

で与 え られ る 。 あ る い は条件付 き確率 で 考 える と

　　f（・

’
，・

・1・ ，t）一 ・xp 卜毒（∫1（・ ［a ，a］・ Ψ ［・ ，・〕− S［・ ，a］）・t）
。 。
｝．（… ）

と表現す る こ とが で きる 。 公式 （2，8＞は Nakano （1987）が提案 した式で あ る ［13］。 非線 型
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現象に興味深い 応 用例 を見だす こ とに 加 えて
，

Prigogine の 変分 原理 （一般 的発 展基準）

　［14］と Onsager原 理 とを同
一

の 枠組み で 捉 える こ とが で きた 。

　 変分原理 ［1 ］は

Σ （X 」
一 Σ1

ヴ々
a

々）δ凌
ゴ

＝ 0

と書 くこ とが で きる 。 こ れ は 平衡系の 熱力 学の 変分原理

（2．10）

　　　S［α ］＝ Max ， ない し　ΣX｝δα

ゴ
＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．11）

の d
’Alembert の 意味 で の 拡張 に な っ て い る こ とが 分 る 。

一方 ， 変分原理 ［1
’
〕の 方 は

　　　δ Σ（馬
一 ΣL；々 a 々）

2
＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2 ・12）

と書 くこ とが で きる 。 すなわ ち， こ れ は Gauss の 最小拘束 （least　constraint ）の 原理 に該

当す る 。 こ うして 見 る と き，
Onsager の 散逸 関数は 「慣性力 の potentia1」 に な っ て い る点

は興味深い もの で ある に ちが い ない
。 （熱力学 の Hamilton形式 は ？）。

Onsager の 変分原理 との 対比 に おい て ，
　 Prigogine の 最小 entropy 生 成 の 原理 に触れ な い

こ と は片 手落 ちか も知れ ない 。 a の 代 りに熱力 学的 X を独立 変数 とす る変分原 理 も同様

に展 開す る こ とが で きる 。
こ の 立 場で は ， entropy 生成 は

　　 P ［X ］ ＝ Σ X 漣 f
＝ Σ　Lijx

，
xf 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．13）

と書 くこ とが で きる 。 した が っ て
，

　　　÷・［X ］ 一 ・ Σ覇 一 ・ Σ 驫 一 ・ Σ （・ ・ i）（・ ・ 、）／（・ t）
・
＜ ・ 　 （・．14）

不等 号 は Le　Chatelier−Braun の 法則 に よ る 。　 entropy 生成 の 速度 は 減少 す る の み で あ る 。

故 に P 　 ＝ ・ 　min は こ れ 以 下 に減少 する こ とは ない か ら安定で ある 。
こ れ が，　 Prigogineの 最

小 entropy の 原理 で ある ［15］。

　こ の 原理 の 熱 力学 的内容 は
，

「最小 entropy 生 成 の 状態 に あ る とき
，

作 用 して い る熱力

学 的力が変化 した とす る とそれ を打 ち消す方向に熱力学的流れ が発生 する 」 とい うこ とで

あ る 。 しか しなが ら，
こ の 原理 を適用 す る とき注意 しなければな らない 点 があ る 。 すなわ

ち，変分 す る力 に共役 な流 れが実現 され る よ うな境界条件 の 下 に 系が置 かれて い なければ

な らない
。 例 えば

， 熱電対 の 場合 な らば
， 電圧 の ゆ らぎに伴 っ て 電流 の 大 きさが 変化 し境

界 に電荷 が 現 れ て も との 電圧 をと りもどす こ と に な る 。 こ の こ とが 実現す る の は
，

open

cireuit の 場 合だ けで あ る 。 示強変 数 を独立 変数 に選ぶ 場 合 に は常 に境 界 条件 の 詳細 に立

ち入 る必 要が 生 ず る の で ある 。 こ の 点 を配 慮す る こ とな く Prigogineの 変 分原理 を適 用す

る こ とは誤解の 基 に な りか ね な い
。 熱平衡 に 近 い 系の 力学 は境界 条件 に あ る程 度 まで 無関
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係な形式を とる こ とが で きる の で α を独立 変数 に選ぶ の が 好都合で あ っ た 。 非平衡 定常状

態 を議論 し よ うとする と，

一
転 して 境界条件 の 個性 が動 きだす 。 こ の こ との た め に Prigo−

gine の 様に
一

見
一

般 論風 の 理論 を展 開する と結論 だけが
一

人歩 きし誤解 を招 くお それが

ある 。

§3． 輸送 問題の 変分原理

　金属 中の 電子 の 輸 送現 象に対 す る変分原理 に つ い て 考 える 。 状 態 鳶 の 電子 の 分布 関数

をfkとす る と， 電場 E に よ る分布 関数の 変化 は

　　　3詞 … 澱
、皇。

・祟・ 　 　 　 　 　 　 （… ）

　　　Xk ＝ −
eVk ’E 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3。2）

で あ る 。 た だ し ， Vk は 電子の 群速度 ，
　 e　k は energy で あ る 。 fkは平衡 分布 搬 に 近 い と し

た 。

一
方 ， 散逸過程 に よ る分布 関数 の 変化は

　　　8itifk］
c
　＝ − f　lfk（1− f・

’）・（k ，
・ kt）− f・

’（1− fk）・（k
・
，・k）1・ d3k・　 （… ）

で あ る 。 Q（k ，
　 k

’
）は状態 髭 か ら状態 だ へ の 散乱確率密度 で あるが ， 微視 的可逆性 を仮定

す る こ とが 許 され る な らば
，

Q （k
’
， k）＝ Q （k，　 k’

）≧ 0

と置 い て よ い
。 詳細 釣 り合 い が破 れ る と こ の 仮定 は許 され な くなる 。

　次式 に よ っ て 変分 関数 Φ
た

を導入す る ：

　　 fk　＝ ・　”k
一 Φ k ∂fk／∂ ε k．

この 関数 を用 い る と
， 電子系 が 定常 で ある 条件 （Boltzmann 方程式 ）は

　　 Xk ＝ L Φゐ，

た だ し，散乱演算子 L の 定義 は

L … 一 　fl¢ k
一 Φ k

’

｝Q（k ， k ’

）d3k
’

で ある 。 こ こで 散乱過程で は energy が保存 され るの で ∫鬼・＝ 胤 で ある 。

（3．4）

（3．5）

（3．6）

（3．7）

　（3．6）式 の 左辺 と散乱確率密度 Q （k ，
kt）は既知 で あ り，　 Boltzman方 程式 は関数 φ髭 を決

定する原 理 を提供 す る 。 我 々 の 目的 は
， 積 分方程式（2．5）に対 す る変分原理 を求め る こ と

で ある 。 そ の た め に は次 の よ うな関数空 間を定義す る と よい
。 す なわ ち， この 空 間の 内積
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を

　　　・Φ
，
Ψ ・ 一

一
∫・

・
Ψ詑 ・

・k

と定義す る 。 明 らか に ， 〈Φ ， Φ〉 ≧ 0 で ある 。 さ ら に ，

〈Φ ，L Ψ 〉 ＝ 〈Ψ，　 L φ 〉，

〈Φ
，

L Φ 〉 ≧ 0

が証明で きる 。 （3．10）式 は変分原理 を定式化す る上 で，重 要な 条件 とな っ て くる 。

　Boltzmann方程式（3．6）は ， 次の 変分 原理 と同等で あ る （Ziman ， 1956） ：

［田 条件 くΦ ，
L Φ 〉 ＝ 〈φ

，
　X ＞ の もとで

，
〈Φ

，
　 L Φ 〉 を最大 にす る 。

こ の 変分原理 は，次の 原理 と同等で ある ：

［皿］次の functionalを最大 にす る 。

W （Ψ ）＝ 2（丿『，　Ψ ）
一（Ψ ，　L Ψ ）

（3．8）

（3．9）

（3．10）

（3Jl ）

Boltzmann 方程式 （3．6）の 解が W （・）の 最大値 を与え る こ とは容易 に確か め られ る 。 最大

値は W （φ ）＝ （φ ，
X ）で ある 。

　次 の 問題 は
， 上記 の 変分原理 の 熱力学的意味 を調 べ る こ とで ある 。 簡単 な考察か ら分 る

よ うに
， 輸送現 象にお ける entropy 生 成 は ， 散乱過 程 に よる部分

　　　（
∂∫

∂ t ），

一 （・
，

・Φ ）／T （・・ ・・・・… p… ）　 　 　 　 （・．12）

と電流 に伴 う部分

　　　（
∂s

∂ t ）、
一 一（・

，
X ）／・ （・x ・・・・… p… ）　 　 　 　 （・．13）

に分けて考 察す る こ とが で きる 。 従 っ て ， 熱 力学 の 用語 で変分原理 ［1 ］を表現 する と，

次の よ うに なる ：

［r ］ （蕃）一 （誓）
、

＋ （蕃）、
一 … 歙 ・れて い る と き淀 常分布 は ， ・n… py

　　　　 生成 の うちの intrinsic　part を最大 に す る分布 で ある 。

　 こ の 節 の 変 分原理 は最大値 原理で あ り， 数 学的に は同等で あ る が Onsager の 最小値原

理 と異 なる表現 を と っ て い る 。

　以 上 の こ とか ら Ziman は変分 原理 の 方が Boltzmann の 輸送方程式 よ りも基 本的で あ る

と主 張 した 。 entropy 生 成 の 変分 を考 え る こ とは
， 非平衡定常状態 の 熱 力学に と っ て 基 本

的 に重 要 で ある 。 しか し，
Boltzmann 方程式 を Onsager の 熱統計学 か ら導 出す る こ と は不

可能で あ り， 変 分原理 と entropy 生成の 定式化 は 非線 型現象まで 含 め る と不確 な部分 を残
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して お り，
Zi皿 an の 主張 に は 無理が ある 。 す で に示 した よ うに

， 変分原理 の 定式化 に は 同

等 な定式化 がい くつ もあ り，
entropy 生 成 と結 び つ け るの は幾分か は 人工 的 な事柄で ある 。

Nakano ［8］は （線型 ）Boltzmann方程式の 変分原理 が導出 され る こ とを示 した 。

　Boltzmann の 方法 に つ い て は数多 くの 解説が あ るが ， この 小 論の 文脈で の解説 と して 中

野藤生氏 の
『ボ ル ッ マ ン方程式　　物理 的 ・ 歴 史的含蓄』 （数理科学 no ．287，　 pp ．23− 33

，

1987年）を挙げて お く。

§4．　 量子統計的変分原理

　量子 系の 変分原 理 は ，
Nakano （1956）に よ っ て 早 くか ら考察 され て きた 。 1963年 の 中野

論文に， そ れ まで の 方法論が ま とめ られて い る 。 1950年代 の
「
物性論研 究」 を読 み 返 して

み る と， 応答理 論以 前 に Onsager の 流 れ にそ っ て 量子統計的変分原理 が研究され た理 由

を理 解する こ とが で きる 。

「密度行列の 運 動法則 に まで さか の ぼ っ て Onsager の ア イデ ア

を追求」 する こ との 重 要性が 強調 され て い る （Nakajima 　1956）。 線 型応答理論 に い た る以

前 に ， 不可逆性 の 本質を問題 と した方法論 が展 開 されて い た こ と に注 目 して お きた い
。

　例 と して
， 電場 E （のが作用 して い る電子系の 密度行列 ρ （t）に つ い て 考察 しよ う。 ρ （の

の 時間変化 は

　　　蕃・（の・ ・［H − P ・E （t）， ・（t）］ ＝ ： ・ 　 　 　 　 　 （… ）

に 従 う。 H は 系 の 非 摂 動 Hamiltonian
，
　 P は electric 　polarizationで あ る 。　 Liouville・von

Neumann 方程式 （4．1）は

　　畜1・9 ρ（の・ ・［H − P ・E （の，
1・9 ρ（の］　 ＝ ＝ ・

と書 くこ と もで きる （lchiyanagi， 1986）。 こ こ で 電場 の 時 間依存性 を

　　 （a ）　」E （t）＝ 　Eexp （ε t）　　　　　t＜ 0

　　 （b）　E （t）＝
」Eexp（一 ε の　　　　t＞ 0

（ε ＞ 0 ）と置 く。 E は 時刻 t ＝ 0 で の 電場の 強 さで あ る 。

（4．2）式 は

　　 109ρ（t）＝ log　D 十 Φ （t）

と置い て 解 くと よ い ［16］。 ただ し，
D は定常分布 で あ り次 の 狭義 の 定常性

　　　 ［H ，D ］ ＝ 0

（4．2）

（4．3a）

（4．3b）

（4．4）

（4．5）
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を満た す とす る。 密度行列 D に よ る物 理 量 の 平均 値 は時 間変化 しない
。 平衡 Gibbs 分布

は D の 特別の 場合で ある 。 （4 ．2）式の 初期 （終）条件 は

　　　、塩 1・9 ρ（の一 1・gD 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4・6）

で あ る とする。 （4．4）式 を（4．2）式に代入する とΦ （のの 時間変化 は

　 　 　 　 ∂

　　　　　 Φ （t）十 i［N
「− P ・E （t），　¢ （t）］　＝ i［P ，　1091）］　E （t）　　　　　　　　　　　　　　　（4．7）

　 　 　 　∂ t

に 従 うこ とが分る 。
こ の 方程式の 解 は

　　　φω 一 ・fL．．

・〆・（
　 　 　　 　 ’

ち　t）［P ，
・・gD ］・E （〆）・・（ち 〆い 〉 ・ 　 　 （4．8・）

　　　・ （・）・・＝
一

・∫簿〆・（ち 〆）［P ，
1・gD ］E （t

’

）U
†
（t，

　 ・
’
），

　 t＜ ・ 　 　 （・・8・）

で 与 えられ る 。 た だ し
，
U （t

，
〆）は

　 　 　 　 ∂
　　　　　 U （t，

〆）＝
− i（H

− P ・　E （t））U （t，
〆）　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．9）

　 　 　 　∂t

の 解で ある 。 初期条件 は U （t　 ・ s ， s）＝ 1 で ある 。

　 （4．7）式の 線型近似 は

　 　 　 　 ∂

　　　　　 Φ （の十 i［正1，　φ （t）］　＝ i［P ，　logD］E （の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．10）
　 　 　 　∂t

で あるが ， Φ（t）＝ Φ
（± ）

e
± Et

と置 くと

　　一　L ± ε φ
（± ）

：＝ i［P ，　logD ］E 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．11）

が得 られ る 。 こ こ で

　　　 LsΦ ：＝ s Φ 十 i［H ，　Φ ］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．12）

　 Nakano （1962 ［8］）は ，
φ

（± ）
を変分演算子 に選ん で

， 線 型不可逆過程 の 変分原理 を定式

化 した 。 彼の 方法 に従 っ て 内積

　　　（A ，
　 B ）− f　ldrF・B （・），

　　　FAB （x ）＝ TrD1
−

XADXB

を定義する 。

一般 に B は 時間の 関数で あ る 。
こ の 内積は 次の 性質を もつ

　　　（A ， B ）＝ （B ，
　 A ）， （A ，

　A ）≧ 0
， （Σ　CjAj ，　B ）＝ Σc

ゴ（A，，　 B ）

　　　（A ，
L ＿

。 B ）＝ 一（B ，
　 L ． A ）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 518 一
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関数 塩 B （x）は次 の 性 質を もつ ［19］ ：

　　　FAB （1− x ）＝ FBA （x ）　　　　　　　　　　　　　　　（0 ≦ x ≦ 1）　　　　　　　　　　　　　　　（4．17）

変分原理 は次の 様に定式化 され る ：functional

　　　w ［v
（＋ ）

，
φ

（一）］一 （Ψ
（＋ L

Ψ
（一）

， i［P ， 1。gD ］E ）＋ （v （一）
，
　 L ． Ψ

（＋ ）
）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．18）

を
“

stationary
”

に する密度行列 を求め よ 。

　こ の 変分 問題 （停 留値 問題で あ る ！）の 解 は （4．11）式 を満 た す演算 子 φ
（± ）

で あ り， W

［・］の 停留値 は

　　　W ［φ
（＋ ）

；Φ
（一）

］　＝ 」ε　・E ＝ − J＿
e　・E ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．19）

　　　J ± 、　＝ （Φ
（± ）

，　i［」P
，　logl）］）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．20）

で 与え られ る 。　　　　　　　 1imJ
「

， が熱力学的流 れで ある 。

　 　 　 　 　 　 　 じ づ o

　 W ［・］の 停留値の 物理的意 味 を調 べ て お こ う。 その た め に は
， 相対 entropy を導入す

る の が よい （leB＝i　l とす る）［12 ，
16］ ：

　　　∫［ρ（t）｝D 】　＝ Tr ρ （の　i　log　p （t）− logD ｝≧ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　（4。21）

相対 entropy が非負 で ある こ とは
，
　 Kleinの 不等式 か ら導 ける 。 （4．4）式 を代入す る と

　　　∫［ρ（の ID］ ＝ Trp （のΦ （t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．22）

が得 られ る 。

一
般 に

，
entropy 生 成 は相対 entropy の 時間微 分で 与 え られ る 。

　　　苦・［・（t）・1・］ 一 ・・ ρ（t）［iP ，
　 1・gD ］E （の 　 　 　 　 （・・23）

従 っ て

　　　苦・［・ω 1・］ 1，一 ・
＝ ＝ 　W ［・

…
， Φ

・
一

・
］　 　 　 　 （・・24）

で あ る こ とが示せ る 。 W ［・］の 停留値 は entropy 生成 に等 しい
。

　（4．20）式 に （4．11）式の 解 を代入 す る と輸送係数の 時間相関々 数表現

　　　・
。

v ［・
（＋ ）

v ， ・
（一）

． ］ 一 ∫罸’・
一・1

　fl… 1・ ・ D1
−

・

g 。 （・）・
・ 1　 （・・25）

　　　9μ （の＝ eiHtg
μ

e
− iHt

，　8μ　＝ i［P μ ，　log　D ］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．26）
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が得 られ る 。 定常分布 D と して canonical 分布 ρ。 （＝ e
一

βH
／Tre

一
βH

）を用 い る な ら（4．25）

式 は Kubo −Nakano 公式

　　　・   ・

一 ∫罸’・
一

・ ・

∫ldλT ・ ρ 。… 。 （t＋ ・・）， 　 　 　 （・・27）

　　　ゴμ （t）＝ e1H ラμ e
−

illt
， グri

＝ i［H ，
　 P

． ］ ； 重［pf ， ，
　 log ρ c ］／β，　　　　　　 （4 ，28）

と同等で ある 。

　 時間相関々数表現が 導けた理 由の 一
つ は

， 内積の 定義 （4 ．13）に ある 。
こ の 内積の 定義は

，

揺動 散逸定理 を措定 して い る こ とは，次の よ うに して確か め られ る 。 量子統計力学で は，

次 の 2種類の 相関を定義する ：

　　　TrD ［A ，
　 B ］ − FAB （x ＝ O）

− FAB （x − 1），

　　　TrD （AB 十 」BA ）／2 ＝ lFAB（x ！！O）十FAB （x ＝ 1）｝／2

左辺 の 平均値が右辺 の 様 に書 け る こ とは Trace の 性 質か ら容 易 に導 ける 。

一
方，

　　　FAB （x 十 α ）； exp （iaP ）FAB （x ）

　　 P ＝ − i∂／∂x

が 成 り立 つ か ら（4．29）， （4．30）式 は

T・D ［A ・
　 B ］ ＝ ＝ ｛1− ・xp （ip）｝… ω L．。

，

・・D （AB ・ B ・）・・ − t　ii＋ ・・ p（ip）1・ F・ ・ （・）L。。，

（4 ．29）

（4．30）

（4．31）

（4．32）

（4．33）

（4．34）

と表わす こ とが で きる 。 （4．13）， （4．33）， （4．34）式が 示す よ うに これ ら 3 つ の 基本的 統計

量 は す べ て 関数 FAB （x）の 知識か ら求め られ る 。
こ の こ とが揺動散逸定理 に他 な らない

［10］。

　Nakano の 変分原 理 の 本質は
， 次 の 点 に集約 され る こ とが 分 る 。 変分 関数 W ［Φ

（＋ ）
，

Φ
（一）

］は
，

1 つ の 時間発展方程式の み で な くそ の 時間反転を同時に含む。
これ は

，
Lipp −

mann −Schwingerの 散乱 理 論 と概 念 的 に非常に 近 い もの で あ る 。 2 つ の 時間方向 を見 る と

き， 不 可逆的法則が 見えて くる の で ある 。 不可 逆性の 本質は

　　　W ［φ
（＋ ）

，　Φ
（一）］≧ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4。35）

に 集約 され る。 不 可 逆過 程で の entropy 生成 は正 で ある （熱力学第 2 法則 ）。
こ こ で ， 不

等式 （4．35）は純数学的不等式 （4 ．21）か ら無条件 に は導 くこ とがで きない 点 に注意 して お こ

う。 肝心 なの はい か なる物 理 的ア イデ アの 下 に どの 様 な条件 をつ ける こ とで
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　　　蕃・［ρ（の ID］・ ・ 　 　 　 　 　 　 　 （・．36）

を示 す の か で あ る 。
こ の 点 に つ い て は Qjima−Hasegawa −lchiyanagi論文 （1989）を参照 され

た い
。

　条件 （4．35）は 「
時 間相関々 数 は有 限の 緩和時 間で減衰 す る 」 とい う条件に他 な らず ， 不

可逆性の 本質に か か わ る条件で ある 。

　こ こ で の 主題 か ら少 し外れ るが ， Lipp皿 ann −Schwinger散乱理 論 を利用 した変 分原 理 の

一
つ に Sauermannの 変分原 理 ［17］が あ る 。

§5．　 時間発展の 2 つ の 向 き

　 Nakano の 変分原理 に は時間発展 の 向 きが異 なる 2 つ の 変分演 算 φ
（＋ ）

が含 まれて い る 。

こ の 事に は何か深い 物理的内容が秘 め られて い るの で あろ うか 。 向 きの 異 なる発展方程式

（forward と backward ）を用 い る 変分 原 理 は
， 確 率論 的方 程式 （従 っ て

， 不 可逆性 は最

初 か ら導入 され て い る）に対 して Hasegawa ［18］も展 開 して い る 。
　 Nakano は Lippmann −

Schwinger 散乱理論 との 類似 に お い て
，

「 2 つ の 向 き」 の 重 要性 を暗示 的 に 述べ る に と ど

め て い た 。 最近 の 論文 で Nakano （1990）は ， 不 可逆過程 の 本 質 に か か わ っ て ，
「 2 つ の 向

き」 の 重要性 を強調 して い る 。

　 不可逆 過程の 古典 論 と量子統計 力学の 見か け上 の 大 きな差異 は ど こ に現 れ て い るか と い

えば，古典論で は極値問題で ある変分原理が量子論 的変分原理で は停留値問題 に な っ て い

る点で ある 。 数式で 比較す る と（3．10）式 と（4．16）式 の 違い で あ る 。 古典 論で は（3．10）式の

お か げで 極値問題が定式化で きた 。

　 ［5−−1］Nakano −Hattori理論 ［11］

　Nakano と Hattori（1990）は ， 時間反転 の 性質を利用 して 情報の 縮約に よる 不可逆過程論

を新た に展 開 した 。 停留値問題 をい か に して極値問題 に変えるか が 第 1の 問題で ある 。 そ

の た め に は， 内積 の 定義 を次の 様に変 更 しなけれ ば な ら ない ：

　　　・Φ
，

Ψ ・ 一 一 fl・ ・ 野 転
λ・

艶
一λ・

　 　 　 　 （・・1）

こ こで Φ は ¢ の 時間反 転 した 演算子 で ある 。 例 えば，流 れ は j ＝ 一
ノで あ り，電 気分極 は

P ＝ P で ある 。

一般に
， 演算子 は 次の 様に分解する こ とが で きる ：

A ＝ A
’

十 A ”

　 A ’ ； − A
’

．A
” ＝A ”

（5．2）

系の Hamiltonian ・H （＝ H と仮定 して お く）を対角化する 表示 を用い る と

　　　・Φ
・… φ ・ 一 Σ 鶏≡命 ｛・ （1 ・・ 1・

” rn＞ i2− 1・ ・ 1・
’1・ ＞

2
）
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　　　　　　　　　　　　十 2i（Em − En）　〈m 　　φ
’In＞　〈nI φ

”lm＞｝， 　　　　　　　　　 （5．3）

　　　・Φ
・ j・E ・ 一 一・Σ 瓮≡壽 ・m ・・

’
　1・n ＞ 〈・ 1’・Elm ・・　 　 （… ）

と書 ける こ とは容易 に確 かめ られ る 。 た だ し，
Hlm ＞ ＝Em　1　m ＞ ，ρ clm ＞ ＝ Pmlm ＞

とした 。
こ こ で 要点は

，
φ

”

とj ・E を結 び つ ける行列要素が ない とい うこ とで ある 。 Φ
”

の行列要素は φ
’

の 行列要素か ら求め られ る ；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．8）

を満た して い るの で
， 新 し く提案 された変分 原理 は極値 問題に な っ て い る 。 こ の こ とか ら，

変分 問題 に お い て
， 時 間反転 に 関 して even で あ る部分 を消去 （す なわ ち ， 情報の 縮約 ）

に よ っ て 不可逆性 が 導入 さ れ る こ とが 分 る 。 even 　parts は外場 と直接的 に は相互 作用 しな

い の で ， 自然 に 消去す る こ とが で きた 。 外場 の 効果 との 関連で 情報 の 縮約 が 導入 さ れ た の

で ある 。
こ こで の 不 可逆性の 導入は Boltzmann の 方法 と明確 に 区別 され る もの で ある 。

［5−2］　 散乱過 程の 考察

　不可逆 過程論 にお い て は確率 が ど こ で 介入 して きたか を明 らか に して お くこ とが 望 まれ

る 。 極値原理 を定式化す る た め に
，
Liouville−von 　Neumann 方程式

　 　 　 ∂
　　　　 D （t）十 i［H ，

十 V 十 R
，
D （の］ ＝ O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．9）

　 　 　 ∂t

か ら出発する 。 た だ し

　　　H
，

＝ H − P ・
」匹ア（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．10）

で あ り，
R は散乱中心 （熱浴）の Hamiltonian，　 V は系 と熱浴 との 相互作用で ある 。 系 と

熱浴の 相互作用 は時刻 to に switch −on され た とする 。

　相 互作 用表式 を用 い て 考察する とよい
。

　　　 ε　〈n1 Φ
’ lm＞　＝＝i（Em

− En）　〈n1 Φ
tlm

＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．5）

（5．5）式を（5．3）式に代入 して 「Φ
”

を消去する 」 と萩 しい 変分原理 が 定式化で きる
゜

　　　W （φ
t

）＝ 2　〈φ
’

，　。ノ
・E ＞　

一
　〈φ

’

，　L φ
’

〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．6）

の 極値 を求め よ 。 た だ し

　　　LΦ
’

＝ 　｛［H ，　［H ，　Φ
’

］］　十 ε
2
Φ

’

｝　／ε ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．7）

演算子 L は

　　 　 〈φ，L Ψ 〉 ＝ 〈Ψ，　 L Φ〉，〈φ，　 L Φ〉 ≧ 0
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　　　D ω 一
，

− R （t
“t・）

M （の，
m （t

’t・）　 　 　 　
『

　 　 　 　 　 （5．11）

と定義す る と ， （5．9）式は

　　　ぎ，
M （の ・ i［・… （・）， M （の］ 一 ・ 　 　 　 　 　

’

（… 2）

　　　・（t）− eml
’
“t°’

・9
− M （’

”
‘°）

、

『

tt
。 　 tt、 （・・f・1

熱浴の 効果を消去する に は 熱浴の 状態 に 関す る partial　trace を とれ ば よい ：

　　　・ （・）・E ・・
（R ’M （の 一 ・・

（R ’D （t）・　 　 　 　 　 　 …
5・・4！

従 っ て ， 方程式（5．12）は

　　　£ ρ （t）＝ Cp （t）　　　　　　　
” ・　　．　　　　　　（5．15）

と書ける 。 た だ し，
Lp （のは一

般化 された drift項で あ り

　　　L ・（の 一 8，ρω ・ ・［・・ ρ ω ｝
、　 　

tt

　
■

（… 6）

で ある 。

一
方 ，

　　　・・！’）
一 （7・）・・

 
［ゆ

M （’）］ 　 　 　 　
’

（・’i・）

は衝 突項 で ある 。 概 念 的 に は
， （5．15）式が Boltzmann 方程式 に対応 して い る 。

−
C　p （t）は

Boltzmann 方程式の 衝突項で あ る 。　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　
’ t

　熱浴 との 相互作用 レ は弱 い と仮 定 して V に 関す る摂動 論 を用 い る・と（5．
’
1−7）式 の 右辺 は

V の 2 次摂 動で 近似 す る と散乱 確率 に 関係す る 。 こ の 結果 を利用 す る と可逆 な方程式

（5．15）が不 可 逆 な方程 式 に変 る 。 演 算子 C は一
般 に は非線型演算子 になる 。 散乱確率の

導 入が不 可逆性発現 の 原 因で あ り，
こ の 理論 は BoltZInannの 精神κ 沿 っ た もの で あ る 。

　線 型応 答に限定す る と きに は
，

　　　・ （l！−

・。 ｛・ナ∫1出 ・〆・
…

ρ・・
土 e ・1 　

’

＿

（5：is）

式 に よ り， 変分演算子 st
（± ）

を導入す る 。 こ の と き

　　　L・ （t）… ∫1φ・7 瞬 ω
＋ ・［H ・

　 ・・
（± ）

］一画 ・・’
ε ‘

（5・・g！
で あ り衝突項は

　　　・ ・（・）・ ・，f’：dr ・7 ・
ω

〆
（± 〉

・毛・
± ・ t

　 　 　 　 （・… ）
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と近似す るこ とがで きる 。 従 っ て ， （5．15）式 は

　　　・， f：帥 訓 望 ・ ・ φ
… 一

’・E ｝・毛一 ・

　 　 三？士 。
＝ L 士 ．

− C

と書 くこ とがで きる 。 L 士 。 は （4．12）式で定義 した 。

薪 しい 変分原 理 は結局 ， 次の 様に定式化で きる こ とに なる ：func£ional

碗 Ψ
（＋ ）

，
Ψ

（
一

）
］ ＝ （Ψ

（『）一Ψ
（＋ ）

， ノ
・E ）一（Ψ

（一）
， L 、 Ψ

（＋ ）
）

を
“

extremum
”

にす る密度行列を求め よ。

　こ の 極値問題の 解 は （5．21）式を満たす密度行列で あ り， W ［・］の 最大値 は

砂 ［φ
（＋ ）

，
Φ

（
一

）
］i （φ

（
一

）
，
L（・ ）

φ
（＋ ）

）＝ 一（φ
（＋ ）

， ’
・E ）

（5．21）

（5．22）

（5．23）

（5．24）

に等 しい
。 極値 問題 を定式化す る に当 っ て本質的なとこ ろ は ， 対称な演算子 L （S ）を導入

した とこ ろ で あ る 。 こ の 点 は
，
Nakano ・Hattori理論 と同 じ論理 で ある 。

こ こ で は
， 衝突項

をと り出す こ とで ，L（s ）
を導入 した 。

こ の 意味で ，不可逆性の 導入 は Boltzmann の 流れ を

汲む もの で ある 。

［5−3］　 結論

　 以上 2 つ の 方法 を比 較 して み る と Nakano −Hattori理 論は，密度行列の 摂動項 の うちか

ら時間反転に 関 して even な部分 を消去する こ とで Boltzmann衝突項に該当する効果が と

り出せ る こ とを示 した もの で ある 。

一方 ， 対称 な演算子 L （S ）
の 存在 は ， 詳細釣合い の 条

件 を満たす散乱過程の 存在 を前提 して い る こ とが 分る 。 even 　partsの消去に伴 う情報の 縮

約が確率の 介入 を招 くの である 。

　更 に ， Nakano・Hattori理 論で 導入 さ れ る演算子 L
， （5．7）は H に 関す る二 重交換子の 時

間積分 を とる こ とを含ん で お り，彼 らの H に散乱 中心 との 相互 作用 を含め て お けば，

［5−2】で解説 した Boltzmann の 精神 を復活 させ る こ とが で きる 。 どちらの 理論で も輸送

係数に対す る Kubo ・Nakano 公 式が 得 ら れ る点 は共通 して い る 。 時間相関 々 数表式が 求め

ら れ る上 ， 相関 々 数は 有限の 緩和時間で減衰す る こ と （この 点が不可逆性の 本質で ある こ

と を強調する ）が 変分法で は 自然に と り入 れ られ て い る の で ある 。 Kubo 理論 との 大 きな

相異点の 1 つ で ある 。 Nakano ・Hattori理 論は
， 散乱中心の 性質に関 して どの様なモ デ ル を

導入する こ とな しに，極め て 一般的な方法で 不可 逆性 を導入 した の で あ り，方法論的価値

の 最 も高い 概念で あろ う。

最後に ， 中野藤生，北 原和夫，小嶋泉の 諸氏 に は い つ もい ろ い ろ親切 な議論 を して い た

一 524一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

不可逆過程の 変分原理 の 最近 の発展

だい た 。 大変お世話に な っ た こ とを記 して諸氏 に謝意 を表 します。 執筆 を勧め て 下 さ っ た

池田研介氏 に お礼 を 申 し上 げ ます 。
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