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　概要

束縛系 （2 次元カ オ テ ィ ッ ク ビリア
ー ド系）を用 いて 、 周期軌道 の 情報か ら量 子準位を半古典 的

に計算 した結果を報告す る。 その 際 Gutzwiller公式 か ら得 られ るゼ ータ関数 に 対 して 、近似公 式

（Riemann−Slegel類似公式）を採用 し、 その有効性 を確か めた 。 目的は諸公式が半古典 的に 量子準

位を どの 程度 よ く再現す るか とい う技術的な問題の 背後 に ある物理 的根拠の 詳細に つ い て理 解す

る こ とで ある 。

　 1 ，モ デル の紹介

1 − i ．古典力学的性質

　 こ こ で 諸公 式の 有効性を確認す るための モ デル系と して 、 図 1 の よ うな 3 つ の 円弧 AB 　 BC 　CA
か ら構成され る強い 混合性を有する （Kolmogorov 系）2 次元の ビリア

ー ド系を取 りあ げる 。 こ の

系で は ｛0 ，
1

，
2｝か らな る周期的 シ ン ボル 列 に対 して 、対応す る素周期 軌道が 1個以下 存 在す るの

で 、数え 落 しな く周期軌道を探索す るの が容 易で ある 。 （但 し、 連続 す る同 じシ ン ボル を含む 周jVJ
列 は除 く） さ らに シ ス テ ム パ ラ メ

ー
タ α 1 とα 2を固定 しなが ら 、 α o（＝

詈）を変化 させ る と 、 系の ト

ポ ロ ジカル エ ン トロ ピー h がα o に よ っ て 図 2 の よ うに変化す るの で 、不安定性をか えな が らの 数

値実験が可能で あ る。周期 軌道 の探索 に は Newton 法を用 い た 。
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　 1 − 2．量 子力学的性質

　こ の 系に つ い て 境界要素法 に より Schr6dinger方程式を解い て 1000 個の エ ネル ギ ー固有値を

得 た 。 エ ネル ギー固有値 の 最近接準位間隔分布 P （3）を計算する と、 （図 3a）の 実線 で 示す Wigner
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分布に フ ィ ッ トし、 ス ペ ク トル 硬度△3（L）を求めると （図 3b）相関レ ン ジ L に 対 して 、 対数的な

依存性をもつ
。

つ ま り典型的な 「量子カオス 」系と同様な性質がある と予想 され る 。
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　 2 半古典的解析

2 − 1 ．Gutzwiller公式

　Gutzwiller公 式は状態密度

　　　　　　　　　d（E）　・

　￥
・（E − En）一 一÷加 ・・

。 …君
一 ♂（E ）・ 畝・）

の半古典表現を古典周期軌道7の 安定性 A
ッ
と作 用 ST に よ っ て

　　　　　　　　　　　　　細 ）輪 瞬鯑 轟 1

の よ うに与え る 。 具体的に は 、 2次元 ビリア
ー ド系に お ける状 態密度 d（E）の半古典表式は

　　　　　　　　　　　　　＿＿　　　　　　1　　　　　　　co　ml 　　e
‘ゐ（雫匚一峯

L
π ）

　　　　　　　　　　　　　
d（E ） 

Ee
写器 1・．・。  1

とな る。

こ こ で 」（E ）は平均状態密度 、 7 ：素周期軌道の index、　urr：Maslov　index、　m ：質点の 質量 、　p← v／｛ims）：

質点の m 。mentum 、　k：素周期軌道の繰 り返 し数 1
．

：周期軌道7の 長さ、 畝 ：周期軌道の モ ノ ドロ ミー行

列 で ある 。 長 さ零の軌道の寄与に よる平均状態密度の項は拡 張された Weyl の 規則よ り与え られる 。

　 2 − 2 ．Gutzwiller公式の適用

　古典 カオ ス の 直接の 結果 として現 れ る現象 に つ い て の 因果 関係を解析す る上 で半古典論は避け

て通れない ポイ ン トで ある 。 Gutzwillerによる跡公式は状態密度の振動部分 に つ い て の 半古典公
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式 と して 、 その 有効性 が 、 様 々 な カオ ス 系で検証 されてい る 。 【Gutzwiller1982，Wintgen　1988］そ

の
一

方 、 周期軌道の 数が指数関数的 に増大す るため に無 限和 と振幅因子の 競 合の結 果 、 Gutzwiller

公式は絶対収束 しな い とい う難点があるこ とも指摘されて い る。 （E （ikhardt　and 　Aurellユ989）こ の

こ とは、図 4（a）（b）に示 されるように高励起状態に関 して 、 個 々 の エ ネル ギー準位を解像 しな い と

い う現象と して 現れ 、 これを回避するためには 、 適当な収束因子 をか ける こととな る 。 （こ こ で は

Lorenzian　smoothing とする 。 ）

姻 一

写（。
．云熊 ・ 藷 琴齢 農i轟【

論

こ の 収束因子の 大きさは系固有の 性質で ある力学的 エ ン トm ピーに よ っ て 決ま る 。
つ ま り力学的

エ ン トロ ピーに よ っ て決まる収束因子が 、 状態密度の 解像度を決めて い る 。 （aXb ）はそれぞれ Eが

（a）104（b）105 の 場合で ある 。 実線が Gutzwil！er 公式の結果で 、 破線が壕界要素法で 求め た量子準

位 に Lorenzianをか けた もの である。 実線 と破線の ピークの 対応をみ る と、 （a）の 場合は 、 低い エ

ネル ギーが見えな くなっ て しま っ て い る 。 （b）の 場合はあ る程度の エ ネル ギ ーまで は対 応が つ く

が 、 す ぐに個別の 準位との 対応が崩れて しま う。

c ＞ 箒（h − 1）
h は トポ ロ ジカル エ ン トロ ピー

、 a は 踏 の 固有値 ea （＞ 1）で ある。 以下で は 、　Riemannの ゼ ー
タ

関数 との ア ナ ロ ジーに基づ く、 量子準位の 効率的な計算の 処方に つ い て 簡単に 紹介する 。
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2 − 3　．Rierna皿 の ゼータ関数と Gutzwillerの ゼ ー
タ関数の パ ラ レル な関係
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Riemann の ゼ ータ関数は 、

・（・）一 翫 一

り1÷ （・c3 ＞ ・
，・ ・素数）

を全複素平面に解析接続 した もの を指 し、 この 非 自明な零点が Res　 ＝ 圭上の 存在する で あろ うと

い うこ とは Riemann予想 と して知 られてい る 。 それに 対 して 、
　Gutzwillerの ゼ ータ関数 は対数微

分する と ∫m71r 侖 にな る もの と して定義す る 。

　Riemann 予想の もとで s ＝ 1！2＋ iEnをその 零点とする とき、 実数値をとるで あろう ｛En ｝を エ

ネル ギー準位 とみなす と Riemannの ゼータ関数の 1〜ε5 ； 圭上 の 零点の 状態密度を表す と次の よう

に かける。 （Berry1985 ）

　　　　　　　　　　　　d（昨 姻 琲譲糶螂 （Ekl・9P）

但 し、 d（E ）〜 logE！2π （E → QQ ）で ある 。 これ は

h ＝ 1 Sp、k（E ）＝ EktogP A
・，

・
一 夥

　　　　　∂s
T

・・k（E）＝

爾
＝ kl°9P

と翻訳 すれ ば 、 前述 の Gutzwiller公式と同様の 形に な っ て い る 。 こ の こ とか ら Rlemann の ゼータ

関数 の 非 自明な零点 とカオ ス 系の エ ネル ギー準位 の対応関係 が予想 で き る 。 こ の対応 に つ い て の

ゼ ータ関数を位相因子をか けて実数化 した spectral 　determinant△（E ）＝・　n ．
　f（E）（E − En）を考え

る 。 こ れ に 関 して 、 Riemann の ゼー
タ関数 と Gutzwillerの ゼータ関数を比 べ ると、 互 い に次の よ

うなパ ラ レル な関係が ま とめ られる 。 （Berry　1986，
Berry　and 　Keating　1990）

Rie皿 ann の ゼ ータ関数 Gutzwillerの ゼ ータ関数

Non−trvial　zeros　of ζ（
1

十 ゴ珂 Quantum　energy 　levels

　　　　　く（5）の 実数化

　　△R（E ）コ e
一ぎ◎ （E ）ζG ＋ 沼 ）

o （E ）＝ lmt・ gr（去一iE）＋ 蹇E〜・9π

　　　　　　　　一
　　　　　＝ π［N （E ）− 1］

　　　△σ（β）＝ β〔E）ε

一‘・ 刃 （E ）＋お
ε
dβ

’♂（E
’
｝

＝ B （E ）ε
『‘π ル （E ）HpH黒o（1 − e （『鳶＋ 圭）λP ろ e去

5
・

）

　　　　↓Euler　iden七ityで和 にな おす

　　△ R （E ）＝ e噌 N 働
Σ離1 雫

　　　　　　↓resurgence （
＊

）

△ 。（恥 一・Σ誕、
曙 ・ 一

←
・・…

　　　　△σ（E ）＝ β （E ）e
一珈 κ （E ）

Σ穿0 π （E）e
‘5・ 〔6）／乱

　　　　　　　　　　　↓
＊

と同 じ手続き

△G （E）＝ 2、B（E ）Σ許く T°（E ）0π （E ）co5 ｛5 罵 （E）／た一
π ！▽（E ）

　　　　　　　　（Riemann −Siegel　lookalike）（Riema 皿
一Siege1公式）

　近年、個 々 の エ ネル ギ
ー
準位に対する解像度を向上 させ る方策と して 、 GuLzwiUer公式の 中の 無

限和の並び替えを行 ない 、 主要 な寄与を取 り出す試みがな されて きた 。 ［Berry，
Keating　1990　Au −

rich
，
Steiner1992

，Bogomolny19921基本的方針は上表の下段 にあるよ うに Riemann の ゼ ータ関数 の
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ゼ ロ 点を効率よ く計算す るために使われる Riemann−Siegel公式を導 出する手続き 、 即 ち Rieman　n
のゼータ関数 を実数化 した後 、 発散 tailの resummation を行な うとい う操作を 、

　Gutzwillerの ゼ ー

タ関数 に つ い て も同 じよ うに実行す る 。 その結果 と して得 られ る Riemann −Siegel類似 公式 は 、 次

式の よ うに素周期軌道をつ なぎ合わせ る こ とに よ っ て構成される
”

pseudo　orbit
”

に つ い ての 周期

と安定性の 情報で表現 され る。

　 　 　 　 　 　 　 Tn〈 T’（E〕

△σ （E）＝ 　 2B （E ） Σ On（E）… ｛S。 （E）1ゐ一 πN（E）｝

こ こで n ＝ ｛mp ｝は pseudo　orbit をラベ ル し、 素周期軌道 p がそ れぞれ m 個含 まれ る こ とを示す。

また S
。

＝ Σ⊃p　mp 　Spで pseudo　orbit の 作用で あり、　N （E）は平均累積状態密度で ある 。 さ らに

　　　　　　　　　姻
一

早（
− 1）

M
・e”

M
・‘m ・

’11 ”
・
Tp

　l鵬 、羞（MS − 、）1

T ’

（E ）＝ ゐd（E）！2

で ある 。

　2 − 4 ．職 emann −Siegel類似 公式の 適用結果 とまとめ

　図 4 に示 したように 、 Gutzwiller公式を使 っ て も基底状態か ら 10 数番 目まで の エ ネル ギ
ー
準

位 を解像する程度であ っ た 。 〔Harayama 　and 　ShudQ　1992］これに比 して 、　Rie皿 ann ・Siegel類似公式

どの程度の もの かに つ いて の計算結果を断片的で はあるが紹介する 。 各パ ラメータ α に対 して 、 最

短 周期軌道か ら総数約 20000 個の周期軌道 を求め 、 こ の デー
タを もとに△G を計算 した 。 （計

算時間の 関係で 、 実際に使用 したの は数 1000 個程度 で ある。 ） まず 、 （1 ）採用す る周期軌道

の数を増や して い くと、 どの ように量 子準位に 近づ くかをみ た。 （2） α を変えなが ら公 式の 精度

を比較 した。 （3）pseudo　orbit の 最大値を固定 し、 素周期軌道の 数を本来取 り込むべ き数 よ りも

減 らして み るこ とに よ っ て 、 実際 的には どれだけの 数の 素周期軌道 を用 い て pseudQ　Qrbit を構 成

すれば 、 量子 エ ネル ギーを計算で きるかを確かめた 。 どれだけ pseudo 　orbit で 素周期軌道 の 代用

が可 能で あるかをチ ェ ッ ク した 。 （図 8 ）そ れぞれの結果を予想 とともに状況描写する 。

（1）軌道数を増や して い くと 、 次第に 零点が量子準位に近 付い て い くの がわかる。（図 6（aXb ）特に

○で 囲ん だ部分）（横軸は エ ネル ギー
、 縦軸 は△σ（E ）で あ り、 エ ネル ギー軸の 上 の 短 い縦線が 実際

の エ ネル ギー
で ある 。 こ の とき pseud 。 。rbit の最長の もの は 、 取 り込んだ最長の 素周期軌道 とし

た 。 図 6（b）で は 3000 番 目の長 さの 周期軌道 に相当）Gutzwiller公 式の 場合 と比較 しす ると 、

図 6（b）の よ うにかな り高い準位に 至る まで 良い
一

致がみ られ る 。 その
一

因は Gutzwiller公 式で

は 、
d（E ）の半古典表現 の極の位置に よ っ て 量子準位との

一
致を見て い たの に対 して 、 こ こで は そ

れを E に つ い て積分 した量で あ る平均 累積状態密度 IV（E ）を見て い る点に あ る と思 わ れる 。　 N （E ）
が階段関数 N （E）の良い近似 にな っ て い れ ば 、 高励起 状態 まで あ る程度良 くあうよ うに 見え る た

め 、 単純 に Gutzwiller公 式 と比較 するこ とはで きな い 。 周期軌道の 効果 を入れずに平 均累積状態

密度 だ けか ら△σ （E ）を計算 して も図 5 の ように 、 およその 量子 エ ネル ギーの 値が伺 うこ とが で き

る 。 図 6 と比べ て もわ か るように 、 周期軌道か らの寄与をより加え る と、 それぞれ よ り厳密 な エ

ネル ギ
ー

に近付い てい く。

一 705 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

研究会報告

考慮す る pseudo　orbit の長 さに応 じて決まる エ ネル ギ
ー
領域 まで こ の 公式の結果 は収束 して お り、

その 収束先 は量子 準位の 良い近似に な っ て い るようで ある。 しか しつ ぶ さに見 る と 、 収束 して い

て も、 良 く合 う準位 とい くら長い 周期軌道を入 れて も解像 しない 準位がある。

150
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（2）図 7（a）（b）はα ＝ 2．1 α ＝ 2．7 の ときに 、 素周期軌道 1000 個で Riemann・Siege1公式 を実
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行 した結果 で あ る 。 α を変 えて い くと、 図 2 に示 した通 り、 系の トポ ロ ジ カ ル エ ン トロ ピー h が

変化 し 、 周期軌道数の増大率が変わ る 。 周期軌道の長 さを固定すれば 、 そ れよ り短い 周期 軌道 の

総数は α が小 さい ほ ど少ない 。 よっ て一定準位数 まで 良い 近似 で計 算するた めに必要 となる周期軌

道の数は h が大きい ほど多くなる 。 したが っ て収束が保証 され る エ ネル ギーを同 じにす るに は 、

α ＝ 2．7 の方が余計 に 周期軌道 を要する 。 収束 した範囲で見る限り、 α に よ らず精度が得 られ るよ

うで ある 。 　　 Y
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　（3）図 8（a）（b）は pseudo　orbit の 最大値を 3000番 目の素周期 軌道の 長 さに 設定 し、
　 psedo　orblt

を構成 する素周期軌道の数 を （a）3000（b）100 個 （短い もの か ら）に した場 合 であ る 。 図か らわ か

るよ うに 、 公式 に取 り込むべ き素周期軌道の 数を減 ら して pseudo 。 rbit で代用 して も数 値結果 に

顕著な違い は今まで の とこ ろみ られなか っ た 。 もしこ れが一
般的な こ とで あれば長 い 周期軌道は 、

量子準位 を決 める上 で はさほ ど重要で はな い こ とを意味する 。 発表の 際の コ メ ン トに もあ っ た よ

うに 、
エ ネル ギー準位 を決め るの に必要な周期軌道数 がプ ラ ン クセ ル に 1 つ で ありそれ以上 は過

剰で あるとすれば、 不確定性原理 と照 らして も自然で はあ る。 が 、 こ の こ とが成 り立 っ て い るか

は現段階で は 明確で ない 。

　素周期軌 道 をどこまで 減 らすこ とが で きるか は 、 量子準位を決め るの に最低 限必要 な古典 的 情

報は何かを知 る手がか りとな ると思 われ る。
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研究の 過程で絶えず議論 し、 貴重な ア ドバ イス をして頂い た 岡崎分子 研助手の首藤啓 氏 に感謝

します 。
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