
Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「保存 力学系カ オ ス に お け る 古典 論と 量 子 論」

Landau −Zener型 及 び非断 熱 ト ン ネ ル 型 ポ テ ン シ ャ ル

　　 　　 交 差問 題 の 厳密 及 び近 似解 析解

朱 超原 、 申村 宏樹 （総 研 大 及 び分 子 研）

§ 1 ． は じ め に

　　　　凖位交差 に よ る非 断熱 遷移 は 大変 学際 的概 念 で 、物 理 ・化学 ・生物 学 に お い て 状態 （

あ る い は 相〉変化 を 引起 こ す最 も基本 的 な メ カ ニ ズ ム の 1っ で ある 。 特 に 、 非 断 熱 ト ン ネ ル 現 象

は通 常 の ト ン ネ ル 現 象よ り は ず っ と複 雑 で あ り 、 しか も様々 な 物理 現 象 に お い て 非常 に 重要 な

基本 メ カ ニ ズ ム で あ る と考 え られ る 。

1 ’2

　　　　最 も単純 な 2準位 問題 に 関す る 1932年 の Landau 、
　 Zener 及 び StueckelbergC こ よ る 独立 な

仕事 以 来、実 に 数 多 く の 仕事 が な され て きた 。 最 も簡単 な 量子 力学 的 モ デ ル は 座 標 に 関 して
一

次 の 2っ の 透 熱 ポ テ ン シ ャ ル （Vj・−FjX，　 j・1，2）が 一定 の 結合強度 （V）で 結 合 し た 系 で あ る 。 こ れ

に は 透熱 ポ テ ン シ ャ ル の 傾 きが 同 符 号 （FIF2 ＞0）の い わ ゆ る Landau −Zener 型 問題 と異 符 号 （F1F2 ＜

の の 非断 熱 ト ン ネ ル 型 問題 の 2種類 が あ る 。 こ れ らは 、 物理 的 に も数学 的 に も相 当異 な る 問題 を

提供 して い る 。 我 々 は 最 近 こ の 両方 に 対 し て 初 め て 量子 力 学的厳 密 解 を 導 出す る 事 に 成 功 し た 。

ま た 、新 し い 有用 な 近似解 析解を も求 め た 。 例 え ば、有名な Landau− Zener公 式 に 対応 す る我 々

の 新 公式 は簡単 で あ りな が ら しか も通 常 の L−Z公式 よ りもず っ と良 い （§ 4 参 照 ） 。

　　 　　 取扱 う べ き基本式 は 次 の 2階 の 常 微分 方程 式 で あ る ：
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エ ネ ル ギ ー
ε　・O は 透 熱 ポ テ ン シ ャ ル の 交差 点 に と っ て あ る 。 式 （1．1）は 2元 2階 の シ ュ レ ーデ ィ ン

ガー方程式 を フ
ー

リ ェ 変換 して 得 られ る 。

3
我 々 が求 め た い 基 本 量 は 次 の 既 約 S一行 列 （sR ＞で あ

る 。

　　　　　　　　　　　（
A ・（＋。。）

A2 （＋。。））− sR （濃 1）　 F ・・F2 ・ ・

　 囮
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僻 ：1）一 ・畷 ；窒1） Fl」醗 く 0 （1．5b）

但 し 、

　　　　　　　　　　　　　・ 1  一   ・［・1（争一

司

　　　　　　　　　　　　A ・（z）一 ・iA ・（z）　exp ［・i（爭
一司

上号 が FIF2＞0、 下 号 が FIF2＜Oに 対応す る 。

既約 S−一行列 sRは 全 散乱 行列 Sと次の 関 係 に あ る ：

　　　　　　　　　　　　　　　Snm ＝ 5驫 exp （iηn 十 iηm ）・

（1・6a）

（1．6b）

（1．7＞

こ こ で η ． は 状 態 n で の 弾性 散乱 の 位相 の ず れ で あ る 。

§ 2 ，量 子 力学 的厳密 解

　　　　sRを 求 め る に は 式 （1．1）の z → ± 。。 で の 漸 近解 の 接 続公 式 を求 め れ ば よ い 。 よ く知 られ

て い る通 り、微分 方程 式 の 漸近 解 は複 素 z 平面 内 の あ る扇 形領 域 で しか 成 り立 た な い
。

こ の 領域

の 境 界線 は anti
−Stokes 線 と呼 ばれ る 。 隣 り の 領域 の 漸 近解 と の 関 係 は Stokes 定 数 と 呼ばれ る定

数 に よ っ て 与 え られ る 。 領 域 と St。kes定数 の 数 は微分 方程 式 の 係数 q （z ）の 次 数等 に よ っ て 決 ま

る 。 q（z ）が 4次多項式 の 場合 の Stokes 定 数は 今迄 知 られ て い な か っ た 。 我 々 は HintonA の 方法 を

一
般 化す る 事 に よ っ て 、 3次多 項式 、 4次多 項式 、 並 び に 逆 巾無 限級 数 を 含む 特別 な 2N次 及 び （2

N−1＞次多 項式 の 場 合 の す べ て の Stokes 定数 を求 め る事 に 成 功 した 。

5
残 念 な が ら無 限級 数で あ

る が 陽 な 形 に 求 め られ て い る 。 以 下で は紙幅の 都合上 詳細 は省略 し、Landau −Zener型 と非断 熱

ト ン ネ ル 型 そ れ ぞ れ に っ い て の 主 要結 果 の み を 述 べ る 。

6

（2−1）Landau −Zener型 （FtF2＞O）の 場 合

　　　　先ず 、 sR は ユ ニ タ リー性以外 に 次 の 対称 性 を 有 す る ：

　　　　　　　　　　3疂＝ （5蟲）
’

　 及 び　　　　3髭＝ 3豊 ： 純虚数

更 に 、 Stokes現象 の 解 析 か ら、　 sR一行 列 が 最終 的 に 次式 で 与 え られ る 事が 示 され た ：

　　　　　　　　　　　　 略 一 1＋ σ1ひ、 ， 　 鴫 ＝ − 2α
2
ひ、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ul 一ひf
　　　　　　　　　　　　　　　　　 U2 ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4α
4

十 1〜：ノ112

（2．1）

（2．2）

U1は パ ラ メ ー
タ a2 、　 b2に 関す る無 限級数 で arg 　 z・π ／6の Stokes 線 の Stokes 定 数 に 対 応 す る 。 無

限級数 は 4つ の 遷移 点 （q （z ）の 零点 ）が 近 接 して い る 時 に 収 束 が早 い
。 従 っ て 、 遷 移 点が 相 互 に

十分 離 れ て い る時 に 良 い 近 似 と な る WKB近 似 と は 相 補 的 で あ る 。
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（2．2）式 か ら非 弾性 遷移 の 全確 率を求 め る と散乱 理 論 で な じ み の ある 次式 が 得 られ る ：

1… 1・ − 1・詐 継 群 一 4P （・
一

・）  ・

　　・
一 （・＋撃 尸 ，　 ・ − a ・g（u ・）

（2．3）

p は 交差 点を 1回通 過 す る と き の 非 断熱 遷移 確率 で 有名 な Landau −・Zener 確 率 に 対応 す る 。 但 し、

上 式 の p は量子 力学 的 に 厳 密 な 解で あ る 。

（2−2）非断熱 ト ン ネ ル 型 （FtF2〈O）の 場合

　　　　sR は次 の 対称性 （ユ ニ タ リー性 以外 に ） を満 た す 。

　　　　　　　　　　　　　　　5費＝ 畷 ，　　 5豊＝ 畷 ．　　　　　　　　 （2・4）

Stokes現 象 の 解析 か ら次 式 が 求 め られ る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u2
　　　　　　　　　　5丑 ＝ （1 ＋ Ul　u2）

− 1
，　　 8錫＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2a2 〔1 十 Ul　U2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔2．5）
　　　　　　　　　　　　　　 Ul　

L
　Uf

　　　　　　　　　　 u2 ＝

　　　　　　　　　　　　　1σ112
− 1／4α

4 ．

Ulは や は り arg 　 z・π ／6の Stokes 線 の Stokes 定数 で 、無 限級 数 で 与 え ら れ る 。 非断 熱 ト ン ネ ル の

S一行 列要 素 は陽 に 次式 で 与 え られ る ：

　　　　　　　　　　・ト
、嬲 灘 一 一・i

、霏 寄轟 　 （2 ．、）

　　　　　　　　　　　 P ＝ 1 − 4α
41

ひ、12， 　 ヨ ＝ ・・g σ一 π 12・

　　　　（2．6）式 は b2＞1 （上 の 断熱ポ テ ン シ ャ ル の 底よ り上 ） で 求 め ら て い る 半古 典 論 の 表式 7

と良 い 対応 を示 して い る 。 （2．6）式 は 厳 密で あ るが pが 交差 点 を 一回通 過 す る と き の 非 断熱遷 移

確率 と して の意 味 を 持 っ の は b2＞1の 場 合 の み で あ る 。

　　 　　 以上 の 厳密 解 に つ い て の 更に 詳 し い 考察 は 紙 幅 の 都合 上省 略 す る 。

§ 3 ．新 近似 解析解

　　　　前節で 求 め た 厳密 解 は 無 限級 数 を 含ん で い る 為 、 よ り簡便 な 近似 解析 解 を求 め る努 力

を行 な っ た 。 こ れ を 行 う に は （Ll ）（1．2）式 の 遷 移点 と そ の 分布 及 び Stokes （及 び anti
−Stokes ）

線 の 分布 を 完 全 に 知 る必 要 が あ る 。 我 々 は （b2，　 a2 ）の 2次 元 空 間全 域 に 亘 っ て 分布 の 様 子 を 完 全

に 解 析 した 。

6

（3−1）Lndau −Zener 型 （FIF2 ＞0）の 場 合
B

　　　　4遷 移点 問題 を 2っ の 2遷移点 問題 に 帰着 す る の が 基 本 的近 似 で あ る 。   b2》 1の 場 合 に

は、 z の 実軸 （Stokes 線 ） に 沿 っ た 2っ の 2遷 移点 問題 に 、  b2 《
− 1の 場 合 に は z の 虚軸 （anti −S
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tokes線 ） に 沿 っ た 同様 な 問題 に 帰着 さ れ る 。　 L−Z型 の 場 合遷 移点 の 分 布 は定 性 的 に は こ の 2種 類

に 分 け られ る 。 そ れ ぞ れ に 対 し て 、近似 接 続公式 を求 め Stokes定 数 Ul に 対す る簡 単な 近 似 解析

表現 を求め た 。   の 領域 で は断 熱表現 に 基 づ い た 良 い 公 式 が Barany9 に よ っ て 求め られ て お り 、

我 々 の 公 式 と同程 度 に 良 い 事が 分 っ た 。 但 し、 Barany の 公式 が 楕 円型 の 積分 を含ん で い る の に

対 し、我 々 の 公式 は 簡単 な 関数 で あ る とい う利点 があ る 。 領 域  で は Stokes 線 上 に 沿 っ て の 接

続を正 し く行 っ た 例 が 今迄 に な く、 我 々 の 公式 が一番良 い 。

　　　　我 々 は更 に 、 （b2，　 a2 ）の 全域 に 亘 っ て 数値計 算 を 行 い 、 最 終 的 に こ の 2次元 平面 を5っ

の 領域 に 分 割 し て 各 領域 で 最良 の 近 似公式 を提 唱 した 。 a2 ≧ 2、
　 a2 ≦ 10及 び a2 ≧ 2b2 で 囲 ま れ た

領 域 で は 残 念 な が ら現存 の ど の 公式 も良 くな い 為 我 々 は Stokes 定 数 に 対 す る あて は め 公 式 を 求

め た 。 近似 の 詳 細 や各 公式 の 陽 な表 式 を こ こ で 述 べ るだ け の 紙幅 の ゆ と りは 残念 な が ら な い 。

原論文 を参照 され た い 。 た だ 、 本解析 に よ っ て 通 常 の Landau・・Zener公 式 と同 程度 に 簡単 で しか

もず っ と良 い 公 式を 求め る事が 出来た 。 こ れ に っ い て は § 4 で も う少 し詳 しく触 れ る 。 な お 、

実 際 の 原子 分子 過程 で 典 型 的な 中間結 合強度 は大 体 a2 〜 1に 対 応 す る事 を 付言 して お く。

（3−2）非 断熱 ト ン ネ ル 型 （FIF2＜O）の 場合

　　　　 こ の 場合 の 遷 移点 の 分布 は L−Z型 に 比 べ て 実 に 複 雑 で 6種 類 に 分 け ら れ る 。 有効 な近 似

解析 を実 行 出来 る の は L−Z型 の 場合 と同 じ2 っ の ケ ー ス で あ る 。 我 々 は こ れ を実行 し、や は り新

し い 簡 便 な 近似 公 式 を b2 ＞ユと b2＜一1に 対 して 導 出 し た 。
　 la　 b2＞1で は断 熱 基 底 に 基 づ くCoveney 等

の 公式
11

が 我 々 の と 同様 に 良 く働 くが や は り楕 円型積分 が 必要 で あ る 。 、

　　　　再 び（b2，　 a2 ）の 全 域 に 亘 っ て 数値 計算 を 行 い 全 域 を 5っ の 領域 に 分割 し 、 各領域 で 最 良

の 近 似 公 式を 提 唱 し た 。 lb21 ≦ 1と a2 ≧ O．25 で 囲 ま れ る領 域 （即 ち、上 の 断熱 ポ テ ン シ ャ ル の

底 と下 の 断 熱 ポ テ ン シ ャ ル の 頂 上 に 挟 まれ た領 域） で は 残念 な が ら簡 単 な近 似 公 式 が求 ま らな

い
。 そ こ で 、我 々 は厳 密解 の 存 在す る特 別 な 4次多 項式 に 基 づ い て StQkes 定 数 U1 に 対 す る あ て は

め 公 式を 求め た 。 詳細 は や は り 原論文 に ゆ だね る 。

le

§ 4 ． Landau − Zener 公 式 の 改良式

　　　　（2．3＞式か ら分 る通 り、L−Z型 の 場 合 に は b2の 全 域 に 亘 っ て 交 差点 1回通過 の 非断 熱 遷移

確率 pを 定 義す る事 が 出来 る 。 § 3 − 1 で 述 べ た近 似解析 に よ っ て 我 々 は pに 対す る簡便 な 近似

表式 を 求 め た 。 特 に b2＞0で は次 の 実 に 簡単 な新 公式 が 求 め られ た ：

　　　　　　　　　　　　P・ N ・
一

　exp （列 、＋ 論 ］り　　 （4・・）

但 し

　 　 一 断 凋 一

即 C翻 　 　 （4・・）

PLz は 通常 Landau −Zener 公式 と し て 良 く知 ら れ て い る も の で あ る 。
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lb21 → 0で は PLZ は → 0と な っ て し ま い 物理 的 で な い の は よ く知 ら れ て い る 事で あ る が 、 （4 ．1）

式 は こ れ を大 幅 に 改良 しb2〈0の 領域 で もあ る程 度迄 よ く働 く。 （4．1）を見 て 分 る 通 り こ の 公式 は

lb21 → 。。 で は 当然 PLZ と 一致 す る 。 （4，2）を使 う の で あ れ ば是 非 （4．1）を使 う様 に さ れ た い 。 更

に 、b2 《
−1で の 近 似 か ら、 そ こ で 成 り立 っ 新 し い p の 表式 も求 め ら れ た 。 ち ょ っ と複雑 な 式な の

で こ こ に は 揚 げな い が 、 （4．1）式 と共用 す る事 に よ り、 事 実 上 b2の 全 域 を 簡 単 な 式 で カ バ ー出来

る 。

　　　　 ちなみ に 非断熱 ト ン ネ ル 型で b2＞1の 場合 に は （4．2）が 相当良 い 近 似 で あ る事を 付言 して

お く。 b2く1で は 前述 した通 りp は物理 的意 味 を 持た な い 。

§ 5 ．今 後 の 課題

　　　　本稿 で 述 べ た厳 密 解及 び 新近 似解 は 「線形ポ テ ン シ ャ ル ・一定 結合 モ デ ル 」 の 範 囲 内

の 話 で あ り、当 然 な が ら
一

般形 ポ テ ン シ ャ ル の 場 合 へ の
一

般 化 が 次 の 課 題 で あ る 。 こ の 研 究 も

あ る 程度 進 行 し て い る 。 た だ 、 エ ネ ル ギ ーが 交差 点 よ り上 で あ れ ば 、 p と一般 ポ テ ン シ ャ ル に 沿

っ た 位相 と を 用 い て
一

般 ポ テ ン シ ャ ル の 場 合 を も取扱 う事 が 出来 る事 を注意 し て お く。 多 準 位

問題 へ の 応 用 も今 迄 の 研究
T

を越 え た 挑戦 が 必 要 で あ る 。

　　　　更 に 、 § 2 に述 べ た通 り 、 我 々 は 4種類 の 微分方程式 に対す る St。kes定数 の 表式 を 求め

た の で 、 新 し い 関 数 の 構築 や 、非 断熱 遷移 問題以 外 の 量 子 力学 的諸問題 （3次 元 ポ テ ン シ ャ ル 及

び 4次 元 ポ テ ン シ ャ
鹽
ル 問題 な ど） の 厳密 解 を求 め る事が 出来 る 。 § 1 で も述 べ た通 り非断 熱 遷 移

（特 に 非断 熱 ト ン ネ ル ） は 物理 ・化学 の 様 々 な分野で 重要 で あ り、そ れ ら へ の 有効 な応 用 も今

後 の 大 き な 課題 で あ る 。 又 、理 論的に 最 も チ ャ レ ン ジ ン グ な課 題 は 多次 元理 論 で あ る 。
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