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本稿で は chaos の 定義を次の よ うな もの とする 。 （い わ ゆ る deterministic　cha 。s）

微分方程式

　 　 　 　 dx

　　　　π
一 F （x ）， 　

x ∈ X ＝ 　 diff・renti ・ble
　
manif °ld

　
with

　
a
　
met 「ic

，

　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 F 　＝ avector 丑eld 　on 　X

で 定 義 された dynamical　system が chaotic とは次 の 意味で 初期デ ー
タに対 し sensitive

dependence を持つ こ ととす る。 （system が安定 （stable ）とは chaotic で ない こととする 。 ）

　 Lebesgue　measure に つ い て 正 の 測度を持つ 集合X ⊂ X が あ っ て 、　X か ら出発 した運

動 x （t）で 、 集合 ｛x （t）｝t≧o の 閉包 が c。mpact な もの はすべ てX に とどま っ て いて 、 次を満

たす：

（S）　 ヨノ1・ ＞ Osu （〕h　thαt ∀Xo ∈ X
，
∀E ＞ 0

，

　　　ヨy。 in　an 　E　neig ゐb・rh ・・d ・f　x 。 ，
　such 　thαt　at 　 s・me 　positive　time

　　　 the　ev ・luti・ns 　st αrting 　in　X 。 αnd 　y。　are 　m ・re 　thαn 　A 　ap αrt ．

　 こ の 講演を戸 田幹人氏か ら頼まれたの ち戸田氏との 通信に よ っ て どの よ うな こ とにつ

い て話 をすればよい かがわか っ て きた 。 その 通信 に対す る答 とい う形で 話 を進めて み た い 。

　 戸 田氏よ り出 された 問題

　　（1 ）古典 的な漸近完全性 （asymptotic 　completeness ）とカオ スの 関係

　　 （2 ）古典 的な漸近完全性 と量子的な 漸近 完全性 との 関係

　　（3 ）量子古典対応を考えた 時、 古典系の カオス は量子論 の 漸近完全 性に どうい う役

割 を果 た すか ？

　　（4 ）量子的あるい は古典的に漸近完金性が期待で きそ うに ない系の 例

　　（5）漸近完全性の破綻の 中に 、 カオス と関係する新 しい量子現象を見つ けられない か？

　　（6 ）物理 の 立場で N 体の 散乱の 量子論 をす ぐに扱 うの は難 しそ うなの で 、 も し漸近

完全性 に対応す る性質が古典系 にあ っ たな ら、 まずそ れか ら調べ られない か ？

　　（7 ）古典系 で難 しい こ とが どう して量子系で証 明で きて しま うのか ？

　　（8 ）漸近完全性が成立 しない か も知れない 量子系の 可能性があ るの な ら、 そ の 時、

古典系の カオス に関する知識が役 に立つ の だろ うか ？

　
＊

基研研究集会 「保存力学系の カオ ス に お ける量子論と古典論」 1992年 10月 30 日 の 講演 ．
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　 答 （標語的 に）

　　（1 ） ras ．　compL ⇔ chaotic ．（大体）（こ こで chaotic とは上 で述 べ た意 味）

　　（2 ）論理 的な 関係が あ る ：「問題の 設定」を平行的に行え る 。 証 明 も少な くとも論理

的に は平行的に構成で きる 。 ただ し実際の評価の ところで この 平行性は失わ れ 、 量子系で

は完全性が 証明で きるの に古典系で は難 しく現在で も解決され てい ない よ うで ある。

　　（3 ）stable （unchaotic ）⇒ 古典量子対応 が成 り立 つ （in　a 　certain 　sense ）。 古典系の

カオ ス は量子系の それ と関係 して い るか も知れないが現時点で はその 関係 は不明 。

　　（4 ）pair　potentialが Vi
ゴ（xiD ＝

蒔 wi むh　O ＜ μ ≦ V
！
奮一 1 の ときは完全 性は成 り立

た ない か も知れない （Derezi6ski）。 こ の 場合古典論の cha 。s と量子論 の 関係 は有 り得 る 。

　　（5）as ．。omp1 ．で な くas ．　dusteringの みが成 り立つ ときは、 量子 的カオ ス と解釈 で

きる だろ う。 （t → ±OQ で系が unstable となる可能性がある 。 ）

　　（6 ）古典系の 散乱 理 論の 方が困難で あ り、 か つ
、 古典系 と量子系の dynamicsが異

なるため 、 古典 系の 性質を量子系の 散乱 の 性質に移すこ とは で きない 。 ただ し量 子系で

カオ ス が起 こ る可能 性が残 されて い る 1・ng −range 　f・rce の 場合必然的に 古典軌道の 解析が

必要 。

　　（7 ）古典系 （Newton 力学系）で は原子の 安定性 も成 り立 たない 。
こ の よ うな理 論で

chaotic な現象が 出て きて も、 そ れが 実際 の 物理現象 として現れ るか どうか は不明 。 （原子

の 安定性を成 り立 た せ るの は量 子系の Hamiltonianが下に有界で あ る とい う事実で ある 。

この 有界性は 、 以 下 で 、 散乱状態の 定義と、 完全性の 証明に お い て 、 量子系 と古典 系で の

根本的な違 い とな っ て 現れる 。 ）

　 問題 （7） に対 す るもう少 し具体 的な理 由をあげると、

　 理 由 1：古典系 と量子系の dynamicsが異なるた め 、 古典系で は波動作用素 の 存在 証明

の 段階で既 に chaotic 　phenomena の ない こ とを仮定する必要があ るよ うで あ る 。 この 意味

で 古典系の 散乱 問題の 方が量子系よ り格段 に困難 に見 える 。

　 理 由 II： 量子論 は本質 的に L2理論 で あるが古典論は pointwiseな理 論で ある の で 、 量

子論 の 方が簡単 。

　　（8 ）　 （1 ）の 関係に よ り、 古典論で は

st α ble（unch αotic ）⇔ as ．　compl ．

な の で
‘

古典系で は
’

chaotic で なければ as ．　compl ．が得 られ 、
　 chaotic な ら as ．　compl ．は成

り立たない 。 これ はあ くまで も古典論で の 関係で ある 。 量子系で は 、 dynamicsの 違い に

よ り、 chaotic な effect はμ 〉 》5− 1 の 場合 は消え て しま う。 しか し 0 ＜ μ ≦ 謌 一 1 の

場合 は関係が あるか も しれない 。

以 下古典系 と量子系につ い て平行 して みて ゆこ う。

1　 Dynamics

Hamiltonianは古典系で も量 子系で も同 じで

　 　 N 　　　　

H 一

莟蓋臓 聴 一Xk ）− H ・ ＋ v
，

Xi ∈ R3 （1）
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で 与え られ る。 ただ し量子系で は pi ＝ ÷識．系の states は以下の Hilbert　space に属 す

るt
。

系

系

典

子

古

量

ー

L

餠

NRが

＝

孜

ε

L

 

＝

叩

冗

肥磁P＝r鳳疏＝ ）

）

23（

（

こ こ で pair　potential 塩 （x ）（x ∈ R3）に対 して次の 仮定を置 く。

仮 定．臨 （x ）は R3上 有界 、 2 回連続的微分可能で 、 そ の 微分は R3で
一

様有界 。 さ らに

臨 （x ）→ Oas 囮 → ・。 ．

1．古典系 の dynami　cs は方程式

讐・ ｛H ， ψ｝一

琴膿
一飄 ・ ・ψ

で 与え られ る。 ただ し ｛， ｝は Poisson　bracketで Liouville　operatorL を定義す る ：

　　　　　　　 五 ＝ 五〇 十 五y ，

　　　　　ト き謡 ・

・・
一

葱
・蚊詣一蠢）・

（4）

（5）

（6）

（7）

Liouville　operatorL の do皿 ain は 0δ（r）で あ りそ の上 で L は skew −symmetric で あ る 。 従 っ

て dynamics は

eL
‘

　∂n 五
2
（r） （8）

で 与え られ る。

　 実 際 に dynamics を得 るには Hamilton の 正 準方程式

　　　　　　箒一 ・磯 ・
一 （・1 ・

…
，

・・N ）一 ＠・，

…
一

…
，・・ ）　 （・）

を解 く方が便利で ある 。 ただ しこ こ で c ＝ （6司 は （Xi ，Pi）→ （Pi，

− x ｛）な る線形変換 。

　 正 準方程式の 右辺 は エ ネル ギ ーが有界な任意の 領域で一
様 Lipschitz連続。

こ の 系で は

エ ネル ギ ーは保存するの で正 準方程式は任意の 初期値 Zo ∈ rに対 し
一

意 な大域解 z（t，
Zo ）

を持つ 。 こ の 解 st　：　Zo → z（t，
　Zo ）を使 うと dynamics　eLt は

　　　　　　　　　　　　　　　　（eL
孟

ψ）（z ）＝ ψ（S
−tz

）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

　 †講演 中、 高橋陽
一郎氏より、 古典系で L2理論 を使うのは不適当ではない かとい う主旨の指摘があ っ た 。

こ れ に 対 して は第一に、後に もふれ るが、こ こで 考え る L2　space は phase　space 上の L2　space であり、従 っ

て量子 論の ような不確定性関係は成立せず 、 古典系の 五
2
理論は結局 pointwiseな理論で あ るこ とをあげよう。

第 二 に 、 物理 と しては何 らか の定式化により何 らかの意味ある こ と（今の場合後述の 古典系の unstability ）
が得 られれば目的は達成される の であり、 理論形式の主観的好み に よ っ て そ の定式化の価値を云 々 すべ きで

はな い とい う こ とを述べ て お きた い 。
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　　　　で与え られる 。 K を領域 ｛zlH （z）く H （zo ）＋ 1｝の Lipschitz　cDnstant とす ると評 価

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　島≦ ・
KI ・1
　　　　　　 （1・）

　　　　 がい え るの で

　　　　　　　　　　　　　1［・’‘II叩
≦ ・

K ］’llliPl
［H ・

（・・

が え られ る。 ただ し H1 （r）は norm

　　　　　　　　　　　　　　　Il・ll
・ 一淞

2

を持 つ Sobolev　space ．

　 以下 （量子系 も込 めて）N 体系の GM （　・　center 　of 　mass ）を分離 し、　 rを

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 　 　　　　　 　　　　 N

　　　　　　　　　　　　　Σ m ・X ・　・ ・　o
， ΣPl ＝ o

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1　　 　　 　　　 　　 　 i； 1

を満た すよ うにす る 。 こ の 場合古典系で はr ＝ 　R6〔N − 1）となる 。

な る。 dynamics は Schr6dinger　equation

　　　　　　　　　　　l艶 E ・
一 ・ （h1・・ − 1 と した ）

を解い て

　　　　　　　　　　　　　　　　u （t）＝ e
−“H

で あたえ られ る 。

2　 Bound 　States

　 Bound 　states は座標空間の 有界性の 概念と関係 して い る 。

　 1．古典系。

　 Configuration　space ｛（x1 ，

…
，
xN ）1Σ mixi ＝ o｝の ノル ム を

　　　　　　　　　　　　　N （・）− GΣ m の
1／2

で定義する 。 こ の とき

　　　　　　　　　　　　　　　 フ▽
尸
（z）＝ 　　sup 　　ハ厂

（stl），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − eO 〈t〈◎o

　　　　　　　　　　　Bn ； ｛zlN （z）≦ n ｝，　　n ニ 1・
，
2

，

…

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 815 一

（12）

（13）

（14）

II．量子系で は H は 7t　＝ 　L2（R3（N − 1））（wi もh　CM 　removed ）上 の selfadjoint 　operator と

（15）

（16）

（17）

（18）

（19）
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　とお く。 N （stz）は連続な の で 、Bnは 閉集合。 従 っ て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　B ＝ 　UBn ＝ 　｛xl万（z）＜ OQ ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ； 1

は可測集合。 Bou且d　states は

　　　　　　　　　　　　　　　π
B

鉱
2
（B ）⊂ n 　 　 　 　 　 　 　 　 （21）

の 元 と して 定義 され る。 L2（、Bn）の 元 はcompact 　bound 　states と呼ばれる 。 こ れ らはUBL
で dense．　B

，
　Bn は group　S

‘

で 不変なの で L2（B ），
　L2（、Bn）は eLt で 不変 。

　　 II．量子系，

　　 p が量子 系の b・und 　state とは任意 の e ＞ 0 に対 しある R ＞ 0 が あ っ て

　　　　　　　　　　　　．澱 ．．ん，≧R
・1・” ‘H

・（・）i2d・ 〈 ・ 　 　 　 （22）

で ある こ と。
つ ま り平均の 意味で座標空 間の 有界領域 に留ま っ て い るこ と。 こ の よ うなg

の 全体 を 7t8と書 く。

3　　Scattering　States

　 こ こ か ら量 子系と古典系の 違い が現れ る 。 今度は まず量 子系か ら始め る 。

　 II．量子系．

　 量子 系の sca もtering　states は Hδ≡ H θ　7t9の 元 と して 定義 され る。
これ は次の 条件

で特徴づ け られる （Ruelle）。

　　　　　　　　　 ve∈ 礦 ⇔

　　　　　　　　　・R ・ ・
， 無 歩∬嵯1≦R

・1・
一’tH

・（・）12d・　 ＝ ・・ 　 （23）

つ ま りg が scattering 　state で あ るとはそ の 時間発展が 任意の有界領域を 自乗平均の 意味で

離 れてい くこ とで あ り、 自然な結果で ある 。 しか し量子系で の こ の証 明は free　HamiltQnian

Ho が下に有界で ある こ と：

　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 Ho ≧ 0

を本質的に使 っ て い る 。 古典論で は 、 古典的 free　Hamiltonian　Loが下 に 有界で な い ため こ

れに対応す る結果が得 られない 。 また 、 量子系で は scattering 　state 　space 　H δ＝ HO 咒8
は H の 連続 ス ペ ク トル 空間 と

一
致す るが 、 古典系で は L は一

般 に 7tBで 既 に c 。 ntinuous

spectrum を持つ 。 従 っ て古典系 で は 7tBの 元で量 子的意味では scattering 　state つ ま り

c・ntinu ・us　state に 当た る物が
一

般に存在す る。 （こ の意味で古典系の b・und 　state の 定 義

は微妙 で ある。 ）

　 量子 系で Hoが下 に 有界 とい うこ とか ら、 普通考え られ るポテ ン シ ャ ル V に 対 して は

Hamiltonian　H 　 ・　Ho ＋Vが下 に有界とい うこ とが出る。 量子系の Hamiltonianが下 に有界

とい うこ とは原子ない し物質の 安定性 （原子が崩壊 しない こ と）を保証す る条件 で あ る。

　 以上 の 意味で 、
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古典 系で Liouville　operator が下 に有 界で な い とい うこ とが bound　state と

scattering 　state との 区別を難 しくし、 散乱問題 の 扱い を困難 に して い る こ と

と 、

古典論で 原子 の 安定性が言えない こ と

とは 、 関連 がある 。 （古典 論で散乱を考える意味 ？）

　 1．古典系．

　 以上 の 理 由で 、 古典系で は散乱状態 （scattering 　state）の 存在 自体が 問題 とな る 。

　 多体系固有の Notationを導入する 。　channel α とは ｛1，

…
，
N ｝の 分割 ｛Ol ，

…
，
0

。｝の

こ とで ある 。
channel 　Hamiltonian　H

、 とは ffか ら異なるすべ て の clusters 　q ，
0ゴ （i ≠」）

間の 相互作用 を落 と した もの で あ る 。 H
． よ り生成 され る Liouville　operator を L

α とす る 。

Xk ＝ coordinates 　of 　the　CM 　of 　Ck
，

Pk ＝ total　mQmentum 　of 　the　cluster 　Ok
，

zk ＝ coordinates 　and 　momenta 　of　the　particles　constituting 　O 鳶 （in　the　CM 　system 　of 　Ck），

φ∈ L2（rα ），
where 　r

α
is　the　space 　of 　n 　particles　with 　masses 　Mi

，

…
，
Mn （Mk 二 the　mass

of 　Ck）with 　CM 　removed
，

gk ∈ He ＝ space 　of 　bound　states 　of　the　system 　Ok．（φ ＝ 1if　n ＝ 1and 　gk ＝ 1if

l（Ck）＝ 1，）

Then　we 　define

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

ψα （の ＝ φ（x ユジ
・・

，
Xn

，
Pl

ジ
・・

，
Pn）II　Pk（Zk ）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝ 1

ψα
span 　a　subspace 　D

α ⊂ 冗 ，
　which 　can 　be　written 　as

D
α

＝ 五
2
（6α ）＝ 五

2
（F α ）  五

2
（B1）  …   五

2
（Bn），

δα
＝ r α × Bl ×

… XBn
，

（24）

（25）

where 、Bk　is　the　bound 　state 　region 　in　the　phase　space 　of 　Ck．δ
。 は H

α に よ っ て 生成 され

る groupSE に関 し不変なの で 、
1）

α は eL ・ t
によ っ て 不変。 実際

　　　臨 ）レ） 一 ・（x ・
一

瑟・…
・
Xn 一

蓬・P ・・

…
・噛 飾 炯

＝ ∫re ε βオαオe   bound・state ．

ただ し ek ； Liouville　operator 　describing　the　internal　motion 　of 　Ck．

　 こ うした 上 でψ。
∈ 、0

。
に 対 し scattering 　state ψまを t → ±○。 の と き

・％ ま〜 ・　・
L・tCb

。
＝ free　・t・ t・   b・und ・st ・te

（26）

（27）

と漸近 的に 収束す る元 と して定義する。 ψまの 全体を 7t里と書き散乱状態の 空 間とい う。
こ

の 散乱状態ψまの 存在は 次の 極 限 （波動作用素
，
wave 　operator ）の 存在 と同値 で あ る 。

ψま一 Ωまψ・
三 よ野

『L ‡
・
Lαむ

ψ・ ， ψ・ ∈ D
・
・ （28）
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　　こ の 極 限は た とえば pair　pQtential臨 （x ）が compact 　support を持て ば存在す る （Hun −

ziker ）．
一

般 に は次の よ うに 考え る 。 微分積分学の 基本定理 に よ り（CoQk
’

s　method ）

　　　　　　　　　・

−L ・
eL …b・，　一　・b・　一　f。

’

　・
− L ’

（L
− La）・

L ・
・ th・ d・・　 　 （29）

た だ し

　　　　　　　　　　　・ − L
・

一 £ ・ v・k （
∂　　 ∂

∂Pi　 ∂Pk）・　　　 （・・）

こ こで和Σ⊃
’

は channe1 α の 相異なる二 つ の clusters をつ な ぐ pairに制 限され る。 従 っ て 上

の 極限 は D
α で dense なψα に対 し

f。
±° °

1KL　”　La）・
恥 ・

岬 ・… （31）

が成 り立て ば存在す る 。 こ の評価が成 り立つ ためには （30）の L − L
、
の 形 と （26）の eL ・ ε

ψ、

の 形か ら、 少な くと も9kが 内部運動量 π
」に関 して L2−sense で

一
回 微分可能で な ければな

らない 。
つ ま り（31）が D

α
　＝ 　L2（r 。 ）  L2（B ，）Op　’・・  　L2（瓦 ）の dense　set 上で 成 り立 つ

ため に は 、 こ の よ うな微分 可能 なφと9kの 積は D
。
で denseで なければな らない 。 従 っ て

各 kに対 し疏 一尻 が 測度 0 で な くて は な らな い 。 大ざっ ぱに まとめ れば

wave 　Ol〕er αオ07・カミ存在 ⇒ ∀k ：　 μ（Bk − ・B£）篇 0． （32）

実際に は

　　　　　　　　　　　μ（B・）ニ O
， 良 詔 陸

一∪（β鴛）
°

　　　　　　　 （33）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

を仮定す る 。 そ の ほ か に potential の decayと ei」tSoj の el」
t
とい う因子 を考慮せ ね ばな ら

ない 。
こ れ らを考慮 して （33）を仮定 して も

一
般に は 、

一 部の α に対 して しか scattering

sta 七eψまの 存在が い え ない 。

一
応 これで満足す る とすれば

（33）の意 味で stable ⇒ wave 　operater が存在．

さて （33）の 意 味を考 えて み ると次の ように なる。 B ＝ 　Bk と書 く。 z ∈ Un（Bn）
°

な ら

ヨn
，
ヨc ＞ Osuch 　that

∀zl ∈ B ：IZ’ − zl く E ⇒ ］▽
’

（zt）≦ n ．

（34）

（35）

つ ま り測度 0 の 集合をの ぞ い て bound　orbits は安定で あるとい うこ とで あ る 。 （33）の 否

定はμ（B ）＞ 0 で ある。 z ∈ B な ら

　　　　　　　　　　 ∀n ＞ 1
，
∀c ＞ O

，
ヨzt ∈ Bsuch 　thαt

　　　　　　　　　　　　　　Iz
’ − z 「＜ cand 万（z

’

）＞ n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

で ある。
n ＞ ＞ N （z ）ととれば、 （33）の 否定は測度が正 の 集合B の sensitive 　dependence　on

initial　conditi 。ns を意味する。 つ まりい ま考えて い る古典力学系が本稿の 最 初 に述 べ た意 味

で chaotic で あ る こ とを意味する 。

一 818一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 「保存力学系 カ オ ス に お け る 古典 論 と量 子 論」

　 （32）， （34）をまとめれば古典力学系に対 して散乱状態が存在する （ほ ぽ ）必要十分条

件 はその 力学系が unchaotic （stable ）で あるこ ととな る。 つ ま り

　　　　　　　 あ るα に対 し波動作用素Ωまが存在 しない Q 　chaotic ．　　　　　　 （37）

波動作用素が存在 して 漸近完全性が成 り立たない場合を除けば （こ うい う場合 は
‘

少ない
’

だろう）答 （1 ）が いえる 。 （前述 の Hunzikerの例は stable な場合に なる ： 前述 の （21）の

下 よ り

　　　　　　　　　 ψα
＝ φ  ngk　（9k ： compact 　bound　state ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

は D
α
で dense．　Hunziker の 仮定 （potentialが compact 　support ）の もとで は こ の こ とか ら

　　　　　　　　　　　ヨT ＞ o
，
∀t ） T ・・

L
・
‘

ψ。
＝ ・

L （‘
’T ）eL ・

T
ψ。

が 出る 。
つ ま りt≧ T に対 して

　　　　　　　　　　　　　　e
’LteL ・‘

ψ。
＝ e

− LTeL ・T
ψ。

．

よ っ て （d！dt）eHLt 　eLatth α
　＝ 　o　for　t ≧ T．つ ま りt≧ T の とき （L − L α ）eL

・
鱗 α ≡…o．従 っ て

職 は measure 　O の 集 合をの ぞい て微分可能 となる。 ）

　 次に漸近完全性を定義す るため に形式的直和と して

　　　　　　　　　　　　　　　咒
’

　 ＝   D
α （¢ H ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （38）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α

と定 義する 。 そ してΩ
±
を

　　　　　　　　　　　Ω
士
Ψ ＝ ΣΩまψ。 ，

Ψ 一 ｛ψ。 ｝∈ 7t’ 　 　 　 　 　 （39）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α

と定義す る 。 Ω土
は isometry：　H ’

→ 咒 にな り、 Ωまの range 　Rまは互い に直交す る こ とが い

え る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　R ±
＝   Rま　 　 　 　 　 　 　 　 （40）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α

とお く。 Ω
± ＊

は H → Htな る作用素で あ る。 そ こ で

　　　　　　　　　　　　　　s ＝ Ω＋ 廓

Ω
一

：H ’
→ 咒

’

　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

とおき 、 S−operator （Scattering　operator ）と呼ぷ 。
　 s は

　　　　　　　　　　　　　　　　 R ＋
＝ R

｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（42）

の とき unitary とな る 。

　 s の 意 味： 波動作用素の 存在に よ り given Φ ＝ ｛g 。｝∈ H ’

に対 し、 ヨψ ∈ R
−

（i，e ，

ψ ＝ Ω
一
Φ）such 　that

　　　　　　　　　　　　eLtzb 〜 “ Σ eL
・ tso

α （t → 一◎Q ）．　　　　　　　 （43）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α
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ま た （42）に よ りψ∈ R ＋ゆえ 、 ヨΨ ＝ ｛ψα ｝∈ 冗
’

such 　that Ψ ＝ Ω＋ 寧

ψ，　i．e ．

）oQ十→α
　

αψ
メ乙

eΣ
・

Mψ
ae

（44）

従 っ て t → ± Oo の 漸近挙動が s に よ っ て 表現される： Ψ ＝ s Φ．

　 as ．　 c・mpl ．とは R ＋
＝ R

−
＝ H の こ と。 これ は漸近 挙動を完全に分類す る。 従 っ て 、

H は 7・tBと HS ＝ 曜 ＝ n 三との 直和 に分解 され る 。 しか しこ れは
一

般 に は L の ス ペ ク ト

ル に よる分解とは異 なる 。 古典論の 散乱は こ の 意味で量子論の それ とは異な る。

もう
一

度量子論 に戻 る。

II．量子論 で も古典論 に対応す る問題が ある。

wave 　operator （波動作用 素）贍 を

鴫 ψ「 翌監
ピ

¢H
ビ

鵬 P
・ ・

w ±
＝       5 ＝ w ＋事

レγ
一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α

（45）

と定義す る 。 た だ し 、 P
．
は channe1 α の interna1　Hamiltonian　Hc「

　・ ・　H α

一Ta （T α は inter−

cluster 　free　energy ）の bound　state 　space へ の projectionで 、 凡 ＝ ・　1   、P
． と略記 した 。

　 咋 の 存在 は 1 と同様

e
’tHe −”H ・・… − P ・ ・ヅ・嘱 ビ

け 恥
恥

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ

　　　　　　　　　1
。

≡ H − H
。

＝ Σ臨

（46）

（47）

に よ る 。
つ ま り、

f。
±°°

11・v・ke
−・・ H ・・P ・

・1：d・ ＜ ・・ （48）

と評 価 した い 。 こ の 場合 は 臨 に は微分作用素 が入 っ て い ない の で 、 stability の 仮定は

い らない 。 あ る い は L2−n 。rm の意味で 量子系は常に stable で ある ： Ilgp　
一

　sp
’IIく c ⇒

supt 　11ε
’itH

（ep− pt）II≦ c．従 っ て L2の 意 味での 安定性は trivia1で 意味が ない 。　 potential
の decay と固有関数 （b。 und 　state ）の decayを仮定する と （48）が い えて 、 附 の 存在がい

え る。

　 値域 R （W 訪 は互 い に直交する。

R ±
＝   π （畦 ）

　 　 　 α

（49）

とお くと、 S に対 し 1 と同様の解釈がで きる 。

R ＋
＝ R

−
； 7イ （50）

を as ．　compL とい う。

　 古典系で は 「波動作用素が存在 ⇔ 系が stable 」で あ っ た。 量子系で は L2−norm の 意

味で は常 に安 定で あ る。 従 っ て こ の 意 味で は chaotic で ない 。 しか し wave 　operator が 存
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在 して完全 で あるな ら系の t → ±OQ で の状態は完全 に定 まる 。 この意 味で 古典系 ・量子

系 とも

墨 ： 力学系が安定 ⇔ 漸近完全性成立

と定義 して よい の で はない だろうか 。

こ の 提唱に 従 えば問題 （4）、 （5）を考え るに は as ．　c・mpL を考えれば よい 。

Remark ． （3）につ い て ： 古典論で system が stable な ら、 Ω±
と W ±

，
　s と S とはそ れ

ぞ れ unitary
，
　canonical 　transformationとで きる 。 （measure 　O の set 上で 修正 す るこ とに

よ っ て 、canonical 　transformatiQnにで きる 。 ） この意味で 、
つ ま り、

　 unitary 　operator 　in

QM ⇔ can ・nicaL 　transf・ rmation
’
in　classica1 　mechanics

， とい う意 味で 、 答 （3）がで る 。

4　 Asymptotic 　Completeness （漸近完全性）

　 as ．　compL が成り立つ とは wave 　operator の range に よる total　space 冗 の 分解が で き

るとい うこ とで ある。 これ は 、 t → ±○○ で の 系の 漸近挙動 が

asympt ・tically　free　state   b・und ・st αte （51）

の 形 に分類で きる とい う意味を持つ
。

　 量 子論で は Hamiltonian（1）の free　energy 　part　Ho が Ho ≧ 0 と下 に有界で ある こ とが

完全性 の証明で 重要な役割を果たす。 古典論で はL。は下 に有界で はない 。
つ ま りdynamics

の 違 い の た め 、 完全性の 証明 も量子論 と古典論で は平行に は行 えない 。 実際 に は古典論 で

の 方が証 明は一般に 困難に な る 。 これが （7 ）に対す る答を与え る 。 （理 由 D
　 またい ま我々 の とっ て い る formulationで は古典論もL2　theory 化 して ある の で 前に あ

げた理 由の IIは本 質的な困難で は な くな っ て い るように見え る 。 しか し量子論 で は base

Hilbert　space が 咒 ＝ L2（磅（N − 1）
）と configuration 　space 上 の L2理論 として い るの に対

し、 古典論で は base　Hilbert　space は 7t　 ・ ，　L2（R2（
N − 1）

）と phase 　space 上の L2理 論 とな っ

て い る。 こ れ は量子論で は不確 定性関係 の ため に位置 と運動量 の 不 確定度 の 積が
一

定 の

限界以下に はな り得ない の に対 し、 古典論で は誤差に下の 限界がない こ とに対応す る 。
つ

ま り五
2
理論 で あ っ て も古典論 は結局 pointwiseな理論 に帰着 して しまうこ とを意 味す る 。

これが （7 ）の 理 由 IIで ある。

証 明の 詳細に は い る ともの すご く大変なの で あ らま しだ け述べ る 。

　 1．古典 論 pair　potential臨 （x）の support が compact な場合に対 して Hunzikerが 与

え た 証 明 ： 時間 t が正 の 方 向に 大き くな る とき任意の compact 　set か ら離れ て い く state

eL
舌

ψは 、 漸近 的にΣ⊃α
e聯 ψα

の 形 に分解される こ とを示す 。

　 実際 に はψの うち scattering 　state 　space 　7t拿＝   。 ≠o　Eまへ の projectionをψ
＋ とする

と 、 ψ
一

ψ
＋ が b・ und 　state に な っ て しまうこ とを示す 。 これの 証 明は state 　eL

亡が potentiaユ
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が利か ない 領域 に はい る と直線 に沿 っ て進 むこ とを用 い て い て 、 potential の support が

compact な こ とが本質 的 に用い られて い る。 もう
一つ の 根拠 と して configuration 　space

R3（N − 1）の N 一体系に特有な分解を用 い てい る。 （下図）

IL 量子論で の 証明で も configurati 。n　space 　R3（N −1）の 分解 が重要 な役 割をす る 。

S3（Ml ）− 1

¢
α

＝ 0

　　　　　　　　　　　　　（ヌ ：Iz81＞ ＞　lx°「iNO ：e
− itHa

　こ の 図で Ixα 1が小 さ くlzel　（e　＝ 1
，

…
， （：））が大 きい部分 G では intercluster　interaction

が小 さ くな り系はほぽ e
−itH ・

ψに従 っ て発展する と予想 され る。
この 予想は実際正 しい こ

とがHoが下 に 有界 で あ るこ と Ho ≧ 0を用い て示 される。 こ の 事実 を系 は asymptotically

clustering で ある とい う。 領域 G が細 くなる とき 、 対応す る系の dynamics は直感的 に は

e
−itH ・

几 に従 うと期待 され る 。

　 実際 p。tentialが CQulomb　potentia1よ り速 く減衰する場合short −range と呼ぷが 、 こ の 場

合は こ の asymptotic 　clustering か ら asymptotic 　completeness が inductionに よ っ て 導か

鐘 。

　 Coulomb か Coulomb よ り遅 く減衰する1　 t　 t　 lの場合は 、

一般 に古典軌

道 の挙動が悪 くなる 。 つ ま りた とえば運動量 p（t）の漸近運動量 p（o。）へ の収束の 程度が t

につ い て 積分可能で な くな る ：2 体で いえば

P（・・）
一

・（・）一 一ft
° °

W ＠（・））d・・＝ ・（t
一

μ

）・ （一 ・（1・9の if ・
− 1）・

こ こ で

　　　　　　　 V （x ）＝　O （lxlv），
　 W （・・）＝ 0 （lxi

−’冖μ
），

0 ＜ μ ≦ 1

と した 。 long−range の 場合 、 こ の こ とを考慮 して 、 古典軌道 に応 じて H α を修正 して や ら

な い と波動作用素 自体 の 存在がい えな くな る 。 そ して こ の 修正 の ため に short −range の と

きの よ うな inductionが使 えな くな る。 従 っ て 直接的 に完全性 を証 明 しなければ な らな

い 。 そ の 証明で は 、 上の 図で lx　c「1　ft　 O
， 國 〉 ＞ Ixα 1の とこ ろ G が pointに な る 。

つ ま り

momentum 　O の 粒子の 運動 を解析 しなければな らな くな る。 式 で書 くと 岱 コ 研 と書い て

P ＋ ＝
無 σω

寡

τ
σ（t） （52）

とお くとき、 P ＋
φ＝ 0 なる state φに対 し、 極限

lirnσD （t）
’u （t）φt→ co

（53）
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の 存在を証 明 しな くて は な らない
。

こ こで UD（t）は 、 プラ ンク定数が 0 に行 くとき 砺  

で表 され る量子系が古典軌道を再現するよ うに修正 した e
−itlla

と思 っ て よい 。
こ れは上 に

述べ た運動量 p（t）の 漸近運動量 p（。。）へ の 収束の 程度が t に つ い て 積分可能で な くな る

とい っ た古典力学的な こ とを考慮 しない と波動作用 素が存在 しない ためで ある 。 こ う し

た上 で 10ng−range の 場合 に対 し、 （53）の 存在を Cook’

s　method で 証明 しよ う とす る と、

short −range の ときは問題 に な らなか っ た channel α の internal　coordinates カs
’
邪 魔 をす る

ように なる 。

　 実際 に は P ＋
φ＝ 0 の ときは任意の c ＞ 0 に 対 し

　　　　　　　　　　　　　酬 甼・ り聯 ・ 　 　 （54）

とな るが 、 こ れは 次の よ うに改良で きる こ とが Derezhiskiに よ っ て 示 された 。 1 ＞ μ ＞ 0

を p。tentialの decay　order とするとき6 ＞ 2（2 ＋ pa）
−1

な ら

　　　　　　　　　　　　蝋 署・ う・幽 　 　 　 （・5）

Cook ’

s　method を適用す る とき問題 となる factorは intercluster　potentialを 」（x ）とす る

とき

　　　　　　　（・（t，
・）一・（・・））聯 一 　f。

’

▽・（ち・x ）・・ d・・（t）di

　　　　　　　　　　　　　　　　　　− ▽・（t… ）・xx （詈・ り聯

で ある 。 ただ し 1（t，　X ）は 1（X ）を時間空 間に関 して適 当に cut 　off して

　　　　　　　　　　　　　 i▽∫伽 ）1≦ c ・nst ．t
− 1一μ

を満た す ように した もの で ある 。 こ れを上の 式 に 代入す ると

　　　　　　　　　　K∬（ちx ）　
− 1（ち0））U （t）φII≦ const ．ガ

1− get6

とな るか ら

　　　　　　　　　　　　　　
一
（1十 μ）十 δ＜ − 1

，

すなわち

　　　　　　　　　　　　… 一
・ ・論

一
・

一 一〆

帯
2

，

　　　　　　　　 i．e ，　　μ
2
十 2μ 一2 ＞ 0．

（56）

（57）

（58）

従 っ てμ 〉 〜E3− 1な ら（58）は t につ いて積分可能とな り、　Cook ’

s　method が完結 し、 波

動作用素 の 完全 性が証明 される 。
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　　 こ の μ ＞ V 否一 1 は改善 されない だろ うとい うの が Derezihskiの 予想で あ る。 その 理

　由と して 彼は 2体古典的 HamiltQnian

　　　　　　　　　　　h（x ， ・）− 1・・ − 1・1
一

μ

（・・ … f… d）　 　 （59）

　の 運動量 0 の 解は

x （t）： ・t2（2＋・）
− 1

，
・ ≠0

となる こ とをあげて い る 。 実際 1次元で は

　　 P（t）＝ 　dx／4オ ・2（2 ＋ μ）
− 1

オ
2（2＋ ・）

−L1
，

⇒ dp！dt　・ 　 ・2（2＋ μ）
−1
（2（2 ＋ μ）

卩1 − 1）t2
（2＋・｝

−1”2

で あ るが 、 こ れは Hamilton方程式よ り出る

dp！d士 ＝ 一▽（
一lx（t）1

’
μ

）＝ 一
μ岡 r・

−2
・，（t）一 一

Pt・1・lt
− 2

オ
2〔2＋・）

− 1

と、 あ る c に対 して は
一

致す る。 （2（2 ＋ μ）
− L1 ＜ 0 だか ら。 ）

（60）

　 以上 が 完全 性が 成 り立 たな い か も知れな い （4 ）の 例で ある。 （古典論 につ い て は次節

で もう少 し詳 し く述べ る 。 ）

Remark ．　Derezifiskiの 議論を拡張する と long−range 　case 　pa＞ eS− 1 に対 して は結局

　　　　　　　　　　丑稟壌 llX｛lxal∈［R ，o。）｝
e
− itHp ＋

ψ目＝ 0　　　　　　　　　　　　（61）

が成 り立 ち、 古典系で は t2（2＋ μ）
’1

の オ
ーダー

で 増大 した もの が 、 量子 系で は実は本 当の

bound　state で ある こ とが示 され る。 これが量子系で 完全性の 証 明が で きる一つ の 理 由で

ある 。 言い 替え れば次節で 述 べ る 、 古典系で の almost 　bounded　solutions が 、 μ 〉 而 一 1

の 量子系で は存在 しない とい うこ とが 漸近完全性の 証明が量子系で で きる一つ の 理 由で

ある。 これは量子系で は確率密度だけが問題にな り、 波動関数の位相は絶対値をとるため

問題にな らない ためで ある。 実際には増大する因子が位相に繰 り込まれて しまう。 しか も

位相 因子 は pointwise に収束 しさえすれば波動 関数は収束す るか らで あ る。

　 以 上 よ り 0 ＜ μ ≦ V冨一 1 の 場合 、 as ．　 compl ．で な く as ．　 clust ．の みが 成 り立 つ 系が

存在 し うる とい うこ とが Derezifiskiの 予想か ら出るわけで あ る 。 （すべ て の 量子系は as ．

clust ，で ある 。 ）この ような系に対 して は上の 図の領域 G の部分に ある状態は t → ±○。 で

はどん どん ひ ろが っ て い くが互い に は重な らない 。 しか し量子系は確率的に しか存在 しな

い か らこ れ ら異な る領域の 間で 存在 が移 り合 うこ とが有 り得 る 。
こ の 意 味で も unstable

で あるが こ の cone 領域 G 自身が広が っ て い くとい うこ とはそ の 中だけで も unstable で

あ りうる こ とを示 唆 して い る。

　 予想 （4 ）、 （5 ）の よ うな 、 完全性が成立せずカオ ス と関係す る現象が 現 れ得 る量子

系 は 、

potentiα1の 減少度が 0 く μ ≦ V
’li　一　1 （62）
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で 、

α tmost　bounded　stat ε　ip　・ ・　P ＋
ψが存在 （63）

して 、 た とえば

　　　　　　　　　　　　　撫 調尸
酌 ≠・ 　 　 　 （64）

の よ うな関係が 成 り立 つ ときで あろ う。 この ような量子系は量子的に chaotic な系 と考え

る こ とがで きるだろ う。 これが カオ ス と関係す る量子系 （4 ）， （5）の 可能性で ある 。

　　（6 ）、 （8 ）に つ い て は、 dynamicsの 違い に よ り、 散乱 で い う完全性 の 証明 は古典 力

学の方が 困難 で あ る 。 しか し逆 にい え ば cha ・ticな現象は古典系の 方が解析 しや す い と い

え よ う。
1・ng −range で は古典的な運動が量子系で の 運動に直接関係するとい う意味で 、 古

典 的カオ ス の 研究か ら量子系の カオ ス がわか る可能性 はある 。

5　 More 　on 　Classical　Scattering

一
般の 2体の Hamilton方程式あるい は Newton方程 式

x（t）＝ 一▽v （x （t）） （65）

の 解 x （t）の t → ○。 で の 挙動 は次の 3 個 の タイプに分類 され る 。 ただ し次 の 仮定 をお く。

仮定 （2 体）．1鰐 y （x ）1≦ c
α （1 ＋ lxl）

『
μ
一lc「1　for　some 　tt＞ O．

　 こ の 仮定の もと に limt→ 。 。　t
−1x

（t）が存在す るこ とが い え る 。 そ して解は 次の 3 つ の 場

合の い ずれか を満たす 。

　 Type　L　bounded　solutions ： supt
＞o　lx（t）1〈 oQ ．

　 Type 　II．　aImost 　bounded 　solutions ； unbounded 　selutions 　with 　limt→。。
　t
− 1x

（‘）＝ 0．

　 こ の場合 さらに 1コc（t）i≦ const ．t2（2＋μ）
皿1

が成 り立つ
。 （こ の case は 2体 の 場合

‘
measure

’

0 （i．e ．　p（oO ）＝ 0）で しか存在 しない 。 従 っ て 2 体で は完全性 が成 り立 っ 。 3体以上で は
一

般 の potentialの 場合 の 完全性は open 　problem．）

　 Type 　IIL　scattering 　states ： limt→。 e　t
−1x

（t）≠0．　 Then 　this　limit　equals 　limt→。 。
　ir（t）

（＝ ＝ asymptotic 　velocity ）．

証 明は 2 体の 場合容易で ある。

多体の 場合で も同様の こ とが成 り立 つ
。

pair　potentials殉（靭 ）は 2 体 と同 じうえの 仮定 を満たすとする 。
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α ： ｛01，

…
，
Ck｝を cluster 　decompositionと し Z

α を

Z
。

＝＝ ｛x ∈ X ≡ R3（N −1）
賜 二 〇蝦 ，ゴ∈ ヨOe

，
・・洋 呵 iE ・C・，ゴ∈ Cm　f・・ヨe≠m ｝（66）

とお く。 する と

　　　　　　　　　　　　 X 　・ ・　UZα ＠・ゴ・int　・um ）・　 　 　 　 　 　 （67）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α

　 N 体の ときも1imt− 。 。
　t
− lx

（t）が存在す る こ とがい え る。 （Derezifiski）さらに こ の 極限

が Z
α
に入 っ て い れ ばそ れ は li叫 → 。。

ゴ
α （t）に等 しい こ とが いえ る 。 ただ し x

α （t）は H
α

＝

H α

＋ Taに よ っ て生成され る古典軌道 。　Z 。
の 定義か らこ の とき limt− 。。　t

甲lxa
（t）＝ 0．た だ

し x
α

（t）は H α
に よる internal　motion ．（65）か ら limt

→ 。 。
　t
−1x

（t）∈ Z
α に よ っ て 古典軌道が

完全 に分類 され る 。

さらに limt
→ 。 。

　t
−lxa

（t）＝ O の とき次がい える 。

・）lxc「

（t）1＜ ・t2（2＋ ・广
1
．

b）If　for　any 氏ゴ，
　there　exists θ ＞ Osuch　that　I▽Vij（毋ξゴ）1〈 ce

−e（1＋1＝ ij　l〕
，
　then

1頚 州 く （c 十 ｝nt ）． （68）

c）If　for　all　i，ブ，
　Vi3（鈎 」）ls　of 　compact 　support

，
　then 謬

α

（のis　bounded，

　 Derezifiskiは c）よ り Hunziker の 結果が再現 され る こ とを示 した 。 そ の 証 明 で は po −

tentia1の
‘

perturbation
’

に対す る古典軌道 の 弱い 意味の 安定性が 使われた 。 （これ よ り初

期値 に関す る弱 い意味で の 安定性が 出る 。 ）こ れを用い て Derezi丘ski は exponential 　decay

をす る potentialに対 して弱 い 意味の 存在 と完全性 を示 した 。 しか し上の b）の 評価 よ り、

exponential 　decaying　potentials の 場合 は alm 。st　bounded　solu 七ionが 残 る可能性が あ り、

Hunziker の 結果の よ うな強い 意味の 存在と完全性の 証 明は得 られて い な い
。

古典系 と量子系 の 違 い をま とあれば

　 （A ）dynamics　eLt と e
’itH

の 違い に よ り波動作用素の 存在 と完全性は量子系 と古典系で

は平行 に論 じ られない 。 とくに L の perturbation 　Lvが微分作用素を含ん で い るため 、 古

典系で は強 い意味の 存在と完全性を得るために は、 力学系の 安定性を仮定す る必要 がある

よ うで あ る。

　 （B ）さ らに 力学系が何 らかの 意味で 安定 （た とえば exponentially 　decaying　potentials
の よ うな安定性）で あ っ て もbound　states

，
　almost 　bounded　solutions

，
　scattering 　s。lutions

の 3 種 の解が あ りえて 、 存在と完全性は古典論で は potentialの decay に応 じた弱 い形で

しか証明 されて い ない
。

　 （C）almost 　bounded　solutions が存在 すれ ばそれが古典系の unstability 　or 　chaos の 原

因で あ ろう。 量子系で はμ 〉 〜厄一 1 で は almost 　b。unded 　solution は前節の Remark の よ

うに存在 しな い が、 これよ りdecayの悪 い場合は alm ・st　b・unded 　sQluti ・ns が量子 N 体

系 （N ≧ 3）で も存在す る可能性が ある。 従 っ て量子系で もchaotic な現象が起 こ る可能性

が ある 。 （こ の 解析に 古典論が役立つ 可能性 はあるだ ろ う。 ）た だ しこ の よ うな ポテ ン シ ャ

ル が 物理 的に 存在す るの か はわ か らな い 。
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以上 よ り conjectures を述べ れば

　 （1）古典系で は potentialが comp 創 ct　support で なければ
一

般に chaotic ない し unstable

で あろ う。 従 っ て特に古典力学に従えば 、 たとえば太陽系 は安定で はな くい つ か は崩壊 し

て しま うだ ろ う。

　 （H）0 〈 μ ≦ 〜鳫 一 1 の とき量子系は chaQtic ない し unstable で あろ う。 しか しこ の よ

うな potentialが物理 的に存在するかは不問に した上 で の話。

　 （III）それでは実際に物理 に chaotic な現象は存在 しない の か 。 これ に対 しては 、　chaotic

な現象を包含 し得 、 かつ 、 太陽系等の ある程度 の 時間間隔の 安定性 を説明 し得 る 、 古典論

と量子論との 統合法が ある 。 機会が あれ ば稿を改め て論 じるだ ろ う。
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