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1　序論

　 FPU （Fedmi−Pasta−U正am ）型の非線形相互作用を持つ 一次元格子を用 い
、

エ ネル ギー輸送現象

の微視的機構を解明す るため非平衡状態で の 数値シ ミ ュ V 一シ ョ ン を行なV ・
． 定常熱伝導にお け

るフ ーリエ の法則の成立する領域を示 した 。 また 、 位相空間中の 分離距離 の 測定 を行 ない 、 力学

系 と力学系が示す熱力学的振舞い との 関係を調べ た 。

　 調和項に 3又は 4次の非調和項を持 っ た 1次元 FPU （Ferimi−Pasta−Ulam）格子に よ る非平衡

緩和数値実験 国以来、 位相空間中の ス トカ ス テ ィ ッ ク運動 と熱力学的性質との関係に つ い て い

くつ もの 理論的、 数値的研究が行なわれ て きた ［2］［3］｛41。 しか し、平衡状態にあ る ユ次元非線形

格 子の ス トカス テ ィ ッ ク運動が熱力学的極限で どの 様に振舞 うか に つ い て は明 らか にな っ て い な

い 。
一方 、 非平衡系にお い て 基本的な未解決の 問題 として 、 定常熱伝導にお ける フ

ー リエ の 法則

の多体ハ ミル トン 系か ら の導出があ る。

　 Jackson等 ｛5］は 、 100 個の 粒子か ら構成され る FPU 格子を用い て 、 非定常の 熱伝導数値実

験を行ない
、 非常に大きな非線形性を導入 して 、 小さな直線的な温度勾配を観測 して い る。 また 、

Visscher等 ［6］も」ラン ダム に質量を分布させ た非調和格子を用 い 直線的な温度勾配 を観測 して い

る。 しか し 、 熱浴 と格子の 間の温度 ジャ ン プ、 熱伝導率に与える非線形性の 影響、 また 、 熱伝導

率の 格子数依存性等フ ーリエ の 法則の 数値実験に よる確認は得 られ なか っ た 。

　
一方、 Mokross と Bilttner【8］は 、 1983年に Diatomic　Toda 格子を用 い ると定常熱伝導に お

い て 温度分布が直線性を示す こ とを確認 した 。 また 、 Jackson と Mistriotis［9］は 、 最大 400 個

の Diatomic　Toda 格子を用 い て 熱伝導率の 格子数依存柱及 び不純物原子の 質量依存性を調 べ た 。

しか しなが ら、 温度分布の 直線性 、 熱伝導率の 温度依存性 、 測定温度範囲 、 熱浴と の 相互作用等

に つ い て の 考察が十分で な く、 熱伝導の 微視的機構は明 らか にな っ て い な い 。
一方、 Casati等

［7］は、 非線形格子 にお ける ス トカ ス テ ィ ッ クな運動を大きくして 、 格子内に発生する ソ ジ トン

的な熱パ ル ス を有効に減衰 させ るた め 、 Ding−aLling モ デル を考案 し、 熱伝導数傾実験を行な

い
、 フ ーリエ の法則が 10 − 20 個 程度の 格子で 成立す る こ とを示 した 。 しか し、 こ の モ デ ル で

は 、 剛体球同士 に よる衝突に よ り意図的に気体的な振舞 い を導入 して い るため 、 現実の 固体 に お

け る熱伝導 モ デ ル との 関係が明確で な い 。

　 われ われ は 、 Diatomic
’
T 。da 格子を用 い て Jackson と Mistriotis［9】の数櫨実験よ り幅広 い

格子数 （50−3000 個）及 び温度範囲で フ ーリエ の 法則の 成立す る領域 を見い 出 した ［10］。 こ の数値

実験に よ り、 103個程度の 粒子で フ
ーリエ の 法則を実現するため に 重要なパ ラ メ

ータ が明 らか に

な っ た 。 これ らは 、 非線形格子にお ける非線形項の 大 きさ 、 平均温度 （エ ネル ギ
ー

）、 外部温度

勾配、 格子数等で ある 。
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　特に 、 FPU 格子 に お い て は 、
こ れ らパ ラ メ

ータ領城の 研究が十分で な く、
1 次元 FPU 格 子

にお ける定常熱伝導 フ
ー

リエ の法則の 成立性は明 らか に な っ て い なか っ た 。 そ こ で 、 十分大きな

非線形項を持つ FPU 格子につ い て 、 非線形項の 温度勾 配形成に与え る影響、 熱伝導率の格子数

依存性を調 べ
、 フ

ー リエ の 法則の 成立す る条件 に つ い て議論 した ［11】。 ま た 、 熱力学系 と力学系

の関係を調 べ る ため 、 非平衡系で の 数値実験結果 にお い て 熱力学的エ ン トロ ピーを測定 し 、 力学

系の ス トカ ス テ ィ シ テ ィ の 特性量で ある位相空間に お け る分慨距 離の 指数関数的増加率 との 関係

を示 した。

2　 FPU 格子モ デル と数値手法

　熱伝導数値実験には 、 4次の非調和項を持 っ た 1次元 FPU 格子モ デル を採用 した 。 この 格子

の 無次元化ハ ミル トニ ア ン は次の よ うに表され る。

　　　　　　　　　丑 一 鸛 ・書［1侮… 研 ・1β（Vi＋、
− Xi ）

4
】　 （・）

こ こ で ri ご 毋i＋一 ¢ i は相対変位、　 FPU 格子で は mi ＝ 1．0 で あ り、　 Diaもomic 　FPU 格子で は

ゴが偶数の ときmi 　＝ 　1．0、 奇数の とき mi 　 ＝ O．5 で あ る。 βは 、 非線形パ ラメータ で ある。 こ こ

で 、 無次元化は平衡状態で の 格子間距Xt　lo、 調和項の バ ネ定数 κ
、 及び基準質量 m ‘

＝ IP に よ

り行な っ た。
ノ ・ ミル トニ ア ン H は、 H ＝ H ！rcPoと無次元化され る。 また、 β＝ λ創 κ非線形

パ ラメ
ータで 、 λは 4 次の非調和項ポ テ ン シ ャ ル の展開係数ある。

　数値計算で は、 端の 原子は固定 と レ、 時間積分は 4 次の Runge −Kutta 法を用 い た。 また、
カ

オ ス の数値計算に は 4次精度の 鈴木 一駈 o亀ter分解に基づ く時間積分手法 ｛12】を採用した 。 時間

ス テ ッ プは十分小 さ くと り（△t＝ 5 ×
．10

−3
）、 エ ネル ギ ーの計算精度は 10

”7
以下で あ っ た 。

　 定常熱伝導は、 N ＋ 1個 の 1 次元格子の 両端に高温及び低温の 熱浴を取 りつ ける こ とに よ り実

現 され る。 熱浴の モ デル 化は 、 1番目と N 番目の粒子の 速度を各時間ス テ ッ プ毎に高温 （Th）と

低温 偶）に対応す るマ ッ クス ウエ ル 分布よ りラ ン ダム に抽出して設定する こ とによ り行なう。
0

番 目と N 十 1番目の 粒子の変位は 、 0 と仮定する 。 こ の 様な熱浴を外部か ら与え 、 他の 粒子の 運

動tt式 （1 ）に よ るハ ミル トニ ア ン か ら導出 した ハ ミル トン 方程式を決定論的に数値計算す る 。

数値シ ミュ レ ーシ ョ ン が定常にな っ たか否か は、 温度分布が十分直線的な温度勾配を示 して い る

こ と及び熱 流束が一
定に な っ て い るこ とに よ り判断 ナる 。

　 局所的な温度は、 各粒子の運動エ ネル ギ
ー

の時間平均の 2倍で 定義す る。 また 、 特性量の 時

間平均は 10 ス テ ッ プ毎にサ ン プ リ ン グする。 熱伝導率は、 格子の両端で 観測され た温度差、 格

子数及び格子全体で 定義した熱流束の 時間平均 同 よ り求め る こ こ で 温度差は 、 温度勾配 を直線

に フ ィ ッ トさせ る こ とに よ り求め る 。

3　 FPU 格子の定常熱伝導数値実験の 結果

　式 （1 ）で 定義 した FPU 格子 に お い て 、 非線形 パ ラメ
ータ β＝ 1．5 の場 合に つ い て …劉云導数

儼実験を行な っ た。 FPU 格子で は現在 まで明確に フ
ー

リエ 的な熱伝導が 成立す る こ とは確認さ

れ て い なか っ たが 、 われ われ は、
Diatemic 　Toda 格子 に お ける定常熱伝導数値実験の 結果及び

Diatomic 　Toda 及 び FPU 格子にお ける ス トカ ス テ ィ シ テ ィ の 測定 よ り、 非線形性 を増加する こ

とに よ り十 分 Diatomic　Toda 格子 と FPU 格子は同 じ程度の ス トカ ス テ ィ ッ クな振舞い をする こ
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とを見い 出した 【13］。 そこ で 、 Fig．1 に示すよ うに、 βを調節 して Diatomic　Toda 格子と同程度

の ポ テ ン シ ャ ル 勾配を持っ よ うに した 。 こ の 操作に よ り、 粒子問の運 動量交換の 確率を増加する

こ とがで き、 Diatemic　 bOda格子と同 じ よ うな力学的振舞い が期待で きる 。

　 Fig．2 及び Fig．3 に 、 高 温及び低温の 無次元熱浴温度をそれ ぞれ Tlt＝ 100、　 Tl ＝ 10 に設

定 した時、 格子数 N ＝ 300 及 び N ＝ 3000 の 場合の 温度分布の 結果 を示す。
Fig．2

’
rc示すよ

うに 、 格 子数 N ・　 ： 300 の 揚合で も直線的な温度勾配 が観測 され た 。 ま た 、 熱浴 と格子端の 問

に は大 きな温度 ジ ャ ン ブカ；見られ た。 しか し、 格子数を増加 した Fig．3 の N ＝ 3000の 場合で

は、 格子端の温度ジャ ン プが減少 して い く傾向があ るこ とが分か っ た 。 これ らの数値実験を格子

数 N ＝ 50
，
100

，
300

，
SOO

，
　1000

，
3000

，
5000　rCつ い て 行なVa 、 全て の場合で 直線的な温度勾配が

観測され か つ 温度 ジ ャ ン プが格子数を増加す る に従 い 減少す る傾向が あ る こ とが 観測 され た 。

N ニ 300 の 場合で 、 統計誤差を十分に減少させ る の に 必要な時間ス テ ッ プは、 5 × lO7程度で

ある。

　非線形 パ ラ メータ βの温度勾配形成 に与える影響を調べ るため 、 格子数 N ＝ 1000 の格子に

つ い て数値 シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン を行な つた。 Fig．4 は 、 非線形 パ ラ メ ータ β ＝ 1．5

，
0．1

，
0．01 に対す

る温度牙布の数値計算結果を示 したもので ある 。 図よ り非線形パ ラ メータを減少するに つ れ 、 格

子内に形成され る温度勾配ボ減少 し て い くの が 分か っ た。Fi＆ 5 に ベ ス トフ ィ ッ トし た湿度勾配

に対する非線形パ 7メーダβの 関係を示す。 非線形苓ラ メ
ー

タ を増加する に従 い
、 格子内部に形

成される温度勾配 は増加す るが 、 β ＝ 1 程度で 一定にな る傾向が見 られ た 。

　 Fig．6 に非線形パ ラ メ
ータ β ＝ 1．5 と した場合の熱伝導率 K の 格子数依存性を示す 。 格 子数

を増加するに従 1へ 熱伝鱒率は増加 して 、

一
定値 に近づ く傾向が ある こ と渉 分か っ た 。 熱伝導 フ ー

リエ の 法則を確認す るため に は、 格子内温度分布の直線性 と同時に格子数 に熱伝導率が依存 しな

い こ とを確認す る必要がある 。 格子数を増加する と フ
ーリエ 的な熱伝導が実現されて い く過程を

よ り良 く見るために 、 Fig．7に数値実験か ら得 られた温度分布か ら勾配を直線で ペ ス トフ ィ ッ ト

した結果を示す。 図中の 直線は 、 格子端で の 温度ジ ャ ン プが存在せ ず 、 外 部温度勾配が理想的に

格子 に形成され た場合を示 して い る 。 格子数 を増加す ると、 観測 した温度勾配は こ の 直線に漸近

して い くこ とが 分か る 。 こ の 結果か ら外挿する と格子数約 N 　・＝ 　20000程度で フ
ー

リエ の 法則が

実現 され る こ とが予測で きる 。 しか しなが ら、 こ の 格子数領域で の 数偃シ ミュ レ
ー

シ ョ ン は 、 高

温熱浴領域で の ゆらぎが大
・
きくな り、 計算時間力汁 分で な い と実現が 困難で ある 。

　 Fig．8で 、　 Diatomic　Toda 格子 と Diatomic　FPU 格子の 熱伝導率の 結果 を比 較 した。 質量を

分布 させ るこ とに よ り、 Diatomic　FPU 格子で は、 熱伝導率が FPU 格子に比 較し て わつか に減

少 して い る こ とが 分か る。 これは 、 か な り強い非線形性を導入 して い るため質量の違 い に よる熱

伝導率へ の 影響は小 さい もの と予測 され る。
一
方 、 Diato皿 ic　Toda格子で は 、

　 FPU 格子 に比較

して 小さな粒子変位に対す る非線形性が強い の で 、 熱伝導率が 114 程度減少 して い る こ、とが分か

る 。

4　熱力学的エ ン トロ ピー生成率 と分離距離 との関係

　 今まで 述べ た非平衡状態の 数値シ ミュ レ
ーシ ョ ン に よ り、 1次元 FPU 格子で フ

ー
リエ 的な熱

伝導が成立す る可能性を示 した 。 こ こ で は 、
こ の モ デ ル で 得 られ た数値結果 に対し て 、 熱力学 的

エ ン トロ ピー生成率 S の測定を行な っ た 。 計算は 、 格子数 1V＝ 1000 の 場合 に つ い て 行な っ た 。

こ の 場合の温度分布で は 、 格子両端で 温度 ジ ャ ン プが存在 す る 。 そ の ため 、
エ ン トロ ピー生成率
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は 、 これ らの温度 ジ ャ ン プを含め た場合 （St。t）と内部温度勾配 に よ る場合 （Sint）　re分 けて 測定 し

た 。 格子全体の 5オ。t で は、 熱浴か ら格子 に単位ス テ ッ プ当た り出入 りした エ ネ ル ギ
ー △EN

，
△ E1

と外部か ら設定した熱浴温度 に よ り評価 し 、 内部温度勾配に よる Sintは 、 格子の 両端に 出入 りす

る熱流束 と観測され た格子両綿の 温度で 以下 の 式に従 い 決定する 。

録 爭売誓去 （2）

　　　　　　　　　　　　　　　　羸 一 繻 L 饗　　　　　　 （・）

　 一
方、 力学的なエ ン トロ ピーに相当する量は、 以 下の ように して決定す る。 まつ 、 以下 の 位

相空間中の分離距離を測定す る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ハr　 　 　　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　　　　　　　　D （t）＝ Σ（gl一σ、）
2
＋ Σ（pl− P，）

2
　　　　　　　 （4）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝ 1　　　　　　　　　　 i＝ 1

これ は 、、ある特定粒子の初期条件を僅か にず ら した 2 つ の 系を用意 し、 それ らを同 じ条件で時間

発展させ た時それぞれの 系に お ける位相空間申の 軌道の 分餡距離を表 して い る 。 初期条件 と して

は 、 運動量を 2 つ の系の間で 10
−6

違えた。 フ ーリエ の 法則 が成立 して い る と予測され る領域で

は 、 系の ス トカ ス テ ィ シ テ ィが十分強く、 分離距離は十分指数関数的に成長 し て い る と考え られ

る （D （t）＝ D （Q）exp （λt））。 われわれ は 、 色 々 な初期条件 D （0）の もとで 、 分離距離の指数関数的

成長率 λ を測定 した 。 これ らを平均 して 、 熱力学的エ ン トロ ピー
生成率 との関係を示 したの が 、

Hg ．9 で あ る。 ζの 図は N ＝ 1000の 場合で 、 λを変化させ るには格子の非線形パ ラメ
ー

タ βを

変化させ て い る 。 図中の直線は S ＝ λの 関係を示 して お り、
ハ ミル トン系の位相空間を粗視化し

た時、 微小な位相空間の体積が あらゆる方向に指数関数的増加を示す理想的な場合に 対応 して い

る 。 粒子数 N 　： 1000 程度の 格子で は 、 全体及び内部の エ ン トロ ビ」生成率 とも 言 ＝ λの 関係

よ り、 かな り小 さい こ とが分か っ た。 Fig．10 は内部の 温度勾配 に対す るエ ン トロ ピー生成率 とλ

の 関係を示 した もので ある 。 同 じ FPU 格子 モ デル で は 、 格子数が増加す る に従 い 同 じλで もエ

ン トロ ピー
生成率が大 き くなる こ とが分か っ た 。 また 、 非線形性が 強 い Diat。皿 ic　T。da 格子で

は 、 同じ格子数で も FPU 格子よ り大きなエ ン トロ ピー
生成率を示す こ とが 分か っ た 。 今後 、 よ

り熱力学的な振舞い を示 して い る系につ い て 温度 、 非調和項等の パ ラメータが エ ン ト・ロ ビ ー生成

率に どの 様に 影響 し 、 リヤ プノ ブ 指数の 分布 とど の様な関係に あるかを調べ る予定で あ る 。

5　 結論

　 1 次元 FPU 格子に お い て 、 非平衡系の 数値 シ ミ ュ レ ーシ ョ ン を行な い 熱伝導 フ
ーリエ の 法則

が成立す る可能性を示 した 。 また 、 非調和項の温度勾配形成 に与 える影響及び熱伝導率の格子数

依存性を明 らか に した。 さら に 、 力学系 と熱力学 系の 関係 を調 べ るため 、 位相空間中の 分離距離

の 指数関数的成長率 と熱力学的 エ ン トロ ピー生成率 との 関係 を明 らか に した 。
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