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概要

　 2次元 の 相互作用の な い Bloch電子系の Ha11伝導度を考察す る 。 こ の と き、
バ ン ドギ ャ ッ プ が極小

となる点は 2 ＋ 1次元 の Diracフ ェ ル ミオ ン と見なす こ とが で きるが、一
般 に Bloch電子系 の H組 伝導

度 の 値 は、Diracフ ェ ル ミオ ン を用 い た議論 で は与えられ ない こ と を示す。そ の
一

方 で、ハ ミ ル トニ ア

ン 中の パ ラ メ
ー

タ を変化させ た 時 に ギ ャ ッ プが閉 じ る と Ha皿伝導度 は変化する が、こ の 変化 は Dirac フ ェ

ル ミ オ ン を用 い た議論 で 正 し く与 え られ る こ と を証明す る 。 証明に は、3＋ 1 次元 に お け る Nielsen−Ninomiya
の 定 理 の

‘intUitive　topological　proof
，

を応 用 す る。こ の 証明 を通 じて、　 Ha皿伝導度 の トポ ロ ジ カ ル な側

面 と Dirac フ ェ ル ミ オ ン の 関係が明らか に さ れ る 。

1　序論

　　量子 Haユ1効果の 発見 【1｝以来，
2次元電子系の Hall伝導度 の 理論的な理解 に つ い て もい ろ い ろ な努力がなされ て

きた ［2】。実験 で 見 られ る Hal1伝導度 の 量子化 に は 不規則性の 存在 が 本質的だ と考えられ て い る が、前提 とし て、ま

ず不規則性が な い バ ル ク の 系 で エ ネル ギー
ギ ャ ッ

．ブ が 存在 して い て、フ ェ ル ミ準位が ギ ャ ッ プ 中 に ある 時 に Ha ユ1伝

導度が 量子化され て い る とい うこ とが重要で あろ う。 例 えば 自由電子系 の 場合 に は、 1電子状態 は ギ ャ ッ プ で 隔 て ら

れ た Laadau 準位とな り、 そ れぞ れ の Landau 準位 は Hall伝導度 に e2 ！h の 寄与をす る 。

　　相 互作用 は な い が周期 的ポ テ ン シ ャ ル が あ る場合 、 単位格子あ た りの 磁束が有理数ならば Blochの 定理が 適用 で

き、 1電子状態は ギ ャ ッ プで隔て られ たバ ン ドの 集ま りとな る 。 こ れ を自由電子系に周期的ポ テ ン シ ャ ル を印加 して

い っ た と考え る と、

一つ の Landau 準位が い くつ もの サ ブバ ン ドに わ か れ る の で 、 各サ ブバ ン ドの HaU 伝導度 へ の

寄与は分数（xe2 ！lt）に な りそ うに も思 える 。 しか し 、　 Thouless
，
　Kohmoto

，
　Nightingaleと den　Nijs（TKNN ）［4】は

サ ブ バ ン ドの HaU 伝導度へ の 寄与は常に整数に な る こ とを示 した 。 自由電子系の Landau 準位 とは 異 な り、こ の 整

数は場合に よ っ て符号を変える こ と も興味深い
。 実験で も こ れ に対応す る と考え られ る現象が観測され て い る ［3］。

また、こ の 整数は磁気 Brllouinゾーン 上 で の トポ ロ ジ カ ル不変量 で あ る こ とが Kohmoto ［5】に よ っ て 指摘さ れ て い

る。

　 Hal1伝導度が トポ ロ ジ カ ル な意味を持つ こ と は Ishikawaら ［6］に よ っ て も示 さ れ て お り、 実験で観測 され る 正確

な量子化との 関係が論 じられ て い る
。 また、 最近Hatsugai【71は 端の ある系で の HaU 伝導度も一種の トポ ロ ジ カル

不変量で あるこ とを指摘 して い る。

　 一方、

一
般 に 大きな系の 低 ヱ ネル ギー

で の ふ る まい は 、 適当な場 の 理論 で 記述 で きる こ とが多 い 。 こ の 考 え方 を

今の 問題に適用す る と、バ ン ドギ ャ ッ プ が極小 とな る点の ま わ りの 低 エ ネ ル ギー励起は 2＋1次元 の Diracフ ェ ル ミ

オ ン と して扱える 。 する と、 BloCh電子系の Hall伝導度につ い て も Diracフ ェ ル ミ才 ン （の 集ま り）と して扱うこ

とが考えられ る。 しか し、 本来BloCh電子系の Ha皿伝導度は磁気 Brillouinゾー
ン 全域に わ た っ て の積分で与え られ

て い るの に対し、 Diracフ ェ ル ミ オ ン を用 い た議論は ギ ャ ッ プ が極小 とな る 点の 近傍 しか見て い な い の で、こ れ が 正

しい か ど うかは 自明 で は ない 。そ こ で 、本講演 で は Diracフ ェ ル ミ オ ン を用 い た議論が Bloch電子系の Hal1伝導度

に つ い て 有効か どうか 、お よ び トポ ロ ジ カ ル 不 変量 と して の Ha 皿 伝導度 との 関係 に つ い て 議論 した。

皐
e−mai1 ： eshikageOtkyvax ・phys・s．u卩tokyo ．ac ．jp
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2　ナ イーブな期待に対す る反例

　 質量 m の Diracフ ェ ル ミオ ン の Hal1伝導度を適当な方法 に よ り計算す る と、− e2 ／2hsgn 　m と な る ［12，
13

，
14］。

こ れ か らまず期待さ れ る こ とは、BLoch電子系 の HaU 伝導度 は フ ェ ル ミ準位 の あ るギ ャ ッ プ の 極小 に 対応す る Dirac

フ ェ ル ミオ ン からの 寄与の 和 で 与え られ る とい うこ とで ある 。
こ の 考えに 基づ い た議論は い ろ い ろ な人 ［10， 11， 15，

13］に よ っ て な さ れ て い る 。 実際、 ある種 の タ イ トバ イ ン デ ィ ン グ模型で は正 しい よ うで ある が 、

一般に は こ の 期待

は正 し くな い 。

　 反例 とし て、正方格子上 で 最近接 お よび 次近接 ホ ッ ピ ン グ が あ り、 単位格子当た りの 磁束が 113 で あ る よ うな タ

イ トバ イ ン デ ィ ン グ模型を考える 。 最近接 ホ ッ ピ ン グの 大 き さ を 1、 次近接 ホ ッ ピ ン グ の 大きさ を tc とする 。

　　こ の モ デ ル の エ ネル ギー
ス ベ ク トル と Hall伝導度は 且atsugai と Kohmoto 【9］に よ っ て 調べ られ て い る 。 その 結

果を用い る と、 例えば 0 ＜ tc ＜ 0．3 で各ギ ャ ッ プは 3箇所 で 極小 に なる 。

一
般 に 3つ 以 上 の バ ン ドが あ る時、ギ ャ ッ

プ の 極小と Diracフ ェ ル ミオ ン の 対応は 明確で は ない 叭 あ る ギ ャ ッ プ が他の ギ ャ ッ プ に 比 べ て 非常 に小さい 時に は

そ の ギ ャ ッ プ をは さむ 2 つ の バ ン ドの み を考える こ とが正当化で き、Diracフ ェ ル ミ オ ン が well −definedに な る 。 今

の モ デ ル で は、ち 〜0268 ．で 2 番目の ギ ャ ッ プが 閉 じる の で 、 少な く と もそ の 点 の 近傍 で は Diracフ ェ ル ミオ ン が 3
つ ある と言え る 。 よ っ て 、 先程 の 期待 に よれ ば 2番目の ギ ャ ッ プ に フ ェ ル ミ準位 が あ る 時、Hall伝導度 は e21h の 半

奇数倍にな る筈で ある。 しかし、 TKNN の
一

般論に よ っ て Hall伝導度は必ず e21h の 整数倍な の で
、　 Diracフ ェ ル

ミ オ ン を用 い た ナイ
ーブ な期待 は正 し くな い

。

3　 主定理

　 そ れ で は 、 Diracフ ェ ル ミ オ ン を用 い た議論 は Bloch電 子系の Hal1伝導度 に対 して 無意味 な の で あ ろ うか。実 は

そ うで もな く、以 下 に示す こ とが成立 す る。

　 単位格子あた りの 磁束を
一

定 に して ハ ミル トニ ア ン 中の パ ラ メ
ー

タ を変化 させ る こ と を考え る 。　（例

えば、前節 で挙げた モ デ ル で 次近接 ホ ッ ピ ン グ tcを変化 させ る 。 ） こ の とき、　 Hall伝導度は トポ ロ ジ

カ ル不変量 な の で通常は変化 しな い
。 た だ し、　（フ ェ ル ミ準位 の存在する）ギ ャ ッ プが つ ぶ れ た 時 に は

Ha皿伝導度は変化す る。こ の ときの Hal1伝導度の 変化 は Diracフ ェ ル ミオ ン を用 い た 議論 で 正 し く与え

られ る

4Han 伝導度と Chern 数

　 主定理 の 証明 を説明す る前 に、準備 と し て Blo出 電子系 の Hal1伝導度 に つ い て 簡単に レ ビ ュ
ーす る。周期ポ テ

ン シ ャ ル 中の 相互作用の ない 電子系に つ い て
、 単位格子あた りの 磁束が有理数の 時、 拡大し た単位格子 を考える と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 り
Blochの 定理を適用する こ とがで きる 。 す る と、各 （結晶）運動量 k に つ い て独立な Schrδdinger方程式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ム　　 や 　　　’ 　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H （k）嗅（rl ＝ β
霊

嗅  　　　　　　　　　　　　　
・
　　 （1）

を考えるこ とがで きる 。
こ こ で iはバ ン ドを表し、 ul，（めは一般化さ れ た Bloch条件を満た す波動関数で ある 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　 以下

一つ の バ ン ドに注 目し、バ ン ドの 添字は省 く。 各 kに つ い て波動ma数 uk （めの 位相 を勝手 に変えて も良い こ

と に注意す る 。
こ れ は BrMouin ゾーン 上 で の U（1）ゲ

ージ変換 で ある 。 さ らに、　 Brillouinゾーン 上 で ベ クトル 場

鰐 爾 1・綱 〉・ fMvc　d2ruZ（rl・・姻 （2）

を定義する と、 これ は先ほ どの ゲ
ージ変換に対応す る Brillouinゾー

ン 上 の ゲ
ージ場 に な る 。 数学的 に は Brillouinゾー

ン を底空間とす る フ ァ イバ ーバ ン ドル を考える こ とに な る 。

　　さて 、
こ の ゲー■ジ場を用い る と線形応答理論 （Nakan （トKubo 公式）に よ る と、ある バ ン ドの Hal1伝導度へ の 寄

与は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　％ ・
・ 急 ん。 ノ

・▽k × 嫡 　　　　　　　（3）

で 与 え ら れ る 。 Stokesの 定理 を用 い る と一見 aTy は常 に ゼ ロ に な っ て し まい そ うだ が、　 amv は もち ろ ん有限の 値 を

取り得 る 。 こ れ は フ ァ イバ ーバ ン ドル の 非自明な トポ ロ ジーに 関連 して い て 、

一
般 に は

一
つ の ゲージ 固定 （波動関数

一 614 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「低次元系の 物性 と場の 理論」

の 位相の 決 め方）で Brilloui且 ゾーン 全体を な め らか に覆うこ と は で きず、　 BrilloUinゾーン をい くつ か の 開集合で 被
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 り
覆 し、 そ れ ぞ れ で別 の ゲージ 固定を しな くて は な らない 。例えば具体的 に、適当な波動関数 との 内積 （alu （k＞＞が 実数

に な る よ うな ゲージ 固定を考える 。 こ れ は一
般 に な め らかなゲ

」 ジ固定 とな りそ うだが 、 内積 が ゼ ロ とな る と こ ろ で

は 特異性を持 つ 。 そ こ で 、 内積 の ゼ ロ 点の ま わ りで は別 の ゲ
“一ジ 固定 を しな くて は な らな い

。 す る と、 2 つ の ゲージ

固定の 間の 位相 の ず れ か ら （3）へ の 寄与が生 じる 。

　 内積の ゼ ロ 点を vortex と呼ぶ こ とにする 。　 vortex の まわ．りで の 位相 のずれ は
一

周する と必ず 2π の 整数倍に な

る 。 こ の 整数をそ の vortex の vorticity と呼ぶ こ と にする 。 す る と、 （3）よ りそ の バ ン ドに対応す る Hal1伝導度 は

e21h × （tota置vorticity ）に他ならない 。　vortex の 位置 は ゲージ の とり方 に よ る が、　 total　vorticity は ゲ
ージ に依存

せ ず、数学 で は Chern　numbet と して 知 られ て い る トポ ロ ジ カ ル 不変量で あ る。

5　主定理の 証明

　 主定理 の証明の方法を簡単に述 べ る。 証明に は、NielSen−Ninomiyaの 定理の
‘intuitive　topologica1．proof ’

【8］が
応用される。

　 Hall伝導度の 変化を考え る の で、　 Hainiltonianが あ るパ ラ メータ λ に な め らか に依存 して い る と仮定す る。こ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
の と き、Blochの 定理 を適用 した Schro6dinger方程式 （1）も λ に依存す る 。 も と も と （1）に は k ＝ （砺 ，砌 が パ ラ

メータ と して 入 っ て い た の で 、結局 （kx，
kv

，
λ）を座標 とす る 3次元 の パ ラ メ ータ 空間上 で E が定義 さ れ て い る と考

えられ る。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　ヰ
　 ギ ャ ッ プが閉じる とい う現象を考えて み よ う。 すな わち、

パ ラ メ ータ空間上 の
一

点 （k　＝ 　k＊

，
λ ＝ 　A＊

）で 2 つ の バ

ン ドの エ ネル ギーが縮退する の で ある 。

　　こ の 点の 近傍 で は、縮退す る 2 つ の バ ン ドだ け考え る こ とが で きる 。 す な わ ち、有効 ハ ミ ル ト ニ ア ン と し て 2 次

元 の 状態空間 に制限 したもの を考えて 良い
。 これを

　　　　　　　　　　　　　 P　
＝＝ （Px，Py，Pz）＝ （箆侮 一　kxり，

苑（砺一kyり，
λ一λり

の 1次 まで で展開 し よ う。2 × 2 の Hermite行列に な る こ と、　 p ＝ O で縮退する こ とに注意する と、一
般 に

　　　　　　　　　　　　　　　　　rt＝ E 摩 1 ＋ ゐ・pl ÷ ｝7σ
μP 。 ＋ 0 （P2）

（4）

（5）

と書ける 。 det　y ≠ 0 とい うgenericな場合を考える こ とに す る 。 こ こで適当なユ ニ タ リ変換と p に つ い て の
一次変

換をお こ な うと

　　　　　　　　　　　　　　　　　ff 〜 sgn （detγ）Pzσ
x
十φt σ

t
十Pyσy

，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

の 形 にす る こ とが で きる。た だ し、 1 に比例す る項 は 本質的 で な い の で 落 した。また、px ＝ （正 の 定数）× Px で あ

る 。 こ れ は質量 sgn （det　V ）p．
の 2 十 1 次元 Dirac フ ェ ル ミ オ ン の 1体 の ハ ミ ル トニ ア ン に 他 な らな い 。

　 す なわ ち、パ ラ メ
ー

タ λ を変えて い っ た時 ギ ャ ッ プが閉 じる 点の 付近 で は Dirac フ g ル ミ オ ン が あ る と考 え られ

るが、ギ ャ ッ プ が 閉 じる前後 で 質量の 符号 が 変化す る 。 そ の 変化 の 向きは展 開係数 瑠 の 行列式 の 符号で 決 ま る 。

　 な お、Nielsen−Ninomiya の 定理の 証明 に お い て は、（6）は 3 ＋ 1 次元 Weyl フ ェ ル ミ オ ン の 1体 の ハ ミ ル トニ ア

ン で あ り、 飢 は 運動 量 の 第三 成分 で あ る 。 今回の 証明 で は 、
ハ ミル トニ ア ン の 依存す るパ ラ メ ータ を導入す る こ と

に よ っ て 次元が 1 つ 高い 問鬆と形式的に同じ構造に な っ た わ けで ある 。 た だ し、 今回の 問題で は λ は も と の ハ ミル ト

ニ ア ン が依存す るパ ラ メ ータ で あ っ て 、

一
次変換の 際に 運動量 と混ざ っ て はい けない

。
こ の点は Gra皿 一Schmidt分

解 を用 い て解決され る。

　 さて 、次 に 3 次元の パ ラ メ ータ空間上で 適当な波動関数 Iq＞に つ い て 次の ような集合

　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛（kx，
kv

，
λ）1ヨゴ：（αluゴ（疋；λ）〉＝ 0｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

を定義する 。 内積の 実部と虚部がゼ ロ なの で 2 つ の 自由度が 固定さ れ 、
こ の 集合は曲線の 集まりとな る 。 こ れ らの 曲

線 をvortex 　1ineと呼ぶ こ とにする。　 vortex 　lineの 定義は vortex の 定義と類似 して い るが 、 実際パ ラメ
ー

タ空間の あ

る λ で の 断面 は そ の λ につ い て の Brillouinゾーン で あ り、　 vortex 　lineの 断面 が vortex で あ る。　 vortex 　line
「
の 向き

を、断面の vortiClty に よ っ て 定義す る こ とに す る 。 すなわち、図 1の よ うに 断面 の vortidty が正 な らば vortex 　line

は 上 向き、 断面 の vorticit 了 が負ならば vortex 　li且 e は下向きとする
。

　 す る と、次 の 命題が 成 り立 つ
。 こ れ らは 有効ハ ミ ル トニ ァ ン （6）を用 い て 簡単に 示す こ とが で きる 。
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1 魎

一1

図 1： vortex 　lineの 向 きの 定義 。 断面の vortiCity が 正ならば 上向き、負な らば下向きとす る 。

λ

maSS ＞ O

一一一　λ＊

mass く 0

ば僻
　 　 　 　 ，

　　　　tA
　　　　　　　 lower　band

／

図 2： ギ ャ ッ プが閉 じる 点 （detV ＞ 0）を通る vortex 　lineの 例．断面 の vorticity が ＋ 1で 、上向きなの で λ ＜ M

で は下 の バ ン ド、λ ＞ M で は 上 の バ ン ドに ある 。

● 任意の ギ ャ ッ プが閉じる 点 に対 して、その 点 を通 る vortex 　lineが一
つ 存在する

● その ギ ャ ッ プが閉じる 点に お い て det　v ＞ 0 ならば votex 　lineは、そ の 向きに沿っ て 見 る と下 の バ ン ドか ら上

　 の バ ン ドに移 る 。 detV く 0 な らば 上 の バ ン ドか ら下 の バ ン ドに 移 る 。

　 これ らを用い て ギ ャ ッ プが閉じる前後で の Ha皿伝導度の 変化を考えて み よう。 ギ ャ ッ プ が 閉 じ る点で det　V ＞ 0
と．しよ う。ま ず、vortex   しe が λ ＝ λ

奉
の 付近 で λ が増 加す る方向 に 向 か っ て い る場 合 （図 5）を考え る 。

こ の と

き、 λ ＝ M の 近傍 で は断面 の vertiCity は 十1 で ある 。 λが 増加 して M を超え る と、こ の vortex 　lineは 下 の バ ン

ドか ら上 の バ ン ドに移 るの で、下 の バ ン ドの total　vortidty は 1減少す る 。

一方、
　 vortex 　lineの 向きが逆だ とする

と、 断面の vortiCity は 一1 に な る が vortex 　lineの 移動も逆に な る の で 、 同様 に λ が 増加して λ
＊

を超える と下 の バ

ン ドの total　vorticity が 1減少す る 。 従 っ て 、　 vortex
’1ineの 向きに よ らず、λが増加 して λ

’
を超 える と （フ ェ ル ミ

準位が こ の ギ ャ ッ プ の 中に あ る と き） Hall伝導度 は e2 ！ltだ け減少す る 。

　
一方、 Diτac フ ェ ル ミオ ン を用い て考えて も、 （6）よ り λ く λ

’

（fi、 〈 0）で は質量が負で
，

λ 〉 λ
掌

＠x ＞ 0）で は

質量が 正 に なる の で λが増加して N を超える と E測 伝導度が e2 ／h 減少す る こ とに な り、 正 しい 緒論を与える こ と

が わ かる 。
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　 det　V ＜ 0 の 場合も同様に考える こ とが で きる 。 また、同時 に 複数の 点 で ギ ャ ッ プ が 閉 じる時 は 、
　 Ha皿伝導度の

変化 に つ い て は それ ぞれ の 点で の 寄与を加 え れ ば よい こ ともわ か る 。

6　 結論

　 Bloch電子系の Ha11伝導度に つ い て、　 Diracフ ェ ル ミ オ ン を用 い た議論 は Ha皿伝導度 の 値自体 は 与 え ら れ な い

が 、 ギ ャ ッ プの 閉じる点の前後で の変化は正 しく記述する。 後者は、Ea皿伝導度が Brillouinゾーン 上 で の トポ ロ ジ

カ ル不変量で ある こ との
一

つ の 帰結 で あ る と考えられ る 。

　　こ の 研究 に あ た り有意義な議論を して 頂 い た 甲元眞人先生 と本研究会 で 有益 な議論 を して 頂 い た 石 川 健 三 先生 に

感謝 します 。
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