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畏距離秩序とは ？と問えぱ ，

”

結合
”
が系全体に広が っ た状態で あ る と多くの 人は答 え る だ ろ

う．そ れで は そ の
”

結合
”

は ？ と問えば ， 答え る の は簡単で はな い ．Ising強磁性体な らば ， そ

れ は 隣接 の ス ピ ン が 平行 な状 態 で あ る と云 い た くな る が
，

正 し くな い ． 3 次 元 の T ＝ 　 oo で

考え れば ，
こ れ は p ＝ ｝の ラ ン ダ ム サ イ ト パ ー コ レ ー シ ョ ン と同 じだ か ら （Pccr 　O．31

，
　sc ），

↑↑の 領 域 も↓↓の 領域 も系 全 体 に 広 が っ て い る ．数 値計算 に よ れ ば11！，そ ん な 高温 の 状 態 が

sc で は T ＞ 0．95Tcか ら始ま る の で ， こ の よ うな 幾何 学的結 合 の 浸透 に よ っ て 相転移 を説明

す る こ と は 出来な い ． しか し ， 真 の 結合 （物理 的結合と 以 下 で 呼ぶ ） が
一

般的 に 定義 され ，

そ の 結合 に よ る相転移 と秩序相の記述が 可能 に な る121． これ が こ の 話の 目的の 1 つ で あ る ．

　　　相転移の 記述 は秩序 変 数 で 十分 で あ．るよ うに 見 え る が
， 秩 序変 数 は

， 力 学 に 例 え る な

らば
，

r やtの 運動学的量 に 対 し て ，物理的結合は力や エ ネ ル ギ ー の 力学的量で あ るか ら コ ペ

ル ニ ク ス か ら ニ ュ
ー ト ン へ の 飛躍 ほ ど で は な い に せ よ ， 相転移 の 何か 新 し い 知 見や 洞察 が期

待で き る．実際 ，
フ ェ ロ Pottsモ デ ル で は

，
こ の 結合 を利 用

昌
し た 格段 に 熱 平衡 化が 早 い

，
い

わゆ る Swendsen−Wang ア ル ゴ リ ズ ム が 開発 され た だけ で は な く， 秩序 化過程 等 の 多 くの 興

味あ る研究が な さ れ た13！．
　　　系が複 雑 に な れ ば

， 秩序 変数 だ け で な く相転移 自身 さ え見 っ け る の が 困難 な 場 合 があ

り ， そ れ が どん な も の か 興味深 い ．反強磁性 Potts モ デ ル ，積層三 角格子反 強磁 性 lsingモ

デ ル や我 々 が 扱 う 3 次元一
般化 ク ロ ッ ク （GCL ）モ デ ル は ま さ に そ ん な 系で

’
t

モ ン テ カ ル ロ

ひ ね りの 方法 に よ れ ば ， 新 し い 型 の 秩序相で あ る不完全 秩序相 （IOP ） が 存在す る （14／と

そ の 中 の 文献 ）．そ れ が 関係 す る相転 移 の 1 っ は対称性 の 破 れ を伴 わ な い も の で ， 3 次元 系

で は 初 め て 得 られ た ． こ れ ら の 新 し い 秩序 と相転移 は 物理 的結 合 に よ る 記 述 に よ っ て は じめ

て 明確 に 理解 で きる ／21． こ の 記述 に よ っ て IOP が新 し い 型 の 浸 透相 で あ り ， そ れ が GCL

モ デ ル に 存在す る こ とを証 明す る ．そ れ に よ っ て 上記 の 相転移が純粋に ト ポ ロ ジ カ ル な も の

で あ る こ とが 分か る ． こ の 後 半 の 部分は ス ペ ー ス 不足 だ か ら簡単に シ ナ リ オ だ け を 記す ．

1 ．不完全秩序相と相転移一一 モンテカル ロ計算の結果
3 次元

一
般化 6 状 態 ク ロ ッ ク モ デ ル の 相互 作用 は

，
ス ピ ン 状態 を σi（＝ 1 〜 6）で 輩せ ば ，隣

接 ス ピ ン 間 の 状態 差 丁 ＝ 1σi − aj 「（mod 　6）に 対 し，

V （T ）＝ ε1δ（r ，
　1）＋ ε26 （τ

，
2）＋ ε3 δ（T ，

　3）， （1）

た だ し
， 0 ＜ ε1 く ε2 ＜ ε3 ．な お

， 通常 の ク ロ ッ ク モ デ ル で は εr
＝ 1 − cos （

2π

67 ）で あ る．実

際 の 計 算 で は更 に ε2 ＝ ε3 ＝ 1 と固定 し ， ε1 の み を動 かす （0 ＜ ε1 ＜ 1）．図 1 の 得 られ た 相

図で は ， ε1 ニ 1 （フ ェ ロ Potts）の 近傍で は 1 次転移 とな り ， 低温 で は通常 の フ ェ ロ 相で あ
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る ．こ れ は 1 っ の 状 態 が 支 配 し て い る の で 完全 秩序 相 （COP ）と 呼ん で い る ．他 方 ， ε1 ＝ 0

近傍 で は 隣 合 っ た 2 状態 が支配 的 な IOP1 と 3 状 態が 支配 的 な IOP2 が 存 在 す る （図 2 参

照）． 図 3 は ス ピ ン 配 列 の 断 面 図で あ る （周 期的境界 条件 ）．左 の 10P1 で は 隣合 っ た 2 状

態は 共に 浸透 して い る，右 の IOP2 で は 1 っ の 状態が大勢を 占め
， 両 隣の 状 態 （o と □）が 有

限の ク ラ ス ター状で 存在す るよ うに 見える， しか し
，

3 次元的に は o もロ も浸透す る可能性

が あ る し， 10P2 と COP 間の 相転移 碧説明す るた め に は そ れ 以 外に な い と推測 され た ．な

お ， （ス ピ ン の 状 態分 布 か ら分 か る よ うに ） これが対称 変化 を伴 わ な い 相 転 移 で あ る ．COP

と IOP の 違 い は 剛 性 に 良 く現 れ て い る が ，詳細 は 文献 を ．
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2 ．物理的詰合による記述

　　分配 関数 を物理 的結 合 か らな る 図形 の 和で 表す た め に ，

一般 化 ク ロ
ッ ク モ デ ル の ボ ル ツ

マ ン 因子 を式 （1 ） か ら次 の よ うに 分解す る．

exp （βV （丁））＝ 6（丁
，0）十 e

一β‘ユδ（丁
，
1）十 ε

一βε2 δ（7 ，
2）十 8

一βε 2 δ（丁 ，3）

　　　　　 ＝ （1 −
・
一β‘

り6（・ ，0）＋ （・
一
βr1 −

・
『βε 2

）δ（・ ，
1）＋ ビ βs2

（2A）

（2B）
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　　　　　　　　　　　＝ ： A ｛Ptδ（r ，
0）十 Pjδ（7

・
，
1）十 Pv｝　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2」Bつ

（2B
’

）は （2B ）を 確 率 P、　
・ A （1・一・・

’βe ・

），P」
− A（e

一βe ・ ・− e
一βe2

）IPv
ニ A ・

’βe2
を使 ・ て

表 した だ けで あ る （Pt ＋ Pj 十 pv ＝ 1）．
・
（2A ）の各項は 先述 の 幾何学 的 結 合だ か・

ら ， そ れ か

ら得 られ る図形 は ス ピ ン 配列 と な る ，そ れ に対 し ， （2B）か ら得 られ る 図形 は 我々 が求 め て

い る もあで あ るこ とが 以卞の よ うに分か る．
』

そ の 図形 の 成分 とな る （2B）
・め各 項 をbond と

呼 び ， 第 1 項 か ら順 に eink　bond
，
　loint

』
bondi　vacant 　bdnd と名 づ け る ．ザ bond は恒 等 式

e
一βc ：

＝

．
e
”’fit2

（δ（T ，
　O）十 δ（r ，

　1）
’
十 6（r ，

　2）十 δ（γ ，
3））か ら ， ど の 欠ピ ン 対状 態 に 対 し て も同 じ

確率 pvte
一βe2

！A で 生 じ る の で
， 結 合 に な らな い．即 ち ， 物理 的非 結合 を表 ナ．そ れ に 対

．
し ， 確率 piと Pj で 生 じ る ム bona と 」−bond は 対称 性 を破 る の で 正 味 の 結 合，即 ち ，物 理 的

結合 で あ る こ と が 分か る ，な お ，こ の 定

．
義は転移 の 次数 の 関係 な い ．

　　　こ れ らの bond で 作 られ る 図形に は司能な ス ピ ン 状態 が 付与 され，
．
それ 全体 が 分 配 関

数 た寄与す る．但 し， ス ピ ン 状態が 与 え られ な い 図形は除外ず る ．v −bond の みが ら生 じた

図形 で は 当然 マ ク ロ に も対称性 の 破 れ はなく， 無秩序相 に 寄与 す る ．そ の 図形 に 有 限サ イ ズ

の 4−bond め ク ラ ス タ ーが 存 在 して も ，
マ ク ロ に は 対 称性 は破 ら れ な い ．乏一bond の 浸 透 （oO

ク ラ ス タ
ー）

”
があ っ て 初め て マ ク ロ な対称 性が 破 られ ，

そ れ は COP へ 寄与す る．j−bond が

浸透 して い る 図形 か ら図 3 の よ うな
’
ス ピ ン 配列 も得

．
られ るだ ろ う． その と き 当然 4−bond も

浸透 して い るが ， そ の よ う な 図形 が 大勢 を占め る と き ， IOP が 出現 す る と い え る． した が っ

て ，GCL モ デ ル の 秩
．
序 相 と

・
しそ，　e−bond の み の 浸透相 とj−bo且 d の 浸透相が 存在 し得る こ と

が分 か る．後 者 で は
，

1 色 の j−bond の 浸透 が 10P1 ，
2 色が 10P2 とな る ．

3 ．物理的結合だけを持づモデル　　pc 型モテラレ
v −bond が 全 く生 じな い Pv ＝ 0 の モ デ ル を 物理 的結 合 （P．C ）型 の モ デ ル と呼 ぽ う． こ の モ デ

ル の 特徴 は ， 幾 何学的結 合 と物理 的結 合が 等 しい こ と ， 必 ず何 らか の 秩序 が 存 在す る こ と で

あ る．pc 型 の モ デ ル の 例 と して sos モ デ ル が あ る．相 互作 用 は v （hi
一んゴ）＝ 1　hi一ん

」 1冊

（m ＝ 1
，
ASOS ；m ＝ 2

，
離散 ガ ゥ ス ；m ＝ 　oo

，
　RSOS ）な の で ，　i　hi − hj　i→ OQ の 確 率 （Pv）は

ゼ ロ に なる か らで あ る ．実際 に こ れ ら の モ デ ル は高温 で も無秩序相 は な く， ξ＝ OQ の ラ フ 相

が 存在す る．説明は 省略 す るが ， ラ フ相 は全て の 色の j−bond が浸 遜 した 秩序相で あ る．

　　　我 々 の 6 状態 GCL モ デ ル もε2 ＝ ε3 → OQ に す れ ば PC 型 モ デ ル に な る． こ の モ

デ ル で 隣 接 ス ピ ン が 取 り得 る状態変化 はσ i
− aゴ（mod 　6）ニ O，

　±1 で あ る． こ の モ デ ル は ，

ai − aj ＝ 十1 ある い は 一1 を 結ん で で き る 曲面 は必 ず閉 じて い る （自由境界 へ 出 る場 合 を除

き） と い う大 き な幾何学 的特 徴を 持 っ ．そ の た め ， 説 明 は省 略 す る が
，
PC 型 g状態 GCL モ

デ ル （q ＞ 4
，
sc ）は 同 じ制 限 （hi

一
句

＝ O
，
±1）を も っ 3 次 元 RSOS モ デ ル と等価 と な る ．

4 ．j−bond 浸透相としての 10P の 存在証明

証 明 は 3 段 階 に 分 け られ る．先ず ， PC 型 GCL モ デ ル で 高温 側 （exp （一βε 1）〜 1）に 何 らか

の j−bond 浸 透相 が あ る こ とを証 明す る．こ の 証 明か らε1 ＝ 0 で は全 て の 温度 で 何 か 浸透 相

が存在す る こ とに な る．次 に
，
PC 型で は な い （ε2 ＝ ε3 く Oo ）GCL モ デ ル でel ＝ 0 の 場 合 を
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考え る ．全 温度で 存在 す る j−bond 浸透相がε3 ＜ oc に した とき存在す る条件を調 べ ，低 温側

に 存在 で き る こ と を 証 明 す る 。最 後 に ， モ ン テ カ ル ロ の 結果 か ら両 10P の 存 在 す る領域 は

ε1 ニ 0 を含 む の で
，

そ の 結 果 との 比較 か ら ， 目的が得 られ る，

　　　第 1 段 階の 証 明 と して は
， 先ず Peierlsの 方法に よ っ て 低 温側 に COP が存 在 す る こ と

が 証 明さ れ る ，相転 移が あ る か ど うか は IOP も フ ェ ロ 相だ か ら従来の 方法が 使え な い の で
，

j−bond 浸 透相 の 高温 側 で の 存在 を 次 の （常識 的に は 当 た り前 の ） 仮 定 の 上 に 立 ち証 明 す る ．

即 ち
，

ス ピ ン 自由度 を 制 限 し て （例 え ば σ ＝ 1
，
2 ）COP に 比 ベ エ ン ト

’
ロ ピ ーの 高 い 相 が 実

現す れ ば ， 制限を は ず し て も COP が現 れ る こ とは な い ．隣接 2 状態 へ 制限す れ ば ， そ れ は

Isingモ デ ル に な る． 3 次 元 Bing モ デ ル は先述 の よ うに 無秩序相で は↑↓状態 が幾 何学 的 に 浸

透 し て い る こ とが 得 られ て い る．（注意 ：PC 型 モ デ ル で は幾何学的 と物理 的は 同 じ）． した

が っ て
， 制限を 外ずせ ば そ の 状 態 は j−bond 浸透相 と して 存 在す る こ と に な る ．

　第 2 段階 の 証 明 は ， ε1 冨 0 の 場 合 に pv（＞ 0）で 生 じる v −bond が 作 る v −bond ク ラ ス タ ー

（隣接 して い る集 ま りを単 に こ う呼 べ ば）を考え る、サ イ ズ s の ク ラ ス タ ーが 現 れ る確 率 p（s）
の 上限 を求 め

， s → OQ で p（s）→ 0 の 条件を 計算す る．そ の 結果 ， 低温 側 （T ≦ O．38
，
　sc ）に

v−bond の QQ ク ラ ス タ ー は 存在 しな い こ とが得 られ た ． した が っ て ，ε1 ＝ 0 で は j−bond 浸

透 相 は 少な くと も低 温 で は 破壊 さ れ な い こ とが 証 明 され た．

　　　第 3 段 階 で は， モ ン テ カ ル ロ の 結 果 を 利用 す る．前 の 証 明か らε1 ＝ 0 の 低 温 側 に あ ・

る 10P1 は （1 色 の ）j−bQnd 浸透 相 で あ ると断定 で きる．中間相の IOP2 は COP で も無 秩

序 相 （DP ）で もな い こ と ， ま た COP も DP も各 々 1 っ しか な い こ とか ら，10P2 は 2 色 の

j−bo皿d 浸透 相 しか 有 り得 な い と結論 さ れ る ． し た が っ て
，
10P2 と COP 間 の 相転移 は 純 粋

に ト ポ ロ ジ カ ル な も の と結論で き る ．

　　　上 記 の 結果 か ら ， 3 次元 の 他 の モ デ ル （g ＝ 3 反 強磁性 Potts，積 層 3 角 格子 反強 磁

性 Ising，通 常 の g ＝ 6 ク ロ ッ ク 等） に 存在す る 10P1 あ る い は 10P2 も当 然 （モ デ ル に 応

じて 定義 さ れ た ）j−bond の 浸透 相 と考え られ ， 同様 に 証 明 も可 能 だ うう，第 1 段 階 の 結果 か

ら 3 次元 RSOS モ デ ル で は何 か 10P （多分 10P1 と 10P2 ） と相 転移 が
’
存在 す る こ とが得 ら

れ る． こ れ は， 3 次 元 SOS モ デ ル で は （離散ガ ウ ス モ デ ル の 結果か ら）相転移 は 一般 に 存

在 しない と信 じられ て い た が
，

そ れ を否定す る 新 しい 結果で あ る ，な お
，

2 次元 GCL モ デ

ル に も同様 の 証 明が 可能 で 従来 の 結 果 と矛盾 しな い ．
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