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　 Aczel［1］に よ り整備 された非有基的集合論 を紹介す る 。 それ に 基づ い て 、知識 の 論理 が どの よ

う解釈で きる かを解説 し、それを通 して 、非有基的集合論における基本的な道具 （集合方程式系

の 解の 存在 と
一

意性 ・余帰納法）の使 い 方 を例示する 。

1　 知識 パ ズ ル

Muddy 　Children ，

s　Puzz 豆e 　 （cf ．【3］）

　 11 人 の 子供が 外か ら教室に戻っ て きました 。

一人 を除い て 、どの 子の 顔に も泥が つ い て い ま

　 す。 どの 子 もほ か の 子 の 顔が汚れ て い るか ど うか は見て わか る の で すが 、自分の 顔が きれ い か

　 ど うかは わか りませ ん 。 そこ に先生がや っ て 来 て みん な を見 る と言 い ま した ：

　 （1）「顔に泥が付い たや つ が い るぞ 。 」

　 そ して 、「よ し、これか ら頭の 体操を しよ う。 まず 、 みん な目をつ ぶ っ て。」とい っ て か ら

　 （2）「自分 の 顔が汚れて い るか ど うか わ か る もの は 手を挙げて 1」

　 と言い ました 。 その あと 、 次の ように問を繰り返 しま した ：

・ 手 を挙げ る子が い たら、「わ か っ た やつ が い るぞ 1」と言 っ て か ら、質問 （2 ）をする 。

・ 手を挙げる子が い なか っ た ら 、 「なんだ 、 わか る者は居ない の か 。」と言っ て か ら、質問 （2 ）

　 をする 。

さて 、 子 ど もたちの 応答は ど の よ うな経過 を辿る で しょ うか ？

知識論理 式 を用い たパ ズ ル の表現　　次 の よ うな記号列 （知識論理式 と呼ぶ ）を用い る （n ＝ 11）：

　 ● hi∈ ｛O
，
1 ｝：　hi＝ 1 は子 ども Pi の顔に泥が つ い て い る こ と 。

　 ・ h ＝ （hl，

’”
，
hn）∈ 」醪 ：＝ ｛0，

1 ｝
ne

　 ● KiP ： Pi は情報 sc） を知 っ て い る 。

　 ・ Kif ： Pi は 関数 ノの値 を知 っ て い る 。
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● Cg ： Pi は み ん なの 共通知識 。

こ の と き教室内で起 こ っ た知識の 変化は次の よ うに記述で きる 。 まず初期共通知識は 090 で あ

る 、た だ し

　　　　　　　　　　　　　　　90 ：＝ 　Ai≠ゴ
Ki 砺 く 八i7Kihi ・

先生の最初 の発言に よ り、情報 Vl ：＝ ヨi［hi ＝ 1｝が公 開される 。 その あ とψ：＝ V廴1瓦 ん｛ が成 り立

つ かど うかを公 開す る こ とを続け る 。

2　 非有基的集合論

　 G ＝ （V ，
　E ）をグ ラ フ とす る、す なわ ち E ⊂ V × V ．写像 d ：V → V 　（V は 集合全体の ク ラ ス ）

が G の 飾りで ある とは

　　　　　　　　　　　　　　　d（v ）＝｛d（w ）1（v ，
w ）∈ E ｝．

非有基性公理 （Aczel）　 任意の グ ラフは唯一
つ の 飾 りを持つ 。

　　こ の 公理 と、任意の 集合方程式系が解 を持つ こ と とは同値で ある 。

無矛盾性定理 （Aczel　1988）　 Zermero −Fraenke1 の 公理系が 無矛盾な らば 、 正 則性公理 を非有

基性公理に替 えた公理系も無矛盾で ある 。

ク ラ ス作用素の最大固定点定理　　クラ ス に ク ラス を対応 させ る作用素 XH ΦX が集合的 クラ ス

作用素で ある とは 、 ΦX 　＝ 　U 。⊂x Φ岔 が成 り立 つ こ とをい う （x は集合 を動 く）。 集合的 なク ラ ス

作用素Φ に対 して 、JΦ ：＝ U ｛xlx ⊂ ¢ x ｝とお く。

定理 ：最大固定点定理

）
．
1

（

（

JΦ ＝ Φ」Φ ，

X ⊂ ΦX ⇒ X ⊂ 」Φ ，

余帰納法に よるクラ ズの 定義　 上の 定理 に よ り、クラ ス 」 ＝ JΦ を次の ような言い 回しで定義す

るこ とがで きる ：」 は x ∈ X ⇒ x ∈ ΦX を満 たす クラス X の 中で最大の もので ある 。
こ れ を

余帰納的定義 とい う。

注意 ：非有基的集合論 との 関係　 最大固定点の 存在定理に非有基性公理 は不要だが 、最大固定点

が 空で ない こ とを示すの に非有基性公理が必要なこ とが多い
。

非有基的集合論の意義　　技術 的には 、 初期条件の ない （循環する ）再帰式 に よ り集合 を定義で き

る こ とと 、 クラ ス を余帰納的に定義で きる こ とが 、非有基性公理 の大 きな効用で ある 。

　 応用的な意義の 中で顕著なの は、循環する種 々 の 状況 を直接的に簡明 に表現で きる よ うに な っ

た こ とで ある 6 た とえば、ゲーデ ル の 不完全性定理 を非有基 的集合論に つ い て示すと きは 、 容易

に ゲーデル 論理式 を構成す るこ とがで きる 。 また 、Barwise 達 ［21は 「こ の文は正 しくない 」と い

うパ ラ ドッ クス を非有基的集合論 に基づ い て新 しい 角度か ら分析 してい る 。

　　また 、 プ ロ セ ス 理 論に も非有基的集合論は簡明な基礎付 け を与えた 。 プ ロ セ ス の 持つ 種々 の 再

起性が、従来、その 数学的意味付け を込み入 っ て い た もの に して い た の だが 、 非有基的集合論 に

よ り、プ ロ セ ス 理論全体が数学的 に理解 しやす くな っ た と言 うこ とが で きる 。
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3　知識論理の モ デ ル 理論

知識状態空閼　 S ∈ ∩i（S の as　i一成分）を満た すよ うな集合 S ∈ vnxE の なす クラ ス を U と

し 、 クラ ス 作用 素 X 　H 　K ．，EX を次の よ うに定義する ：

　　　　　　　　　　　　　 Kn ，EX ：＝ （（powX ）
n
　 x　 E ）∩   ・

こ れは集合 的で あ り、最大固定点 クラ ス W 。 ，E を持 つ
。

知識論理式の解釈　 知識論理 式 g 対 して W
。 ，E の部分クラ ス 回 を帰納的 1こ定義で きる 。 たと

えば

　　　　　　　　　　　　　［K ・f］＝ U 　 ・ilp・w （f”
・），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v ∈Range （f）

　　　　　　　　　　　　　［Kig ］・＝ ぺ p ・w 回 ，

とお き、 また 、 共通知識論理式 Cg に対 して は 、 部分 クラ ス 〔Cg ］⊂ Wn ，Eを集合的クラ ス作用素

　　　　　　　　　 XH 回 ∩ πi1〔X ∩ Wn ，E ）∩ … ∩ π憂
1
（X ∩ Wn ，E ）

の 最大固定点クラ ス と して定義する 。 S ∈ ［g］の とき S ト・sp と書 く。

公開化作用素　　情報　ve に対 して 、こ れが公 開される こ と に よ りもた らされる 世界状態の 変化 を

表現する 公開作用素 κ p ：回 → W を次の 性質で 定義する ：

　　　　　　　　　　 rCpS ＝ 〈rCve（πIS ∩ ［P］），

一・・
，
κ

屮 （π nS ∩ ［9 ］），
π E θ〉

た だ し 、 α ⊂ W に対 して κ
ワ

α ：＝ ｛rCeps　l　s ∈ α ｝とお く。 出発点の ない こ の よ うな再帰的定義

が可能なの は 、 集合方程式系の解 の 存在 と
一

意性 が 非有基的集合論 に よ り保証 され て い るか らで

ある 。

・

　 注意す べ きこ とは 、 κ p［g］⊂ ［g］とは限 らない こ とで ある 。 す なわ ち 、 正 しい 情va　g が公 開さ

れる こ と に よ り、それが偽 りとな る こ とが有 り得る 。

バ ズル の 問題の解釈　 パ ズ ル は W
。，E の次の よ うな初期条件と遷移写像の 下で の 軌道 を問 うも

の と解釈で きる ：初期条件は SO ∈ ［CgO 〈 9i】で ある 。 先生の 最 初の 発言 （1）は 、知識 状態を

Sl ：＝

働 、
So ∈ W

。，E に変 える 。 その あと、 λ ：W 。 ，E → W 。 ，E に よ り、1犬態が遷 移す る、た だ し

・（・）：一 ｛臨 ；落に竺ψ
パ ズ ル の 解答　 λk（s，）を決定す る こ とがで きるが、こ こ で は次の こ とだけ述べ て おこ う： 定理

（［4D

　　　　　　　　　　・
1・
（Sl）ト｛濫。佩 ．．∵鬱1

　 すなわ ち 、 8回目まで は だれ も自分の 顔が汚れてい るか どうか わか らない が 、 9回 目にそれが

わか る子 どもがお り、 1Q 回目以降 は、全員自分の 顔の 状態を知 っ て い る こ とが共通知識 となる 。

（実際 には、 9 回 目の 時点で 、顔が汚れて い る子ど もは皆 、自分がそ うで ある こ とがわかる 。 そ し

て 10 回目に、顔が きれ い な子ど もが、自分がそ うで あるこ とが わか る）
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