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1　序論

　 通常 ， 観測デ
ー

タ か らそ の デ ータ列 を再現する方程式 を構成する に は
，
フ

ー
リエ 展開が

用い られ る．しか し
，
カオス に ノ イズが 加 わ っ て い る時系列デ ータに対 して フ

ー リエ 展開

を用い て 方程式 を再構成する方法は 必ず しもよい 結果を与えない 【1］．また
， 最近 カ オス 軌

道を予測 ， 制御す る た め の 方法が 提案されて い る が
，
こ れ らの 方法 を実際の 系 に適応す る

場合 に は
， 実用上 ノ イズの 存在が 問題 とな る．したが っ て

， 観測デ
ー

タ を再現する方程式 を

再構成する ため に は
， 系の ダ イナ ミ ク ス に対する ノ イズ の効果 をきちん と考慮する必要が

ある ．

　 こ こ で の 目的は
，
ノ イズ を含ん だデ

ー
タ列 か ら運動方程 式 を正 し く再構成 するた めの

ノ イズ の 効果 を考慮 に入れ た方法を構築する こ とで ある ．た だ し
， 系の リア プ ノ ブ数 ， 相関

時 間な どに対す る先見的知識はない とす る．

　 以下 で は
，
ノ イズ を含ん だ系の デ ータ列 2J は

， 次式の 写像で 生成 され る とする ，

x餐＋ 1
＝ F （

　 ’

Xn 　1　Pex）十 δA ，　（n ＝ 1
，
2

，
．　．，

1V）． （1）

こ こで
， 運動方程式 F（X

’

，p。 ． ）中の p 。 ．
は運動方程式の パ ラ メータで

，
δA は系内の ゆ らぎ

に よ る ノ イズ で あ る．そ して我 々が測定するデ ータ列 x は
，
ゴ に測定装置に起因する ノ イ

ズ δM が加 わ っ た

　　　　　　　　　　　　　　　　 Xn ＝ x：十 δM1 　　　　　　　　　
・
　　　　　　　　　　　　　　　（2＞

で あ る とす る．系内の ゆ らぎに よる ノ イズ 6． は 軌道その もの を変えて しまい
，
カ オス 軌

道の 長時間予 測 を困難な もの に して しまう原因で あるが
，

一
方 ， 測定装 置 に起 因 す る ノイ

ズ δM は系の 時間発展 に影響 を与える こ とはな く， 平均操作 を行 なうこ とに よ りデ
ー

タ数

丿Vの 増加 と共にその 影響は無視で きる．二 つ の ノ イズ 酬 と δM を区別する の は
，
以上 の

様 な ノ イズの 影響の 違い が以 下 の 定式化 に表れ る か らで あ る，また
，
以 下で は 畆 ，

δM は

共 に分 散が σ気 σ急の ガ ウス 分布か ら生成 され る乱 数 として 扱 う．したが っ て
， 鴫 ， σ協は

それ ぞ れの ノ イズ の 大 きさを表す目安となる ．

　 こ こ で は
，
ダ イナ ミクス を予測する 方法 と して ，ノ イズ が大 きい 時で も有効 ある思 われ

る モ デ ル 化 に よる予測法 に着 目する ［2］．モ デ ル 化に よる予測法 とは
， まず 最初 に時系歹ll　x

に対 して モ デ ル 運動式 （x 。 ＋1 ニ f（2’。 ，p）； ノ イズ 無 し）をたて る．た だ し
， p は p。，

に対す

る未知パ ラ メ ータで ある．次 に
“

予測誤差
”

Q（p）を定義 し
，
最 後に q（1））を最小 にする も

の を p の 推測値 Pg とする．q（p）と して 通常平均自乗誤差

　 　 　 　 　 　 　 　 N 　N − n ＋ 1

　　Q（N ，P）＝ Σ Σ ＠。 ＋バ ノ
m

（Xn ，f・））
2

， ∫
m

＠。 〃 ）≡ ∫・ ∫。 … 。 ノ（Xn ，P）， （3）
　 　 　 　 　 　 　 n ＝1　m ；1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 −
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m
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が用 い られ る．（3）式に
，
m ＝ 1 の シ ン グ ル ス テ ッ プに対 する予測誤差 だけで な く，

可 能な

す べ ての ス テ ップ （m ＝ 1，2， ，．．ノV）対する予測誤差を含め て い るの に は
，
二 つ の 理 由が あ

る，まず第
一

の 理 由は
，
観測デ

ー
タ か らダ イナ ミクス に関する情報 をフ ル に 引 き出 すに は，

シ ン グ ル ス テ ップ の みの 情報だけ を用い て い たの で は
， 不十 分で ある と思 わ れ る か らで あ

る，こ れはデ
ー・タ数 N が少ない と きは特 に 重要な問題 となる，第二 の 理由は

， 連続な時系

列 を扱 う場合 ，
もはや

“

シン グル ス テ ップ
” とい うもの の 定義自体に問題が ある とい うこ と

で ある ．連続 な時系列の △t 間隔の 観測デ ータ を扱 うと した場合に も
，
最適 な △t をど う

選べ ば よい の か とい う問題が依然残 る．（△t は 相関時間程度に 選べ ば よい と思 わ れ るが
，

こ こで は 相関時間に対する 先見的知識 は ない として い る．）

　
一

方， （3）式に可能なすべ ての ス テ ッ プ対す る予測誤差 を同 じ重 みで 含 めた代償 と して
，

カ オス 軌道の 長時間予測 に対 して誤 っ た予測値 を与える とい う問題点が 生 じる （図 1 参照）．

こ れは
，（3）式中の 長ス テ ッ プ に対する大きな予測誤差が

，
軌道が カ オス 的な場合で も有効

なシ ン グ ル ス テ ッ プ ［3］の 情報 を覆い 隠 して しま うためで あ る （図 2参照 ）．この よ うに
， 平

均 自乗誤差は短時間予測 に対 して は有効で ある が
，
カ オス 軌道に対す る長時間予測に はむ

かず ，
その 有効 さは リア プ ノ ブ 数

，
相 関時間に よ っ て異 な るの であ る．したが っ て

， 長時間

に わ た っ て カオス 軌道を予測 しよ うとす る場合 ，
（〜（1V，p）に平均自乗誤差 を用 い る と い う

こ とを見直 さなければな らな い ．

2　 遷移確率分布の 導入 とその 時間発展

　 まず ，
ノ イズ の 効果 を考慮する た め に次の よ うな xn か ら 7？1 ス テ ッ プ で Xn

＋m
へ 移 る

遷移確率分布を考える ．

T （・ 。 ，
・ 。 ＋ 。 ，P）− 1dXn＋m −IT （Xn ，

Xn ＋ m −1 ，P）・

exp 卜1（薯等 1−
（・）

（4）式は
， 各ス テ ッ プで の ノ イズ の 分布 を分散 鴫 ＋ σ協 の ガ ウス 分 布 と し ， 途 中の n ＋ 1

か ら n ＋ m − 1 ス テ ッ プまで の ノ イズ の 効果を
， 経路積分 におけ る 中間積分 と同 じように

して 取 り込 んで い る1（4）式よ り m ス テ ッ プ の 遷移確率分布を求める に は m − 1 回 の積

分 を行 なわ なければ ならな い が
，
2
’
n ＋ k を fk（Xn ，1））の まわ りの 1次まで で 展開 し積分する

と
，（4）式の 遷移確率分布 は次式の よ うな 中心が fm（x 。 ，p）で 分散が σ

2
（m ，

n
，p）の ガ ウス

分布関数型 とな る．

　　　　　T （・ ・ ，
Xn

・一 ・）一 ・xμ 蝋 瓢1参IP））
2

］／・π σ
・（m ・

・
，P）・ （・）

ただ し
， 分散 σ

2
（m ，

n
，切 は ス テ ッ プ毎 に異 な り，

その 時間発展 は
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　　・
’・

（m ・ ・
， ・ ，P） ＝ ＝ ・a・ ・

’・

（ll・，
…

，P＞
∂∫

器
P）

， 　 （・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x ニぼ ” ＋ m

　　　　　　　　　 σ
2
（m ，

n
，P） ＝ σk ＋ σ

’2
（m ，

n
，p）， 　 　 　 　 　 　 （7）

とい う漸化式で 与 えられ る ．系内の ダ イナ ミクス ゴ に対する 分散σ
’2
（m ，

n
，p）の 式 （6）は

（1）式に対応 して い て
， 右辺第

一
項は毎ス テ ッ プ加 えれ る系内の ゆ らぎ δA に よるノ 〈ズ 効
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果 を
， 右辺第二 項 は過去の ノ イズ の履歴 の 効果 を反映 して い る．また

， 測定デ ー タ x に対

する分散 σ
2
（m ，

n
，p）の 式 （7）は （2）式に 対応 して い て

， 右辺 第
一

項は毎ス テ ッ プ加 え られ

る 測定器 に よる ノ イズ効果 δM を反映 して い る．そ して， 分散 σ
2
（m ，

n
，p）は この 二 種類の

ノ イズの 効果 に よ る局所的な軌道の広が りを表 して い る ．

　 次に
，
上 の 遷移確率分布 に基づ い て

“

予測 誤差
” Q（1＞，p）を定義す る ．モ デ ル 化 に よ る

予 測法で は
， G（N ，p）を最小 にする p をそ の推測値 とするの で

，
　p ＝ p 。 、

で Q（N ，p）が最小

値 を とる よ うな もの で な けれ ばな らない ，こ こ で は
， p ＝ p。 、 の ときに す べ ての 可 能な ス

テ ッ プ長の 遷 移確率分布 T （X ． 1Xn ＋m ，p）の ピーク位置 ノ
m

（Xn ，p）が測定デ ータ Xn ＋ m
の 値

と一致する と考 え
， 次の よ うに T（x 。 ，

Xn ＋ m ，p）の Zn ＋ m での 値の 積によ り Q（1V，
　p）を定義

する．

蜘 一 一1・9｛
NA 「− n 十 l

HnT ＠，、 ，
認 。 ＋ m ，P）

n ； 1　m ＝1 ｝
　　　　一 書騫

’
（x 。 ＋ 凧

一fm（Xn ，P

　　2σ
2
（m ，

n
，P）

）＞
2

・ （8）

結果 ，各ス テ ッ プの予測誤差 （Xn ＋ m
− fM（xn ，p））

2 がス テ ッ プ毎に異なる重み 11σ2
（m ，

n
，p）で

加えられ る和の 形 となる．σ
2
（M ，

、fl
，p）は ノ イズの存在下で Lr

。 ＋m に対する推測値 ∫
m
（x 。 ，p）

が どれ ぐらい 信頼で きるか とい う幅 を表 して い る とも考えられ
，（8）式中で は

， それ が ス テ ッ

プ長 と と もに大 きくなる．こ れは
， 長ス テ ッ プの 予測誤差の 和 に対する カ ッ トオ フ の 役割

を して い る ．ただ しこ こ で
， 分布関数の 規格化因子 か ら くる logσ2

（m ，n ，p ）とい う項 を落

し
，（8）式 の 和 には含めて い ない ．こ れは

，
分散 σ

2
（m ，

n
，p）は分布の 中心 fm（x 。 ，p）との 比 の

形で現われ る こ とが重要で あ り
， 特に長 ス テ ッ プの 予測時には

， 単調増加 す る logσ 2
（m ，

　n
，p）

の項の 寄与が
， Q（N ，p）に対する （8）式中の 各項の 寄与 を覆い 隠 して しま うか らで あ る （図

2参照）．

　 こ こで
，（6）式中の ∂f（x ，p）／Ox の 軌道平均値で ある リア プ ノ ブ数 λ を先見的に知 っ て

い る場合 ， 軌道の 広が りを表す σ
2
（m ，

n
，p ）を exp （2λm ）で 置 き換 える こ とが 考え られ る ．

しか し
，
こ の 置 き換 えに は以下 の よ うな問題点が ある ．

　 ・ 軌道の 平均 的広が り方を特徴付け る リアプノ ブ 数による置き換えとい う平均操作は
，

　　 デ ータ列 Xn の 並び方 （生成順序）か ら
，
ダ イナ ミ クス の 生成則 に対する情報を十分

　　 に引 き出すこ とはで きない ．

・ λ F・ O （カオス の 縁）の 場合 ， 軌道は指数関数的で は な く羃的に広 が り， 平均 的な取扱

　 は有効で ない ．

　
一

方
，（8）式中 の 軌道の 広が り σ

2
（，η ，

n
，p）は （6），（7）式 よ りダ イナ ミ ク ス の 種類 に応 じ

て 自動的に 決 ま り，
ダ イナ ミ ク ス の 種類 （カ オ ス 的 ，

カ オ ス の 縁 ， 周期的）に よ らず全 く同

様 に扱 うこ とが で きる．σ
2
（m ，

n
，P）は 1∂f（x ，p）1∂xl 〈 1 の 部分で は小 さい ままで ある が

，

1∂f（x ，p ）1∂xl ＞ 1 の 部分 では ス テ ッ プ毎に大きくな っ て い く，
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3　 結果

　 （8）式の 有効性 を調べ る ため に
， （1）式の F （妬 ，p。 x ），

お よび F （x
’

，p。．）に対 す るモデ ル

方程式 f（x ，p）が共 に ロ ジス テ イク写像

　　　　　　　　　　　　　F （xt ，Pex） ＝ Pex　xt （1
− x

’

），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （9）
　　　　　　　　　　　　　　∫（x ，P） ＝ px （1 − x ），

で あ る場合 に対 して シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン を行な っ た．特に こ こで は

， Pe、
＝ 3．8 （カ オス 軌道），

p。 x
＝ 3．57281 （カ オス の縁）そ して p。x

ニ 3．5 （周期軌道）に つ い て
，
ノ イズ の 大 きさを変え

た時の 予測誤差 を調べ た．

　 まず ， 平均 自乗誤差 （（3）式）を用 い て カオス 軌道を予測 した場合 のデ
ー

タ数 （予測する

ス テ ッ プ長）1V依存性を図 1 に 示す．（9）式の よ うに F （xt ，p。 ．）と ∫（x ，p）を同 じ関数型に

してい る に もかか わ らず
，
長ス テ ッ プ予測 （N ＞ 50＞に対 して p ，

　
・“

　2．9 （周期軌道）とい う

誤 っ た予測値を与えてい るの が 分か る ．

　 また
， 図 2 に q（N ，p）として平均 自乗誤差 （（3）式），

遷移確 率を考慮 し 11σ2
（m ， n ，p）重

み をつ けた もの および （8）式 に logσ 2
（m ，

n
，p）の 項を加えた もの とした時の各々の パ ラ メ

ー

タ p 依存性を示す．（8）式の σ
2
（η3

，
π

，p）が長ス テ ッ プ に おける大 きな予測誤差 を抑え
，
カ ッ

トオ フ の役割 をして い て
， 平均 自乗誤差の 場合 と比較する と

， 1，。 、
＝ 3．8 に鋭 い ピークを保 っ

て い る．また
，（8）式中で 10gσ2

（nz ，
　n

，p）の項 を落した有効性が その ピー クの鋭 さか ら分か る．

　 　 4

　 　 3．s
急 3．6
Ye　 3．4

萄　3．2

罸　 、

詫　2．s

　 　 2．61

　 10　　　　　　100　　　　　 1000
the　number 　o「da量a 　N

図 1　Q（1＞，p）に平均自乗誤差を用い た

時の 推測値 Pg の 平均値．異 なる 初期値

婿 と ノ イズ 列か ら生成 した 1000組の

デ
ー

タ列 ｛Xn ｝（n ＝ 1
，
2

，
＿

，
丿V）各々 に

対 して Q（N ，p）を最小 にする Pg を求め

た．（Pex　
’
＝ 3．8．）

lO7

05

301

0

（
隣

ビ）
q
」

O
ヒ
山

匸

2
ち
5
¢」
匹

lO
−100

．511 ．522 ．533 ．54
　 　 　 　 trial　paramete「 P

図 2p 対 Q（N ，p）の プ ロ ッ ト．（8）式

と比較する ため に （3）式 を σ気＋ σ急で

規格化 した．q（N ，p）を最小 にする p が

1，。 ．
に対する推測値 Pg を与える．（p。 x

ニ

3．8，1V＝ 100，σA　 ＝ ＝ 1x 　10
−3

，
σ M ＝ 1x

lo
−3 ．）

　（8）式 を用 い た ときの カオス 軌道の 予測値をデ
ー

タ数 N に対 して プ ロ ッ トした もの が

図 3で ある ．また
， p。 ．

＝ 　3．8
，
3．57281，

3．5 に対 しての 予測値 Pg の 標準偏差をプ ロ ッ トし

たの が 図 4 お よ び図 5で ある ．図 3
，
4

，
5 よ り（8）式を用 い たダ イナ ミ クス の 予測 は

，
ダ

イナ ミクス の 種類に よ らず
，
ノ イズの 大 きさの オーダーの 誤差内で 正 しい 値 p。 ，

を得るこ

とが で きて いる．
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図3　図 1 の 時と同様，
異 なる 1000 組

の デ ー タ列 の 各々 に対 して ，遷 移 確率

に 基づ い て 求めた推測値 Pg の 平均値

（Pex ＝ 3．8．）

図 4　推測値 Pg の 標準偏差． （σA ＝

1xlO
− 3

，σM ＝ 1 × 10
−3．）
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図 5　推測値 Pg の 標準偏差． （σ A ＝

1　×　10
’3

，
σM ＝ 0．）

　 予測誤差 を軌道的描像 か らで は な く
，
確率的描像に立 っ て定義 した．そ の よ うに して 定

義した （8）式は
， 任意の ダ イナ ミクス に対 して 有効 で あ るこ とが分 か っ た ．（8）式で すべ て

の σ
2
（m ，

n
，p）を

一
定値 とお くと （3）式 と等価 となる．こ れ を確率的描像 に立 っ て 考 える

と
，
すべ ての ス テ ップ長の 遷 移確率 を同等 に扱 っ て い る と い う点で

， 平均 自乗誤差 は カ オ

ス 軌道の 予測 に は むい て い な い とい える ．遷移確率に基づ い た この 方法は デ ータ列の 生 成

順序か ら もダ イナ ミクス の 生 成則に対する情報を引き出 して い る の で
，
間欠性カ オス の ダ

イナ ミ クス の 予測等に対 して も有効であ る と思 われ る，
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