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§1．序

　 マ ク ロ な レ ベ ル で は輸送現象は現象論的法則に よ っ て 記述 され る 。 特に （線形）拡散で は

粒子流 （J ）が 密度勾配 （▽ 0 ）に比例 す る とい うFi6k の 法則が成 り立 つ
。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 」 ＝ − 1）▽0 ．　　　　　　　　　　　　　　　　 （1．1）

とこ で D は拡散係数で ある 。 こ の場合 、 周知の よ うに 、 棒状の 領域の 両端で
一
定の 密度差 を

保 つ とい う境界条件の 下で は
一
様な密度勾配 を持つ 状態が自発的か つ 非可逆的に形成され る 。

ミ ク ロ な力学法則に基づ く現象論的法則の 導出、 輸送係数の計算に関 して は 、 これ まで活発に

研究が行なわれ、久保 らに よる線形応答理論
1）な ど数多 くの理論が提出され て い る 。 また適当

なス ケーリング極限を とる こ とに よ り直接 ミ ク ロ な力学法則から輸 送現象の マ ク ロ な側面を

捉えよ うとい うアプ ロ
ーチ もある2）

。 しか し 、 輸送現象に付随す るミ ク ロ な状態に関 して はあ

ま り知られて い な い 。

　 他方、 拡散を示す純力学的カオ ス モ デ ルは 、 近年い ろ い ろ と提案され 、 そ の性質が研究され

て い る3’“11）
。 とりわけ 、

ベ ル ヌ ーイ写像を空間的に拡張した モ デル
5− 7）や パ イこね変換を空間

的に拡張 した保存的なモ デ ル？
一
叫 で は 、 平衡 へ の接近 を特徴付ける減衰モ ードお

、
よび減衰率が

密度分布関数の時間発展演算子 （Ftobenius−Perron演算子）の
一般化された固有関数お よび対

応する固有値 として計算 され る こ とが示 されて い る 。
こ の 固有値 （の対数）は PolliFott−Ruelle

の 共鳴12 ・IS）に相当して い る 。 非可逆性 と分布関数の 時間発展演算子の 間にある こ の よ うな関

係の 存在とその
一
般性は 、 prigogineら14− Is）に よっ て主張され て い る 。 その 理論 では 、 （通常

は現象論的方程式や マ ス タ
ー方程式を通．Lて得られ る〉熱平衡へ の接近 を特徴付け る減衰率・

減衰モ ードが 、 分布関数の 時間発展演算子 （liouVille−von 　Neumann 演算子）の
一

般化 された

固有値・固有関数として 計算され る 。

　　こ こ で は、多重パ イこね変換 とい う保存的な決定論的拡散モ デ ル に おい て 、 非平衡定常状

態を厳密に構成 し、 そこで フ ラク タル的な特異測度が重要な役割を演じて い る こ とを示す 。 2

節で モ デ ル を説明 し、 3節で 累積分布関数の発展方程式を導く。 4節で は累積分布関数の発展

方程式の 定常解 として非平衡状態 を構成 し、付随する流れの 性質を論 じる 。 5節で は 、両端の

密度差が一
定に保 たれる よ うに した有限長の 多重パ イ こ ね変換 の 時 間発展 を調べ

、 両端で の

分布が一様 kbesgue測度の 場合 、 定勾配を持ち ECk の 法則に従 う状態が 自発的に生成され

ることを示す 。 詳細 は文献 31−32 を参照され たい
。
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§2．多重パ イこ ね変換

　
一
次元の 酔歩で は 、

一
次元格子上 を動 く粒子 が各時間ス テ ッ プに

一
つ の格子点か ら左 右両

隣の格子点 にそ れ ぞ れ 112の遷移確率で移動する 。 格子点を単位正 方形で 、 両隣へ の 振 り分

けをパ イこ ね変換に置 き換える こ とによ り、 酔歩に類似 した可逆な力学系が構成で きる 。
こ れ

が、次の よ うに定義される多重パ イこね変換 B で ある 。

　　　　　　　　・圃 一｛
（・ − 1

，
2・

， 彗），

（n ＋ ・
，
2x − ・

，甼 ），
1庫；鑽　　 （2・・）

こ こ で 、 整数 n は 、 単位正 方形の ラ ベ ル で あ り、 実数の 組 （r ，y）（0 ≦ x ≦ 1
，
0 ≦ y ≦ 1）は 、

各単位正方形内で の座標を表わす 。 図 1 に 、 写像 B を模式的に示す 。 容易に わか る様に 、 写

像 B は 、 （Lebesgue 測度に つ い て ）保測か つ 可逆 で 時間反転不変で ある 。 事実 、 変換

1（n ，
x

，y）≡ （n ，
1 − y ，

1 −
＝ ） （2・2）

に対 して

　　　　　　　　　　　　　　　　　 B
−1

＝ 1BI
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23 ）

で ある 。 また 、 多重パ イこね変換 B は 、

一
様に双曲的で あ り、その最大 Lyapunov指数は la

2 で ある 。

§3．測度の 時間発展

　 統計力学の 通常の アブ ロ
ー

チ では 、 考えて い る系の 状態は分布関数に よっ て 指定 される 。

分布関数は LiouVille測度に関 して絶対連続な測度を定め 、 逆にその よ うな測度は分布関数を

定める 。 つ まり、 系の 状態は 、 相空間上で定義された測度によ り表わ され て い る 。 今、 測度の

時 間発展 を直接考える と 、 必ず しも liouVille測度に 関 して 絶対連続 で ない 測度も含める こ と

が で き、 よ り一般 の場合 も扱 える 。

團

日
Bー

図 1 ： 多重パ イこね変換 B
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　 多重パ イこ ね変換の 場合にこれ を実行 しよう。

一般性 を損な うこ とな く測度μを Borel 測

度に限る こ とがで きる 。 こ の 時 、 任意の th可測集合は 、 次の 様な半 開矩形の 可算個の 和集合 と

して表わ され る 。

｛［0，
＝ ）x ［O ，y）｝n

， （3．1）

こ こ で添字 n は、 矩形 ［O，
x）× ［O，y）が n 番目の 単位正方形の 部分集合で ある こ と を示す 。 従 っ

て 、 測度μ は 、 累積分布関数 G ：

　　　　　　　　　　　　・圃 ・ ・（｛［・，
・ ）・ 【・，・）｝n）， 　 　 （3・・）

に よ り完全 に指定される 。 測度μの 時間発展方程式は 、 Liouville方程式 と同様 に導出 され る 。

　　　　　　　　　　　　　　　μ重＋1（A）＝

μ重（B
− IA

），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・3）

こ こ で 、 μtは 時刻 tで の 測度を表し、 A は任意の 可測集合で ある。 矩形 ｛［0，
x）x 【0，の｝iの逆

像が

B
−1

｛［・，
・）・ 團 ｝。

一

｛i・，9）・ 【嘲 ｝叶 、

， 　 ・≦・ ≦・1・

｛［o，卷）・ ［・，
・）｝n ＋、

・｛［搾 ）・ ［… y − ・）｝。
，、

・
・！… ≦ ・

と与えられ る の で
、 累積分布関数 G の発展方程式は結局

（3．4）

G ・＋ ・（・ ，
・

，・）・一 ｛
σ診（π 十 1

， 書，
2！ノ）　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0 ≦！ノ≦ 1！2

σ‡（7L十 1
， 詈｝，

1）→一σ £（7L − 1
，

三吉三，
2∬ − 1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3

　　　　　　　　　一σ、（n
− 1

，圭，
2y − 1），　 OSy ≦ 1！2

）

・な・
・

ここで C ・（・ ，… ）… （｛［… ）・ ［…y）｝．）・聯 で ・ ・度・ 累積分欄 ・あ・・

（3．5｝式で x ＝ 1
， y ＝ 1 と置 くと

　　　　　 σt＋、（n ，
1

，
1）＝ α n ＋、，tσt（n ＋ 1

，
1

，
1）＋ （1一α

。
一・，t）σ t（n

− 1
，
1

，
1）， 　 （3・6）

が得 られ る。 ただ しα n ，t　
’
E 　Gt（n ，

1！2，
1）1σt（n ，

1
，
1）で ある 。 明 らか に不等式 o ≦ α n ，

t ≦ 1 が

成立するの で 、 （3．6）乖は1時刻 tの サ イト n か ら （n − 1）へ の 遷移確率がα n
，
t で ある様な酔歩

を表わ して い る 。 α n ，tは選ん だ測度に依存して様々 な値を取 り得 るが 、
こ れは多重パ イこね変

換 とい う力学系が無数の 確率過程 （酔歩）を含んで い る こ とを意味 して い る 。
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§4．非平衡一様定常状態 ： 流 れの 性質 とフ ラ ク タル 性

　前節で は 、 均
一

な分布状態へ の 緩和を論 じたが 、
こ の 節で は、（3．5）式 の

一
様定常解 を構成

しその 状態に おけ る 「流 れ」を調 べ 、厳密に FiCk の 法則に従 う状態が 可能で ある こ と を示す。

4−1．一
様定常状態の構成

　
一
様定常状態は a）（3．5）式の定常解で 、b）前節で 定義 したα

n ≡ G （n ，
112

，
1）！G （n ，

1
，
1）が

サ イ ト座標 n に よ らな い もの として特徴付け られ る 。 さて 、 多重パ イ こね変換は 、x 方向を x

方向に 、 y方向を y方向に写すの で 、 両方向は独立で ある と考えられ 、 積測度 （累積分布関数が

＝ の 関数と yの 関数の 積に書ける 測度）で 表され る定常状態が存在す る こ とが示唆 ざftる 。 因

に 、

一
様 Lebesgue測度は不変測度で 、か つ 積測度 で ある 。 こ の と き累積分布関数は次の様に

置ける 。

　　　　　　　　　　　　　 C （n ，
x

，y）＝ C （n ，
1

，y）F （n ，
or），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）

た だ し、 F （n ，
1！2）＝ α は n に よ らない 。 （4．1）を （3．5）に代入 し F に 関す る条件を使 うと次の

方程式が得 られ る 。

・（… ，y）一 ｛農螺懋，
，y ．、）． 。 。（n ＋ 、

，
、

，
1）譲 1窶

・圃 一 ｛
α F （n − 1

，
2毋），

（1一
α）F （n ＋ 1

，
2x − 1）． 。 ．1農絮

（4．2a）

（4．2b）

関数方程式 （4．2）は deRha皿 の 関数方程式
19− 21

・7）と同様の 形を し て い る 。 （4．2a）は G （n ，
1

，
1）

が定まる と、 （42b）はその ままで 唯一の 解を持 つ
31・32 ）。　 C （n ，

1
，
1）は （4．2a）で y ＝ 1 と置 い

て 得られる漸化式

　　　　　　　　　σ（n ，
1

，
1）＝ （1 一α）G （n − 1

，
1

，
1）＋ α σ（n ＋ 1

，
1

，
1）， 　 　 　 （4．3）

か ら境界条件 を与える こ とに よ り定め られ る
。 （4．3）は右か ら左へ の 遷移確率がα で ある酔歩

の 定常分布 を定める式であ り、前節 と同様、異なる パ ラ メータα が異なる酔歩に対応 して い る

こ とが分 かる 。

　 因みに 、 方程 式 （4．1−3）に よ っ て定め られ る測度μ と多重バ イこ ね変換 B の 組は 、Omstein
の 意味

25）で確率的 M 肛 kov 鎖 と同型で ある
32）

。 遷移確率 Pijとそ れ から計算され る KS エ ン

トロ ピー hKS は次式で与えられ る 。

P ・」
一 ｛17・ ・ 糊場合

（4．4）
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　　　　　　　　　　　　　　h。 ，．一 ．
α ・n。

．（・．α ）・n（レ 。）．　 　
1

　  

　 遷移確率 （4．4）が再び 、 右か ら左に確率α で移動す る酔歩の もの と一致する こ とを注意 して お く。

　　　さて方程式 （4，2）に戻ろ う。 （4．2b）の 唯
一

の 解は deRham の 関数方程式 （4．1）の解 fα
に等

　 しい 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　」Fi（n ，
x ）＝ j「α （x ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・6）

　
．
（；（n ，

1
， y）に つ い て は 、　C （n ，

1
，
1）の 漸化式 （4．3）の 解が

　　　　　　　・（nl ・
，
・）一 挨（

1

…
α

）
k’1

｛・（・・ … 〉一・（・・
，
・）｝＋σ（… ，

・）一 ・の

　 と与えられ る の で 、
二 つ の 場合が区別され る 。

　 ア α 　120 　α 　1 の ム

　 この と き、定数 A 、 A ’

を

　　　A −
、9，。

｛G （・，
・

，
・）

一・（・，
・
，
・）｝，

A ’ 一 （1 一
α ）a （°，

昌ま
α σ（1，

1
，
1）

， （4… ）

　　と置 くと、

　　　　　　　　　　　　　　　C （n7 … ）
・
− A（

1

…
α

）
n

＋ A ’

， 　 　 （… b）

　　で ある 。 C （n ，
1

，y）が G （n ，
1

，
1）と同様の n 依存性を持つ と仮定 して （4．ia）を解 くと次式が得

　　られ る 。

　　　　　　C （・ ，
・

，
・y）… fa（・）・（・ ，

1
，・）− fa（・）｛A（

1

…
α

）
”

・・一・ （・）・ A ’fl・（・）｝・  

　　図 2 （a），（b），（c）の それぞれに （4．g）の n
，
　 m

，
　y依存性 を示す 。

　　イ　α ・ ＝ ＝ 12 の　A

　　こ の とき、 定数 B 、 B ’
を

　　　　　　　　　　　 B ＝ G（1，
1

，
1）− G （0，

1
，
1），　　　B ’

＝ （3（0 ，
1

，
1），　　　　　　　　　　　（4．IOa）

　　と置 くと 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　 G （n ，
1

，
1）＝ nB 十 B ’

　　　　　　　　　　　　　　
』
　　　　　　（4．10b）

　　で ある 。 ア）の 場合 と同様 に して

　　　　　　　　　　 （穿（n ，
x

，y）＝ xa （n ，
1

，y）＝ x ［B ｛ny 十 T （y）｝十 B ’

yl　．　　　　　　　　　　（4．11）
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図 2 ： 累積分布 G（箪，
3

，のの ふ る まい

（α ＝ 215）　　　　　（a）：c（n ，
1

，
1）v ．s．　n

，

（b）・σ（5，
＝

，
1）v ・s・・＝

， （・）ta（5 ，
1

，y）v ．s．　y

図 3 ： 累積分布 G （n ，
x

，y）の ふ るまい

（α 　＝ 　112
，
Fi（ik状態）（a）：c（n ，

1
，
1）v ．s．　n

，

（b）：G （5，
x

，
1）v ．s．¢

， （c）：a （5，
1

，y）v ．s．　k，
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こ こ で 、関数 T （y）は次の 方程式の
一意解 と して定義される 。

　　　　　　　　　　・ω 一 ｛
圭T （2y

｝T （2〃

）
一

＋

sp、− y ．1毒黎1　　　
’

（… 2）

（4．11）の n
，
x

，
　y依存性をそれぞれ図 3 （a），（b），（c）に示す。 関数T （y）は、高木

26〕に よ り、 連続

で い た る とこ ろ有限 な導関数を持た ない 関数の 例 と して考え られ 、 高木関数 と呼ばれる （図 4

参照）。 高木関数 とそれ に 関連 した関数の 諸性質は畑 、山口
20・21）に よ り詳 し く調べ られ て い る 。

12．）．gw

　　2節で示 したように 、 多重パ イ こ ね変換 B は時間反転 1の もと で 不変 で ある。上述 した状

態に こ の 変換 を適用 した もの も定常状態で ある 。 α ≠112の 場合 、
こ の 操作に よ っ て新しい 状

態 は作 られ ない 。 しか し 、 α ＝ 112の 場合には、次 の 状態が得 られる 。

　　　　　　e（nlXly ）・ ・（・｛［… ）・ 1・・ y）｝・）− y［・｛叩
一・（・）｝・ B ’

・］・・ （4・・3）

　以上の 結果 よ り、 α ＝ 112か つ B ＝ o の 場合 を除き、 累積分布関数は 、 特異関数 を含む。

従 っ て 、 対応する測度は 、 Lebesgue測度に関 して絶対連続で はな い
。

つ まり、
こ れ らの 累積

分布を通常 の 密度分布関数 p． （x ，y）を用 い て表わ す こ とは で きない ：

0．8

0．6

30 ．4

0．2

0

σ（・ … y）≠∬面
’

∬吻
’

ρ・ （xt ・の ・

0 O．2　　　　　0．4　　　　　0．6

　　 図 4 ： 高木関数T（y）

0．8 　 1y

（4．14）
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　 パ ラ メ ーター
α の任意性か ら 、 与えられた C （n ，

1
，
1）に関する境界条件に対 し 、 非可算無限

個 の 定常状態 、 従 っ て不変測度が存在す る こ とが解か る 。 しか し 、 す べ て の 不変測度が物理的

に実現可能で は な い
2T −29）

。 こ の 点 に関 して は次節で 議論す る 。

4−2．定常状態に お け る流れ とその性質

　 こ こ で は 、

一様定常状態にお ける流れ を調

べ る 。 n 番 目 と n ＋ 1番 目の 正方形 の 境界を考

える。 図 5 に示す様に 、

一
回の 多重パ イこ ね

変換 B に よ り、 n 番 目の 正方形の 右半分が右に、

n ＋ 1 番目の 正 方形の 左半分が左 に移 され る 。

従 っ て 、 こ の 塊界 を左か ら右へ 横 切 る流れ は、

n 番目の セ ル 中の 【1／2，
1】× ［o，

1】とい う領域の

測度 と n ＋ 1番 目の セル 中の 【O，
1！2】× ［0，

1】と

い う領域の 測度の 差で ある ：

團

nth　cell

B
圏

日
（n＋ 1）血 cel1

図 5 ： 鬼 と n 十 1番目 の 境界 を横切る流 れ

J・ 1叶 ・
一

・（｛［圭，．i］× IO， 1］｝n）一
・（｛［・，｝】・ 圓 ｝n ＋、）

　　　
＝ G （n ・

1
，
1）− G （n ，圭，

1）− G （n ＋ 1
，圭，

1）．

ア α 　 120 　 α 　 1 の A

（4・15）

この とき 、 （4．9）式よ り

　　　　　　　　　　　　　　　 J・ 1n＋・
＝ （1 − 2α ）A

’

， 　 、　 　 　 （4．i6）
となる 。

つ まり、
こ の 時はセ ル 座標 n に依存 しない 部分か ら流 れが生 じる 。

こ れは次の よ うに

理解で きる。 まず流れ の 表式 （4．15）を C （n ，｝，
1）！G（n ，

1
，
1）＝ F （n ，｝）＝・ ・a を用 い て 書 き換え

る と　　　　　　　　　　　 、・

J
・ ・n ＋ ・

一 （・一・・ ）
σ（叫 1

・
1

，
11＋ σ（n ，

1
，
1）− 1｛・（n ＋ ・

，
・

，
・）一・（n7 ・

，
・）｝， （4．・5

・

）

となる 。 こ の 第
一

項は各セ ル の右半分 と左半分 の 重み が異な る （両者の 比は （1 一
α ）： α ）こ

とから生 じる弾道型流 れ を表わ し、第二項は拡散係数 D ＝ 1！2 の 拡散流 を表わ す。 今の 場合、

セ ル座標 冊 に依存す る部分か ら生 じる両流れ は 互 い に打ち消 しあ うの である 。

イ α ＝ 12 の
日 A

　 こ の とき、 （4．15
’

）の第
一
項は存在せず

J
・ln＋・

＝ 一争一1｛O（n ＋ ・
，
・

，
・）一σ（n ，

・
，
・）｝， （4・17）
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となる 。 前 の 場合 と異な り、 流れ はセ ル間の 測度の差に よ り引き起 こ され る 。 さ らに 、 拡散係

数 D が 1！2 なの で 、これ は FiCl［ の法則を表わ して い る ：

　　　　　　　　　　 J
。 1。 ＋ 、

＝ − D ｛G （n ＋ ・
，
・

，
1）一σ（・ ，

・
，
・）｝・　

’

　 （5・17
’

）

Fi（ikの 法則 は明 らか に時間反転対称性 を破 っ て い るが 、 時 間反転対称な多重バ イ こ ね変換の

定常状態として こ の よ うな状態が得 られ る こ とは興味深い
。

2 ）−Elllfi2

　 （4．13）式の状態は次の 流れを持 ち、予想 され る様に 「反」FiCk の 法則に従 う。

　　　　　　　　　　・
・ 1・ ＋・4 − 1｛・（・ ＋ ・

・ … ）一σ（・ ・
1

・
1）｝　 　 （蜩

　　　　　　　　　　　　　 ＝ D ｛C （n ＋ 1
，
1

，
1）

− G （n ，
1

，
1）｝・

§5 ． 状態の選択 ： 有限長多重パ イこね変換

5−3．

　 パ ラ メータα に応 じ異なる定常状態が得 られ 、 それ ぞ れ異なる輸送過程 に対応 して い る こ

とを見て きた 。 どの 状態が物理的 に実現 し得 るか を吟味す る に は与 えられ た境界条件の 下で

の 系の 時間発展を追跡す れば よい 。こ こ で は 、図 6 に 示す両端が 自由運動 に相等 す る写像 に接

続 した有限長の多重パ イこ ね変換の ダイナ ミ ッ クス を考える 。 サ イ ト座標が 1 ≦ n ≦ 1V − 1

の時は多重 パ イこ ね変換 （2．1）に従 っ て変換 され 、 サ イ ト座標が一1 ≧ n または N ＋ 2 ≦n の

時は自由運動に相当する

　　　　　　　　　　B ・（… ，y）一 ｛
（n − 1

・
毋

・y），
°≦x ＜ 1！2 　 　 （5

（7乙十 1
，
¢

，y），　1！2 ≦ 毋 ≦1
）

で 変換 され 、 n ＝ − 1
，0 ，

N
，
1V ＋ 1 の 所で全体が可逆な写像に なる よ うに接続 され て い る 。 初

圀］匿］囚・飃圃

圀］圓圀］■ 圏
凾3
’
　　−2　　　・1　　　0　　　　1

　 　 　 　 1

國園詛圀コ囲
　　　 　　1

圏鬮困鬮圓
N −1NIN ・1N ・2N ・3

　

Bー

図 6 ： 有限長の 多重パ イこ ね変換 ： 破線の 外は 自由運動部 Bf
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n ＝ O

n ＝2

n 昌 4

n ＝10

n ＝ 8

n ＝6

n ＝ s

図 7 ：不完全高木関数 鴎 ω ．長 さ N ＋ 1 ＝ 11の 有限長多重パ イこ ね変換の 場合 。

　　 Ts（y）は高木関数 T（y）とほぼ同
一

。
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期条件 として は、多重パ イ こね部に は累積分布関数 ao（n ，
x ， y）が伸び る方向 x に つ い て二 回

連続微分可能で ある よ うな測度を与え 、 自由運動部分に は次の よ うに
一様 Lebesgue 測度を与

える 。

　　　　　　　　　　　　　σ・（n ・
Xly ）＝ ρ一xy

・
n ≦ − 1

　　　　　　　　　（5．2）　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　Ce（n1 ＝
，y）＝ P＋ xy

，　 n ≧ N 十 1

た だ し、 多重パ イこね部両端の密度差ρ＋
− p＿は零で ない とす る 。 こ の 初期条件は 、密度差を

一
定に保 つ とい う境界条件に相 当 して い る 。

　 こ の初期条件下 で の 時間発展 は解析的に追跡する こ とが で きる
32）

。 その 結果次の よ うなス

テ ッ プ で 定勾配状態に 漸近 して い くこ とが見 い 出された 。

i）伸 び る x 方向へ の 分布の 一様化 。
こ れ は Lyapun・ v 数か ら決 まる 時間依存性 （1！2）

t
を持 つ

。

五）セ ル 座標 n に つ い て 一定の勾配 を持つ 分布 へ の 漸近。
こ の 変化 は拡散 に駆動され 、 対応 し

て ｛cos （壷 ）｝
t
とい う時間依存性持つ 。

丗）縮む y方向の分布の 終状態へ の 接近 。 これ は x 方向へ の
一
様化 と同様 （112）

tの時間変化を

持つ 。

終状態は （4．11）に類似 した形を とる ：

　　　　　　　　… 團 一 ｛
ρ

結 匸（・ ＋ ・）y ＋聯 ρ一y｝・ 　  

こ こ で 関数 Tn（y）は （4．11）の高木 関数 に相当 し 、 図 7 の よ うにな る 。 図 よ り境界か ら十分離

れ た ところで ほぼ高木関数に
一致す る こ とが分か る 。

　 こ の 考察か ら Fid【状態が 安定で ある こ とが示唆され る 。 こ の安定性 は次の よ うに も説明

で きる 。 まず Fick 状態が伸びる方向に
一様で あるの に対 し他の 定常状態は伸び る方向に特異

的で ある 。 他方 、 多重パ イこね変換によ る引き伸 ば しの ため分布は伸び る 方向に沿 っ て
一様化

され る傾向が ある 。 従っ て 、 伸びる方向に関 して特異的な分布が終状態 と して実現す るに は伸

びる方向に 自己相似的な初期分布か ら出発 しなけれ ばならな い 。 この よ うな分布は 、 準備 をす

る の に fine　t・・血 g が必要で あ り、不安定で ある と考えられる 。

　　ところで 、 KS エ ン トロ ピーは Fid【 状態 、 「反」FiCk状態の 双方で 最大値 hKS ＝ h2 を とる

（（4．5）式参照）。
つ まり、KS エ ン トロ ピーは FiCk状態 と 「反」Fick 状態を区別 しな い

。
こ れ

は
一般論か ら結論する こ ともで きる 。 事実 、 FiCk状態 G と多重パ イ こね変nt　B の組 、 （G ，　B ）

は、「反」Fidk状態（｝と逆変換 B
− 1 の 組 （e ，

B − 1
）と 、

1
時間反転 1に より同型 で あ るか ら、 両

者 は等 しい KS エ ン ト ロ ピーを持つ
30 ）

。 他方 （a ，
Bt）の KS エ ン ト ロ ピーは （G ，

B ）の それ の

Itl倍で ある か ら
30）、結局 （C ，

B ）と （（到B）の KS エ ン トロ ピー
は
一

致する の で ある 。

§6．結語

　多重 パ イこ ね変換にお い て 、 特異測度を用 い る こ と に よ り空間的に
一様な非平衡定常状態

を厳密に構成 した 。 各セ ル の右半分 と左半分 の 重み （それ ぞれ 1 一
α 、α ）が異なる か等 しい
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か に応 じて 、 そ れ ぞ れ指数的なセ ル座標依存性 を持つ 分布あ る い は線形 なセ ル 座標依存性 を

持つ 分布が定常分布 として得られ た 。 こ の 状態 は、右 から左 へ の遷移確率が α で ある酔歩の 定

常状態 と正確 に対応 して い る 。 同様の ふ る まい は武末
33）に よる セ ル ・オ

ー
トマ ト ン におけ る

熱伝導にお い て も見い 出され い る 。 こ の 場合、指数型定常分布 と線形定常分布がオ
ートマ トン

の ル
ー

ルに応 じて得られ て い る 。

　 4節で見た よ うに不均
一な定常状態 を構成す る際に フ ラク タル な特異関数が重要な役割 を

担っ て い る 。 こ れは次の よ うに理解で きる 。

一つ の セ ル に注 目す る と変換によ っ て縮む方向に

圧縮された両隣の セ ル の
一
部が流入す る の で 、 すべ て の セ ル 内の 分布が同

一
で ない かぎり、 分

布は縮む 方向に細か く変動する ようになる 。
つ まり、 均

一
なセ ル上分布を持たない 非平衡定常

状態で は必ずセ ル内分布 は特異的に なる の である 。 さらに今考えて い る写像は
一
様 Lebesgue

測度に 関 して エ ル ゴ ード的で あ り
8｝

、 Lebesgue 測度に つ い て 絶対連続な測度か ら出発する限

りLebesgue測度 に漸近 する 。 よ っ て一様 Lebesgue測度で 表わせ ない定常状態に対応す る測

度は特異測度でなければな らな い
。 これ ら の考察か ら ，

一
般に もカオ ス的保存系における非平

衡状態の 記述に特異関数が重要な役割を演じ て い る と期待され る
。
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