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は じめ に

　量子系の
“

雑音
”
は

，
量子光学や散逸量子系の 研究な ど理論物理か ら応用工学 にわ た る分

野で 盛 んに研究され て きた （例 えば ［2］， ［51， ［21］や そ こ に引用 され て い る 文献）．
一

方で
，

こ の 10年来 ，
Accardi達の

一連の 報告集 ［11，　Hudson−Parthasarathyに よる量子確率微分

方程式 の 基礎づ け 【11】，
Meyer ［12】や Parthasarathy［20］に よ る量子確率過程の 教科書 ，

Ohya−Petz の 量子エ ン ト ロ ピー理論 ［19］などを通 して 数学者の 関心も高まっ て きてい る．

なかで も Fock 空間上 の 量子確率過程 は
，
減衰過程の ノ イズ項の モ デ ル などに現れ ， 数学的

に も興味深い 研究対象 となっ てい る ，量子確率論の起源は
， 量子力学に おける波動関数の確

率解釈や位置 と運動量の 不確定性 な どにある．した が っ て
，
数学的定式化 として Hilbert空

間上 の作用素環論が広 く用い られ
， 実際

，
それは 強力 な手段を提供 してい る．た だ し， 物理

的 に興味のある作用素は しば しば非有界作用素 とな るの で
， 情況 に応 じて 理論を工 夫する

必要が ある．その 意味で
， 確率解析 とい わ れて い る

“

無限変数
”
の 超関数論の ア イデ ア を導

入す る こ とは一
つ の 研究方向で はなか ろ うか．

　この 論文で は
，
ホワ イ トノ イズ解析 （飛田解析）と呼ばれて い る確率解析の 方法を量子確

率過程の研究に導入し
，
理論を再構成す る とい う最近 の試みの

一端を紹介す る．ホ ワ イトノ

イズ解析は
，
その 著しい 特徴

　（a）通常は確率超過程 と して扱われ て い るホ ワ イトノ イズ を
，
各時点毎にガ ウス 空間上の

　　 超関数が対応する よ うな超関数空 間内の 連続な （実際は 0 ° ° 一級）流 れ と して 定式化し

　　 て い る こ と；

　（b）通常は作用素値超関数 として扱わ れて い る生成 ・消滅作用素 を， 各点毎に意味の ある

　　 連続作用素 として 定式化 して い る こ と；

を生か して
， 古典的確率過程の 問題に応用 されて きた ［10】．

一
方で

，
ホ ワ イ トノ イズ解析 の

超関数論的側面 か らの研 究は Fock 空間上 の作用素理論へ と進展 して い る （理論の詳細は

［13］， ［14】；概略 は ［15】な ど）．したが っ て ，
こ れまで古典論に終始して きた ホワ イ トノイズ解

析 を
，
作用素レ ベ ル に引 き上げるこ 、とに よ っ て

，
各点毎の 生成 ・消滅作用素を基本的な量子

確率過程 とする理論が構築で きる はずで ある．ま た
，

この 観点は物理学に現れ る量子確率微

分方程式 （［2】， 同 など）の 基礎づ けに も有効で あ る と思わ れ る．

　むろん
，
量子確率過程を議論す るにあたっ て

，
ホワ イ トノイズ解析は唯

一
の 選択肢で はな

い し
，

この 論文で提起ずるアプ ロ
ー

チ 自体 も発展途上 にある．ただ
，

こ れ まで の ところ
，
量

子確率論の 研究に 超関数論 的なア イデ アは それほ ど積極的に は現れて い ない の で
，
本論は
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確率解析の非可換版を構成す る上 で たた き台ともな るだろ う．まだ関連する論文 も少ない

が
， ［15］， ［16］， ［17］， ［18】も参照 され たい ．

1　 ホ ワ イ トノ イス懈析 と Fock 空間上の 作用素論

こ の 報告で は
， Gelfandの 三 つ 組

E ＝ 5（IR）⊂ H ； 、し
2
（R ，

　dt）⊂ E ’

＝ 5 ’

（R ） （1，1）

に基礎 に して話 を進め る．こ こで R は
， 後で議論する量子確率

“

過程
”
の時間軸に相 当す る．

ただ し
，
こ の 章で述べ る主要な結果の ため には E として 急減少 関数の 空間 5（R）をとる必

然性 もなければ
，
R 上の 関数空間にこ だ わ る必要 もない ，実際 ，

　R をか な り一般の位相空間

（topological　space ）に と りかえて 理論を構成する こ とが で き
，
その 方が応用上 も有利で ある

［131．こ の こ とに つ い て は
，
こ の 論文の 最後 （§3．3．5）で 少 し触れ る，

　なお
， （1．1）に現れて い る 3 つ の空 間はい ずれ も実空間で ある ．H の実内積 と E ’ xE 上

の 標準双線形形式は
，
整合 して い るの で 同 じ記号〈・， ・〉で表す．また H とその複素化 Hc の

ノ ル ム を同 じ記号 1・Ioで 表す （添字 0 は後の都合 に よる）．さて
，
　E乙× Ec 上 の標準複素双

線形形式は
，
H の 実内積 を拡張 した もの で あ るか ら

， 同 じ記号 〈・， ・〉で 表そ う．したが っ て
，

tξ11− 〈1， ξ〉一 紳 ξ（t）d・
， ξ・ H ・

− L2（・ ，… C），

に注意すべ きで あ る．

注 意 混乱 を避ける ため
，
こ の論文を通 して

，
複素 Hilbert空間の エ ル ミート内積を表す固

有の 記号は用い ない こ とにする．

1．1Wiener − lt6− Sega1 同型

1 ．1 ．1　Fock 空間　Hc ＝ L2（IR，　dtiC）の n 重対称 テ ン ソ ル積 （つ まり n 変数複素数値

L2一関数で 対称な もの 全体）を H2 π

で 表す．なお
，
　H 留 ＝ C と約束する．各 n に対 して

fn∈ 瑠
π

となっ てい る関数列 f ＝ （fn）鑑o で

　

oo

　

＜嬬
゜ ・

Σ
面

　

≡捫ば （L2）

をみたすも．の 全体は
， II・Ilをノル ム として Hilbert空間に なる．こ れを Hc 上の （Boso皿）

Fock 空間とい い r（Hc）で 表す．これ は
， 本来

， 自由度 1 の Bose粒子の 生成 ・消滅を記述

す るため の Hilbert空聞で ある，

　物理学の 文献では
，
F。ck 空間の ノ ル ム （1．2）の定義で

， 荷重 n ！をつ けない の がむしろ普

通の 流儀で あるが
，
数学的構造に 本質的な違い を生ずる もの で はない ．しか し

， 後で必要に

なる指数ベ ク トルや生成 ・消滅作用素の定義 も違っ て くるので 注意された し．
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1．1．2　Gauss 空間　まず ，
　E の 核型性 （付録 §A ．4 参照）に よっ て

，
　E 上の 連続 な正定値

（正の定符号）関数と E 申

上 の有限測度は 1対 1対応する （Bochner−Minlosの定理 ）。こ こ で
，

E 寧
には

， ξ∈ E 毎に定まる 1 次関数 E 中

∋ エ H 〈x ， ξ〉をすべ て可測にする よ うな最小 の σ 一

加法族 （cylindrical 　a −field）が与 えられ て い る もの とす る．こ れ は
，
　E ’

の 強双対位相 に関す

る位相的 σ 一加法族 と一
致す る ，特に

，

　　　　　　　　　　　・
紬 2

・ ム・
’‘’

・elSL
（dx）， ξ・ E

，

をみ たす E 申

上 の確 率測度 μ

’
を （標準）Gauss測度 ， 確率空間 （E

’

，μ）を Gauss空間 と呼

ぶ ，Gauss空間は Lebesgue 測度を備えた Euclid空間の 最 も自然な無限次元へ の 拡張と考

えられ てい る．

1．1．3Wiener − lt6− Segal 同型　こ の 論文で は
， 母関数

　　　　　　　　　　　　　　e2
‘” s ；

一 溺 焦 （t）

に よ っ て定まる多項式 Hn （t）を n 次 Hermite 多項式 とい う．す る と
tX ∈ E ’

に対 して
，
対

称な n 変数超関数 ：X   n
：∈ （Een ）：ym が

，

　　　　　〈・x
・n

・
，
・c・・

〉一 黠 （芳1｛
＞

1。）｝
x ∈ E ’

・ ξ・ E
，
− c≠・

，

をみたすもの として定義される．次に
，
L2一近似の議論で XH ＜：xQn ：

，
　fn＞が任意の fn∈ E 掛

に対 して定義され
，
n が異 なれ ば互 い に 直交する こ とが証明 され る ．

　逆 に
， 任意の φ∈ （L2）に対 して

， （fn）盤 0 ∈ r （Hc ）が
一

意的 に存在 して
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 QO

　　　　　　　　　　　φ（x ）一 Σ〈・x
°Pn

・
，　fn＞，　 x ∈ E ’

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝O

が （E
’

， μ）上の L2一収束の 意味で 成 り立 つ ．右辺 の 級数は直交和で あ り，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 co

　　　　　　　　　Ilφill・ ん．
1φ＠）12μ（dx）一 Σ n ・［・f・ ・1：− li・112

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝O

となる．

（1．3）

（1．4）

　　　 表式 （1．3＞を φ∈ （L2）の Wiener− It6展開とい い
，

こ れ に よ っ て 引き起こ され る

（L2）と 1「

（Hc）のユ ニ タ リー
同型 を Wiener−lt6−Segalの 同型 とい う．これは有名な結果で

あるが
，

こ こで 述べ た よ うな定式化に沿 っ た証明は ［10］， ［13］等にある．こ うして Fock空

間は
，
Gauss空間を通 して 確率論と結び つ く．

1．1．4　指数ベ ク トル と真空ベ ク トル 　各 ξ∈ Hc に対 して
，

　　　　　　　・・（・）− e・
・’・〉一・c，・・／・

一 慧ぐ・
邸

・
，等〉）

x ∈ E ’

， 　 （・・）

とおけば
， §1．1．3 の 議論か ら φξ ∈ （L2）で ある．これ らは指数ベ ク トル （あるい は coherent

state ）と呼ばれ
，
　Fock空間の議論で しばしば重要である．特に

， φo（x）≡ 1 は真空ベ ク トル

と呼ば れ る．指数ベ ク トル の 全体 ｛φξ；ξ∈ Hc ｝は （L2）の 稠密部分空間を張る
一

次独立 な

関数系である．
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1．2　 ホ ワ イ トノ イズ超 関数

1．2．1　構成　緩増加超関数の 空 間 E 申
＝ 5’

（R ）が微分作用素

　　　　　　　　　　　　　　　　A ニ 1 ＋ オ
2 ＿正

　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 一dt2

を用い て標準的に構成され る （付録 §A ．4）ように
，
Gauss空間上 の 超関数空間 （E ）

’

カ  4 の

第二量子化と呼ばれる作用素 11（A ）か ら構成され る．φ∈ （L2）の Wiener−lt6展開を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　　　　　φ（x）一 Σ〈・x   n
・
， f・ 〉，

・ ∈ E ’

， 　 　 　 （・・6）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝ O

とする とき，
r （A）は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ロ

　　　　　　　　　　r （A ）il（x ）一 Σ 〈1・
  n

・
，
・A   ”

・f・ 〉，　 x ∈ E ’

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝ 0

によっ て定義される．T（A）の 固有値 と固有関数は
，
　A のそれか ら具体的に求め る こ とがで

き
，
r （A ）

− 1 が Hilbert− Schmidt 型にな る こ とが 証明され る ．したが っ て
，
標準的 な構成法

（§A．2）によ っ て
，
可算 Hilbert核型空間 （E ）と Gelfand の 三 つ 組

　　　　　　　　　　　（E）⊂ （L2）≡ L2（E
’

，μ）St　1
「

（Hc ）⊂ （E）
申

　　　　　　　　 （1・7）

が得 られ る．（E）の元をホ ワ イトノ イズテ ス ト関数 ， （E）
’

の 元 をホ ワ イトノ イズ超関数 と

呼ぶ ，（E ）
“

× （E）上の標準複素双線形形式 を 《
・
，

・
》で 表す．

1．22 　ホ ワ イ トノ イズテ ス ト関数の Wiener −lt6展開　ホワ イトノ イズテ ス ト関数 φ∈

（E ）は （L2）に属す るの で
， （1，6）の よ うに Wiener−It6展 開され るが

， それは単なる L2一収

束よ りも強い 意味を持つ はずで ある，実際， 構成法か ら （E）の 定義 ノル ム系 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 co 　　　　　　
’
　　　　　　　　　　　　　　　 oo

　　　　　H　ip　11；　一 　11　r （A）P φ睹＝ Σ　n ！1　（A   ”

）
’f． 　IZ＝ Σ π ！1　f・ 　1；，　 P ∈ R

， 　 （1・8）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝ O　　　　　　　　　　　　　 n ； O

で 与え られ る．（p ＝ o の場合が （L2）の ノ ル ム に相当す る．（1．4）を見 よ．）よ っ て
， φ∈ （E）

の Wiener−It6展開は （E）の位相で 収束する．例えば
， 指数ベ ク トル φξ

に対 して は
， （1．5）

よ り

　　　　　　　　　　　　　II・・II；一 シ 箒：− el
ξ1；・

したが っ て
， φξ ∈ （E）となる必要十分条件は ξ∈ Ec で あ る．

1．2．3 ホ ワ イ トノ イズ超関数の Wiener − lt6 展開　超関数の 列 凡 ∈ （踏
冗

）；ym で
，
ある

p ≧ oが存在 して Σ雛o π ！臥 巨p
く QQ とな っ て い る もの を考える．この とき φ∈ （E）に対

して
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　《¢ ， φ》＝ Σ n ！（F 。 ，
・fn＞，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝ O

　 　 　 　

φ  ＝ Σ〈Ix
  n

：
， あ〉，

　 　 　 n＝0
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とお くと
，
φ∈ （E ）

寧

が証明 され る．こ の ψ を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　　　　　　　殉 一 Σ 〈・x
  n

・
，
Fn＞　 　 　 　 　 （1・9）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝0

とか き，
φ の Wiener−It6展 開 と呼ぶ ．逆 に

， 任意の ψ ∈ （E ）
＊

は こ の 形で あ る．但 し ， 級数 、

（1．9）その もの は各点 x ∈ 翌 で意味を持たない ，収束に意味づ けす るこ ともで きるが
，

こ

こで は単に
，
φ と （凡 ）毘 o との対応関係 を示す もの と理解 して お こ う．等式 （1．8）はその ま

まホ ワイ トノ イズ超関数 に対 して も成 り立 つ ，

1．2．4　Brown 運動 とホ ワ イ トノ イズ　区間 ［O，
t］の 特性関数 110，t］は Hc に属す るの で

，

　　　　　　　　　　 B ・（・）一くx ，・11・筋 x ∈ E
’

，
t ≧・

，

は （L2）＝ L2（E
申

， μ）に属す る関数 （Gauss 型確率変数）で ある．容易 にわかる が
，

　　　　　　B 。
＝ O

， 　 E（B、）＝ 0
， 　 E（BIB ，）＝ min ｛s ，

t｝　 s
，
t≧ 0

，

で あるか ら
， ｛B £｝t≧o は原点 0 を出発点とす る Brown 運動 （の

一
つ の 実現）で ある，

　各 t∈ R に お けるデ ル タ関数 δt は 5 ’

（R）＝ E ＊

に属す る．よっ て
，

　　　　　　　　　　　　　レレk（x ）　＝ 　〈：x
  1

：
，
δt＞　＝：　〈m ，

6オ〉

（1，10）

は
， （L9 ）の 特別 な場合で あ るか ら 凧 ∈ （E）

卓

．しばしば VVIt（x）＝ x （t）と略記 し，
ホワ イ ト

ノ イズ とよぶ．次 の事実が 注 目に値する．（い つ も通 り （E）
“

には強双対位相 （§A ．3）が 与え

られて い る もの とする．）
（a）ホ ワイ トノ イズ tH 　Wt ∈ （E ）

’ は 0 °°・級の 流れ で ある．

（・）・・… 跏 蝸 ・ （E）
・
　・・E］の 流れ ・して微分可能で あり， 畠 覇 が成 り立

　　 つ ．特に tH 　Bt ∈ （E ）
’

も 0 °°一級流 れで ある．

　（c）したが っ て
，任意のテ ス ト関数φ∈ （E）に対 して

，
tH 《Bt ， φ》は 0 °°一級関数で

，

　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　d

　　　　　　　　　　　　誑《B ・， φ》一 《Wlt，φ》， φ・ （E）・

以上の よ うな意味で
，
ホ ワ イ トノイズは Brown 運動の時間微分 である とい える．念の ため

つ け加え… 上の … 羞恥 ）一 肺 ）が各 ・ ∈ E ・
・対 ・・ 成 ・立つ ・い う主張 ・

は全 く異なる．実際
，
Brown 運動の軌跡は微分で きない ほ どジグザグで ある こ とは よ く知

られてい る．我々 の議論は
，
デ ル タ関数が超関数論 に よ っ て 正 当化 された こ とに似てい る．

1．3　Fock 空間上の作用素論

L3 ．1　各点毎の生成 ・消滅作用素　我 々 は
，
　Fock 空間 r （Hc ）or（L2）上 の 作用素を取 り

扱 う代 わりに
，
Gelfandの 三 つ 組 （L7）に基づ い て

， （E）．から （E）
掌

また は （E ）か らそれ 自
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身へ の 連続作用素を考 える．その よ うな作用素の 全体 をそれ ぞれ L （（E ）， （E）
＊

），
jC（（E ）， （E））

で 表す．位相が必要 な場合は
， 有界収束位相を考える の が好都合で ある．また

，
r （Hc ）上の

有界線形作用素はすべ て L（（E），（E）り に属する こ とに注 意 して おこ う，

　Fock 空間 r （Hc ）上 の 作用素で 最 も基本的な もの は
，
生成 ・消滅作用素で あるが

，
　Gelfand

の 三 つ 組を考 える こ とで
，
各点毎の 生成 ・消滅作用素が導入 され る．典型 的 なテス ト関数

φ∈ （E）として di（x）＝ 〈：x
  n

：
， ξ

x ．

〉， ξ∈ Ec
，
を考 えよ う．こ の とき

，
任意の y ∈ E6 に対

して

　　　　　　　　　　　工）
りφ（x ）：＝ n 〈y ， ξ〉〈：xx （n

− 1）：
， ξ

  （n
−1）〉

とお くと
，
Dy は （E ）上 に連続的 に拡張され て

，
　Dy ∈ L（（E ），（E ））とな る，これ を消滅作用

素 ，
その 共役作用 素 D；∈ L（（E ）

ホ

， （E ）
’

）を生成作用素 とよぶ 、特 に ， y ＝ δ， ∈ E ’

に対 して

　　　　　　　　　　　　αt ＝ D δ、 ， 　 α；＝ D ；， ， 　 t∈ R
，

とお く．こ れ らが 点 t ∈ R における消滅作用素 ・生 成作用素で ある ．こ こで 特に強調 して

お きたい こ とは
，

αt ∈ £ （（E），（E）），
a；∈ L （（E ）

’

， （E）
一

）となっ て い る こ とで ある．特に
，
両

者 とも L（（E ）， （E ）
’

）に属する （なお §2．1．3 も参照），

注 意　ホ ワ イ トノイズ解析の 文献で は
，
at　 ＝ ∂t と書い て

，
しば しば飛田の微分作用素 と呼

んでい る。本稿で は
，
読者 に と っ て よ り馴染みの ある記号 at を用 い る こ とに した．

1．3．2　積分核作用素　位相線形空断の
一
般論に よ っ て

，
任意の κ ∈ （E8

（t＋ m 〕
）

’

に対 して
，

　　　　　《ε’μ （・）φ， ψ》一 く・
， ＜＜・：、

・・… ；、… 、
　
”

…
。 φ， ψ＞〉＞， φ，ψ・ （E ）

をみ たす作用素 ヨτ，
TrL （K）∈ £ （（E ），（E ）りが 一意的に存在す る こ とが わか る．これ を

・い （・）− 4、＋ m

κ（・・，

… 1・1，
t・，

… 嵐 … ・：、α・
・

… 噛 … 融 ・
… d・

・ （1… ）

の ように形式的積分で 表し，
κ を核超関数とする積分核作用素と呼ぶ．場の量子論で は常識

的な表現で は あるが
，

κ の 方 こそ超関数に と っ て い る こ とに注意せ よ．前の 1変数 ， 後ろの

m 変数に つ い て それ ぞれ対称にな っ て い る κ の全体を （E ，

X （t＋m ）
）；ym （t，m ）

とか く．核超関数

をこの 空間に制限すれば一意的で ある．積分核作用素の重要性は次の 定理に集約 され る．

1．3 ．3　一般展開定理　任意の ε ∈ L（（E ），（E）
’

）は L（（E ）， （E）
’

）の位相で 収束する級数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 co

　　　　　　　　　ε 一 Σ ε，
，
m （・1，

。 ），
・1

，
． ∈ （Eε

（’＋m ）
）：，。 （1，m ）， 　 　 （1・12）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t印m ； O

に展開される，もし ヨ ∈ 4（（E ），（E））な らば
，

κi，m ∈ （（E8り
’
  （E8

鵬

）
率

）sym 〔1，冊 ）
で あ っ て級

数（1．12）は L（（E），（E ））で 収束する，

　なお ， 条件 κ 1
，
m ∈ （（E8i）  （1瑁

孤

）
申

）sym （1，
m ｝

は 亀鼠 κい ）∈ L（（E ），（E ））と同値で あ る．

上の 表現 （1．12）をヨ ∈ L（（E），（E）りの 積分核作用素に よる展 開と呼ぶ．これ まで Fock展

開とい う呼び名 を用い て きたが （［13】な ど），
この タイプの展開を初め て議論 したの は Haag

［9］の よ うで あ る．その 後も
， 多 くの 人達に よ っ て様々 な形で 取 り上げ られ てい る．例 えば

，

［5］など も見 よ．
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1．3，4　作用素の シ ンボル 　ε ∈ L（（E ）， （E）
掌

）に対 して Ec　×　Ec 上 の C一値関数

9 （ξ， η）＝ ＜＜ヨφξ， φη》，　　　ξ，η ∈ Ec
，

を ヨ の シ ン ボル とい う．指数ベ ク トル ｛iPc　iξ∈ Ec｝は （E）で稠密部分空間を張るの で
，

（E）か ら （E ）
嚀

の 中へ の 連続線形作用素 は シ ン ボ ル に よっ て
一

意的に定 まる．また
， 作用素

ε ∈ L（（E），（E ）
’

）を積分核作用素で 展 開す る ための 核超関数は
，
作用素の シ ン ボル のテ イ

ラー展 開か ら求め る こ とが で きる．詳細 は ［13］を見 よ．

1．3．5　 シンボ ル の 特徴づけ定理　与えられ た関数 θ ： Ec × Ec → C が作用素 ヨ ∈

L（（E ）， （E）りの シ ン ボル に なるため の 必要十分条件 は
，
次の   ， （ii）で あ る ：

　（i）ξ，ξ1 ，η，η1 ∈ Ec を任意に固定する とき
，
2 変数複素関数

（z ，
w ）ト → θ（zξ＋ ξ1 ，

w η＋ η1），

　 は C × C 上で 正則で ある ；

（li）定数 0 ≧ 0
，
　K ≧ 0

，
　p ∈］R が あっ て

，

　　　　　　　　　1θ（ξ， η）1≦CexpK （1ξi；＋ 1η1賽），

ろ ω ∈ C
，

ξ， η∈ Ec ．

さらに
，
ε ∈ L（（E ）， （E））となるため の必要十分条件は

，
上の （i）と次の （丗）である ：

（丗）任意の p ≧ 0
，
E ＞ 0 に対 して

， 定数 0 ≧ 0
，
　q ≧ 0 が存在 して

　　　　　　　　　1θ（ξ，η）1≦Oexp ‘（【ξ］k9＋ 1η12P），　　　ξ， η ∈ Ec ・

この定理 の 証明は ［131で 完成 し
， 様 々 な問題 に応用 され て い る

2　 Fock 空 間上 の 量子確率過程

2．1　定義と基本例

2．1．1　量子確率論　通常 ， 作用素環に よっ て定式化される．M を Hilbert空間 冗 上 の von

Neumann 代数 ， φを M 上の 正規状態 （n 。rmal 　state）とす る とき（冗 ，
M

，φ）を量子確率空間

とい う．古典的確率論は
，
M が 可換代数の 場合に相当す る．実際

，
確率空 間 （n ，

∫
，
　P ）に対

して
，
Hilbert空間を H ＝ L2（ρ，

∫
，
　P），

その上の von 　Neumann　eC　M として L °°

（n ，
　f

，
　P）

に属する関数 ノに よるかけ算作用素 Mf の全体 ，
正 規状態 φ を単位ベ ク トル ξo（ω ）≡ 1 に

対応するベ ク トル 状態とすれ ば
， （冗 ，

M
，φ）は量子確率空 間に なる，こ の とき

，
M は可換代

数で あ り
，

φ（M ・）一 （鋳 ξ・， ξ・〉一 ゐ∫（・ ）・（伽 ）一 ・（∫）， ∫・・
°°

（・ ・角 ・）， （2．1）

が成 り立つ ．逆に
， M が可換代 数で あれば

， （M ，
H

，φ）は上の よ うに して古典的確率空間か

ら得 られる ．関係式 （2．1）を軸に して
， 古典論における様々 な概念を量子確率論 に持ち込む

こ とがで きる．
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　我々 の議論で は
，
Gauss空間 （E

卓

， μ）が基礎の確率空間で あるか ら
，
H ＝ L2（E

＊

，μ）＝ （L2）
が 念頭に ある． ただ し

， 超 関数的なア イデ ア を有効 に導入 する ため
，
Hilbert空 間で は な

く Gelfand の 三 つ 組 （E）⊂ （L2）⊂ （E）
’

，
　von 　Neumann 代数 B （冗 ）で は な く作用素の 族

L（（E ），（E）
申

）を取 り扱 うの で ある．

2．L2 　定義　さて
，
ホ ワ イ トノ イズ解析の特徴の

一
つ は

，
ホ ワ イ トノ イズ ｛VVt｝を （E ）

’

中

の 連続な流れ （実際には 0 ° °一級の 流れ）と捉える こ とで あっ た （§1．2．4），こ れを念頭におい

て
， 作用素の 族 ｛ヨ¢ ；t ∈ R ｝⊂ L（（E）， （E ）

＊

）で オH 呂 が連続写像にな っ て い る もの を量子

確率過程 とよぶ こ とにす る ．そ うすれ ば
，
連続線形写像 ε ：Ec → L（（E ）， （E ）

寧

）を量子確率

超過程 と呼ぶ の は 自然で ある．

　量子確率超過程 ε が正則で ある とは
，
ε が E6 か ら L （（E），（E ）

寧

）の 中へ の 連続線形写

像 に拡張され る ときにい う．正 則 な量子確率超過程 ε に対 して
， ｛呂 ＝ ε（tit）｝とお くと量

子確率過程が得 られる．実際
，
連続性は tH 　6t∈ Eるの それか らわ かる．しか しなが ら

，
任

意の 量子確率過程が正則な量子確率超過程か らこ の よ うに して得 られ るわけで は ない ．今

後
，
正 則な量子確率超過程 の こ とを正則な量子確率過程 と もよぶ，

2．1．3　量子確率過程と しての 各点毎の 生成 ・消滅作用素　まず， 各点毎の 消滅作用素の

族 ｛at ＝ 三b
，
1（6t）｝及び生成作用素の族 ｛a；＝ 51

ρ（tit）｝は正 則な量子確率過程 とな り， 我々

の 立場 で は
， 極 め て基本的で あ る． 実際 は

，
よ り強 く tHat ∈ L （（E），（E））， t ト→ a；∈

L（（E）
寧

，（E ）り で あ っ て
，
ともに 0 ° ° 一写像 で ある，

2．1．4　古典確率過程 と量子確率過程　φ ∈ （E）
＊ と φ∈ （E）に対 して

，
φφ＝ φψ ∈ （E ）

’

が 《φφ， ψ＞＞＝ 《φ， φψ＞＞， ψ∈ （E ）， をみたす （E）
“

の 元 として定 ま り， di　H φφは （E ）か ら

（E ）
＊

へ の 連続線形作用素となる．こ れ を φ ∈ （E）
寧

か ら引 き起 こされ る かけ算作用素とい

い
， 同 じ記号 で 表す．（E ）

＋
の 中の連続 な流 れ 晝H 画 ∈ （E）

＊

はかけ算作用素 と して 量子確

率過程 となる．これ は古典的確率 （超）過程 を量子確 率過程 とみ なす標準的 な仕方で ある，

2．1．5　量子的ホ ワイ トノ イズ　ホワ イ トノ イズ ｛呪 ｝は （E）
“

の 中の連続な流れ で あ っ た

か ら
，
か け算作用素 とみ なせ ば量子確率過程であ る．こ れ を量子的ホ ワ イ トノ イズ とい う．

かけ算作用素として

　　　　　　　　　　　　　　w ，
＝ at 十 a；， 　　t ∈ R

，

の よ うに展開され るか ら
， 量子的ホ ワ イトノ イズ は正則な量子確率過程で ある，

2．1．6　Hudson − Parthasarathy の生成 ・消滅過程　積分核作用素で 定義され る

．4ド 50
，
1（1［D，t］），　 ．4；＝ ヨ1，0（1［o，司），　 オ≧ 0

， （2．2）

をそれぞれ 消滅過程 ・生成過程とい う，起 点 t ＝ 0 は もちろ ん便宜的な もの で ある．この

と き
，
tH 　At ∈ L（（E），（E ））と tH 　A；∈ L（（E ）

’

， （E）りは連続で あるの み ならず
，
0 °° 一級で
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あっ て
，

　　　　　　　　　　　　　　箒一 ・・， 箒 一 ・；， 　 　 　 （・・3）

が成 り立 つ ．この 事実に よ っ て
，
我々 は dA ，，

　dA；に関する確率積分 （［11］，［20］）を αtdt ，
α；dt

に 関す る通常の 積分 として扱 うこ とがで きる．こ の あた りの こ とは §3 で 議論す る．

2．1．7　量子 的 Brown 運動　生成 ・消滅過程の 和 を量子的 Brown 運動 とい う．こ れ は
，

Brown 運動 ｛B ，｝をかけ算作用素とみ なした もの に他ならない ：

B ，
＝ ノ1¢ 十 ノ1；，　　 オ≧ 0

，

2 ．2　 量子確率過程の表現定理

2 ．2 ．1　一
般化 された積分核作用素　積分核作用素 （1．11）の 自然な一般化 と して κ を作用

素値超関数にお きかえる こ とがで きる．L を Rt＋m
上 の L（（E），（E）

ホ

）一値超関数 とす る
， す

なわち
，
L ∈ L（E8

（置＋ m ）
，
L （（E），（E）

’

））．こ の とき
，

　　　　　　　　《三厂φξ， φη＞〉＝ くくL（η
  1

  ξ
x ．

）φξ， φη〉＞， 　　ξ，η ∈ Ec
，

をみ たす連続作用素 ε ∈ L（（E ），（E）
申

）が
一

意的に 存在する．こ れ を

fRi＋ 。

α：、

… α：、L （・1ド
・・

晶
・・

，
オ

鵬 ）α t、
… atmds ・

… dSidい ・dtm

（2．4）

（2．5）

とか い て
，

一般化 され た積分核作用素または単に積分核作用素 と呼ぶ ．後で 導入する量子確

率積分 は （2．5）の 特別 な場合で ある，また
，

一
般化 され た積分核作用素は

，
従来の 積分核作

用素 （1．11）を逐次積分す る こ とに よ っ て 自然に現れ るが
，
逐次積分の 正 当性 （Fubini型定

理 ）は厳密に証明で きる 【181．

2．2．2　作用素の量子確率積分表示　任意の ε ∈ £ （（E），（E ）り を （1，12）の ように積分核作

用素で展開して
，
和 を 3 つ の部分 に分ける ：

ε〔1）＝ Σ εい （rCl，m ），

　 　 　 1≧O，m ≧1

　 　 　 の

ε 
ニ Σε・

，
・（r・・，・），

　 　 　 t＝1

ε（3）
＝ 言0，0（rCO，O）．

明らかに
，
ε（3）はス カラ

ー作用素で あり
，

ヨ（3）
＝ 《εφ。， φo》1．

さて
，
ε  で あるが

，
そこに 現れる積分核作用素は少な くとも 1 つ の 消滅作用素 α 、 を含む．

Fubini型の 定翠を適用して
， 項をま とめ直せ ば

　　　　　　　　・（11
　一 　f。 L（・）… d・

，
・ ・ L （E ・ ，

L（（E），（E）
車

）），
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が証明 される．三   に つ い て も同様であ り
，
結局 ， ε は

一
般化 された積分核作用素 を用い て

ε 一 fR・（軸 ＋ 孟刺 ・）・・ ＋ ・・ （2，6）

の ように表現で きる．こ こ で
，
L ∈ L （Ec ，

£ （（E ）， （E）
’

）），
　M ∈ L （Ec ，

L（（E），（E ））），
　c ∈ C で

あ る．（2．6）の 右辺第 2項は 三  に対応す るの で
，
M “

（t）は生成作用素 しか含まな い ．よ っ

て任意の ξ∈ Ec と t ∈ R に対 して 【M （ξ），閥 ＝ 0 とな っ て い る．

2．2．3　量子確率過程の 表現　前節の 結果 を
，

一般の量子確率過程 ｛昌 t｝に適用す れば
，

・・
− f。　・・（・）蜘 孟輔 ・）ds＋ ・t・ （2．7）

の よ うな表示が得 られ
， 様々 な応用が期待で きる．こ こ で は

，
　Lt

，
　M ， の 性質に は言及す る余

裕はない が
，
後で論 じる量子確率積分の

一
般化され た もの と理解され たい （詳細 は ［17］を見

よ）．なお ， ｛Ctl ｝はス カ ラー作用素か らな る量子確率過程である．

2．3　 適合過程

2．3．1　定義　まず ， η ∈ Ec な らば
，　D ；∈ L（（E），（E））かつ D

η
∈ L（（E）

申

，（E）
“

）が わか

る，したが っ て
， 任意の作用素 ε ∈ L（（E），（E）

＊

）に対して交換子 ［D η，司， ［D毒，
ヨ1は意味

を もち
，
L（（E ），（E ）り に属する．これ を念頭におい て

，
量子確率過程 ｛昌｝が適合 して い る

（adapted ）とは
， ［、Dn，刷 ＝ ［P 毒1εd ＝ 0 が任意の t ∈ R と supp η ⊂ （t， ＋◎Q）をみ たす任意

の η ∈ Ec に対 して 成 り立 つ と きにい う．

　例 えば
，
消滅過程 ｛A ，｝，

生成過程 ｛A：｝，
お よびそれ らの微分 ｛at｝，｛a；｝は適合過程で あ

る．また
， 量子確率超過程 に対 して もこ の 定義 を拡張す る こ とが で きる．§2．L4で 述べ たよ

うに
，
古典的確率過程を量子確率過程 とみ なす とき

，
上の意味の適合性 は Brown 運動 ｛Bt｝

か ら導か れ るフ ィル トレーシ ョ ン に 関す る適合性 に一致する．

2，3．2　適合過程の表現定理　一例 として
，
正則な量手確率過程 ｛昌 t｝が適合してい る とき

，

次の よ うな積分表現が可能で ある ：

耳 ・ ズ．．

・（・軸 ＋∠．．

刺 ・・）・・ ＋ … ，
・∈ R （2．8）

ただ し
，

　（i）、L ：1RxEc → L（（E ），（E）
掌

）は連続かつ 第 2 変数 に 関 して線形， 任意の t∈ R に対 し

　　 て SUPP 　L（t， ・）⊂ （
− oo

，
．t】．

（il）M ：IR× Ec → L（（E），（E））は連続か つ 第 2 変数に関して 線形
，
任意 の t ∈ R に対 し

　　て supp 　M α，

・
）⊂ （

一
■

，
tl

，
さらに ［M （s ， ξ），

at】＝ O が任意の s；t∈ R と ξ∈ Ec に対

　　 して成 り立つ ．

（丗）c ：R → C は連続関数

さらに詳 しい 内容につ い て は ［17】を参照 されたい ．
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3　量子確率積分

3．1　 ホ ワイトノ イズによ る古典的確率積分

3 ．1．1　確率過程の 時間に関する積分　まず
， （E ）

卓

内の 連続 な流れ をこ こで は単に確率過

程と呼ぼ う。例えば
，
ホ ワイ トノ イズ ｛Wt｝はそ うで ある．さて

，確率過程 ｛φ¢｝が与えられ

た とす る．この とき
，
位相線形空間の

一般論 を用 い て

《Ptt， φ》・ 　f。
‘

《die， φ》d・
， φ∈ （E），

をみたす確率過程 ｛ψ‘｝が存在する こ とが わ かる．α は始点 として 固定 して考 えて い る．こ

れを
，
φ2 の 時間に対す る積分 とい い

，

・・’ 一 μ ・・

で 表す．こ の とき， （E）
串

の位相に関 して

訌
‘

勅 一 φ・

が成 り立つ ，

3．1．2　Hitsuda− Skorokhod 積分　
一

般 に
，
確率過程 ｛φ孟｝に対 して ｛a：dit｝が再び確率

過程 にな る ことが 証明され る．よっ て
， 前節 の 意味で

， 時間 に対す る積分：

∠
霊

α：軋 ・・

を考える こ とがで きる こ れ を ｛φ霊｝の Hitsuda−Skorokhod積分 とい う，例 えば
，
　Brown 運

動は

　　　　　　　　　　　　　　　　・Bt − fotα：φo　ds

とな る．もし ｛φ¢｝が （L2）に属 し
，
　Brown 運動 ｛B ¢｝の 生成す る フ ィル トレ ーシ ョ ン に関

して適合 してい れ ば
，
Hitsuda− SkorQkhod 積分は良 く知 られ た （Riemann 和 で定義 される）

It6型確率積分 に一致する．Hitsuda−Skorokhod 積分は非適合過程に対 して も定義され る点

が重要で ある．

　もう
一

つ 簡単な例と して Langevin方程式

　　　　　　　　　　　籌一
一

・…　＋・w ・，
・・

一 ・ ・ （E）
・

1

を考えよ う．我々 の 立場で は
，

“

確率
”

微分方程式で は な く
， （E ）

ホー値で はあるが普通の 微分方

程式 として 取 り扱えばよい ．解は容易に得 られる ：

・・
一 倉 ・t

− s ・
轍 ＋ v ・
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3．2　 量子確率積分

3．2．1　量子確率過程の 時間に関する積分　さて
， ｛Lt｝⊂ L（（E）， （E）

申

）を量子確率過程 と

す る．a ∈ R を始点 と して 固定す る とき
，

《・鵡 ψ》− f。
t

《L・il，・Cb＞＞d・，
− il・　Cb・ （E），　 t∈ R

，

をみたす 呂 ∈ L（（E），（E ）りが一意的に存在 し（位相線形空間の
一

般論）， ｛旦 ｝は再 び量子

確率過程 とな るこ とが証明 され る．こ れ を

9 ・
・ μ 己・

とか き
，
量子確率過程 ｛Le｝の ds に関する積分 とい う．さ らに ｛亀｝は L（（E ），（E ）りの 位

相に関 して
， 微分可能で

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　読

ヨ・
＝ Lt 　 　 　 　 　 　 （3・1）

が 成り立 つ ．

　§2⊥ 6 で 導入 した消滅過程 ｛At｝と生成過程 ｛A ；｝は上 の 意味で積分表示 され．る ：

ん イ 噛 　A；　・　f。
ta

：d・・

その微分は （3．1）か ら求め られるが
， もちろん （2．3）と一致する．

3．2．2　量子確率積分の 定義　量子確率過程 ｛L ，｝⊂ £ （（E），（E）
卓

）に対 して
， ｛Ltat｝， ｛a；Lt｝

も量子確率過程に なる こ とが証明され る．したが っ て
， 量子確率過程 ｛Lt｝に対 して 新 しい

量子確率過程

　　　　　　　　　　　　　　五
‘

岬 ・
， f．

t

　・；・・　・・

が 定義され る．前者 を ｛Lt｝の 消滅過程 に関する 量子確率積分
，
後者 を ｛Lt｝の 生成過程 に

関する量子確率積分 あるい は量子的 Hitsuda−Sk。rokh 。d 積分 とい う．

　これ らは
，
従来議論されて い る様 な々量子確率積分を含む

一
般的なもの になっ てい る，また

，

こ れらは （適当な技術的条件の もとで ）作用素値関数 tHLt ∈ L （（E），（E ）
寧

）の Riemann −

Stieltjes積分 と一
致す る．例 えば

，

　
5 。誠五∠

　
≡　

　
85A

　一　

組

　

丐く傷Σ 
・

　
＝廊

　
砺瓦∠ （3．2）

直後の 議論 との 比較の ため
，
分点の 取 り方 を It6型 と したが

，
こ こ で は重要で はない ．

3．2．3　適合過程の量子確率積分　適合過程は
，
生成 ・消滅過程の 未来の増分 と可換で あ

る．よ り正確には
， 量子確率過程 ｛Lt｝⊂ L（（E）， （E ））が適合 してい れば

， 定義か らすぐわか

るが ，

　　　　　　　　　　　［L，，
A ，十h

− A，】＝ O
，　　 t ∈ R

，　h ≧ 0
，
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が成 り立 つ ．この と き， （適当な技術的条件の もとで ）

　　　　　1聖Σ蝋 べ
・1

、
）・ f．

‘

　L：dA ：一 （f．
t

　・・
dAs ）

準

一 f．
t

　a：L：d・ （3・・）

で あ り， 左辺 は L（（E ）， （E）り内で 収束す る ，今度は
，
It6 型の 分点の 取 り方が重要で ある．

（3．2）と比較せ よ．

　ホ ワ イ トノ イズ解析 に よる定式化 に よれば
， 個 数過 程は

　　　　　　　　　　　　　　AI 一 侮 ・・ イ α1砥 　 　 　 （… ）

で 定義 され る．こ の 表現は
， （a ）量子確率過程 ｛α；at ｝の通常の 積分；（b）生成過程の 消滅過

程に関す る量子確率積分；あるい は （c）消滅過程 の 生成過程に 関する量子確率積分 ともい え

る．さらに
， （a）の 見方 で は適合過程の 通常 の積分 ， （b）の 見方で は適合過程 の It6型量子確

率積分で ある．個数過程に関する量芋確率積分 に特別 な役割 を与 える立場 もある 【11】， ［20］．

3．2．4　量子 It6 公式　2 つ の 適合過程 ｛L ，｝，｛Mt｝に対す る量子確率積分

　　　　　昌 イ凋 ，
9’

・ f．
tM

・
dAi

’　 ・：，
・：− A

・
　 ・た 賦

の合成 ε重仏 を再 び量子確率積分で 表現す る ことを考えよ う．

　（A：，
Al）； （As，

As）， （A ：，
As）， （A：，

A：）の 場合 は
，

　　　　　　　　　　　　島ρ・
一 か 卿 1＋ ∠

ε

脳 瞬 （3．5）

また （A；，
A：）ニ （A 、 ，

A ；）の ときは
，

　　　　　　　　　呂・イ 嵎 蜘 倉 雌 ：ぜ玩恥 　 　  

とな るが
，

この 場合 は合成が （E ）上 で 定義され ない の で
，
ε の 定義域 を拡張 して お く必要

が ある．これ らの公式は
，
例 えば

，
Riemann和に よ っ て 検証される ．

　標語的に公式を書 き出せ ば
，

　　　　　　　dA ，
・dA ，

＝ 　dAT・dA：＝ dA：・dA ，
ニ 0

，　　dA ，
・dA：＝ dt

で ある，Hudson− Parthasarathy［11】に始まる量子確率積分で は
，
もう一つ 個数過程（3．4）に

関す る量子確率積分

　　　　　　　　　　　　　　　　　　か鵡

が別扱い されるの で
，
　dA， との 関係が必琴で

，
それ らをひ っ くるめ て量子 It6公式 と呼んで

い る，我 々 め立場で は
， 個数過程 を特別扱 い せず

，

　　　　　　　a、dt・α、dt　＝ 　a；dt・a；dt ＝ a；dt・αtdt ニ o
， 　 atdt　・　a；dt　＝ 　dt

を もとにすべ ての 関係式を導出す る．
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3．3　応用 と補足

3．3．1　量子 Langevin 方程式　散逸 の あ る量子系で 最 も単純な もの として
， 自由度 1の

量子調和振動子が熱浴 と相互作用する モ デ ル を考えよ う ［5］．ただ し
，
ここで 述べ る もの は

あ まり物理的で は ない よ うだ．しか しなが ら
， ［2］な どで論 じられ て い る量子確率微分方程

式 を
， 我々 の 立場か ら見直すに あ た っ て の ヒ ン トに は なるだ ろ う，

　Hilbert空間 L2（R ，
　dx）上の 消滅 ・生成作用素を

b 一 お（
　　　 dx

十 一
　　　dx），

b’

一 お（一 器），
一 ［・，

・
’

］一 　1
，

とお く．この とき
， 自由度 1 の量子調和振動子の Hamiltonianは

1ヨlsys　＝ 　hab
．b

で与え られ る．一
方

，
熱浴 は Fock 空間 L2（E

ホ

，μ）E）t・T（Hc）上の Hamiltonian

HiSニ h　f。　・a；・ ・　ds

で表される．さ らに
，
こ れらの 2 つ の系の相互作用が L2（R ，

　dx）OPL2（E
＊

，μ）上の Hamiltonian

H ・・t 一 抗傷孟（b   ・：
− b’

・x ・a
・）d・

，

で与えられ る もの とする．こ の とき， 全系の Hamiltonian

H ニ H
，y ，

　x 　1＋ IXHb ＋ Hi
。t

7 ＞ 0

は Gelfa皿d の 三 つ 組

5（R）  （E）⊂ L2（R）  L2（E
’

， μ）⊂ （8（R）  （E））
ホ

ー 5 ’

（R）  （E）
申

を用い て 議論する こ とがで きる，正確には
，
ベ ク トル値（今の場合なら

，
8 （R ）や 8 ’

（R）に値

を取 る）ホワ イ トノ イズ超 関数の 理論が必要に なるが
，
こ れまで に述ぺ て きたス カラー値の

場合 と並行 した結果が確立 してい る 【14】．

　さて
，
Heisenberg方程式か ら出発 して 得られ る

，
シス テム の 消滅作用素 bの 時間発展は

，

量子 Langevin 方程式

　　　　撃 一 一
（iw ＋

1
　　　　2）・ （の・ 贏 e

−
…   噛

・
y （・）一 ・  ・

で記述され る．第2項は
，
こ れ まで に議論 して きた積分核作用素で あり， 時間パ ラ メ ーター

t をもつ 量子確率過程に なっ てい る．特に
，
V （t）は 8（R）  （E ）上 の 連続線形作用素の なす

空間内の 量子確率過程 となる，
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3．3．2　積分核作用素 に お ける部分積分　い つ も通 り
，
超 関数 ∫∈ E6 の α 階導関数 f（a ）

を

　　　　　　　　　　　〈f（α ）
， ξ〉＝ （− 1）

α

〈ノ， ξ
（a ）
〉，　ξ∈ Ec

，

で 定義す る．さて
， 基本的な量子確率過程 tH 　at ∈ L（（E）， （E）），

tH 　a；∈ £ （（E）
’

， （E）
申

）は

ともに σ
°゚一級で あ っ て

，

　　　・1… 器・
・

一 （一・剛 ・1・ 1）， 嘉・窒 （
− 1）… ，

・（・1α ）
）一 （・1

α ）

）
＊

s （… ）

が 成 り立つ ．非負の 整数 α1，

…
，
α i，β1，

…
，β．

に対 して

　　　　孟、＋。

κ（・・・
・・

… ，
・・… ，

・
・ ）・Sf・）寧 … ・97〜）申αse’）… α≦：

” ’）d・・
… ・・・… … … 一

　　　　　　一 （
一・附

軸 ・阯 侮騙 儲li幕諾i搾毒）
と定義する，こ れに よ っ て

，
通常の 積分の 場合 と同じ形で積分核作用素に おけ る部分積分が

可能に なる ［18］．

3．3．3　Particle　flux　density　特に興味深い もの は

　　　　　　　　J（t）＝ ε、
，
、（δ1  δ，

一δ・  δ1）＝ ・1・1− （al）
’

eq， 　 t∈ R
，

で ある．明らかに
，
J（t）∈ L（（E），（E ）

申

）で ある．定数倍の 違い は あるが
， 物理学の 文献 ［7］，

［81に倣 っ て
，
J  を particle　fiux　densityまた は momentum 　densityと呼ぼ う．

　我々 の 枠組み で は
，
J は L （（E ）， （E））一値超関数で ある こ とが わか る．詳 しくは

，
α ∈ Ec に

対して

《・（・）φ・， φ。＞＞一 ・
くξ・・）fR・（t）（ξ’

（・）・（・）・
一・t（・）・’

（t））d・， ξ，η ∈ Ec
， （3．8）

をみ たす J（の ∈ L（（E）， （E））が 一意的に存在 し
，

さ らに α HJ （α）は連続
，
す なわ ち

，

J ∈ L（Ec ，
L（（E）， （E ）））となる．（3．8）の 右辺は

孟・（・）《・¢）φ・， φ・》・ち

に
一

致するの で
，

　　　　　　　　　　　　・（・）− fR・（t）J（・）・d・，
− a ∈ E・，

と表そう．こ れは smeared 　particle　fiux　densityと呼ばれ る．

3．3．4　ベ クトル 場の 表現　直接計算する こ とに よ っ て
，

　　　　　　　　　　 ［」（α），
J（b）1＝ 2」（ab

’ − atb ），　　　α
，　b ∈ Ec

， （3．9）

一 90一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

「

第 3 回 『非平衡系の統計物理』 シ ン ポジウ ム 」 （そ の 1＞

がわ か ・訪 で洛 ・ ∈ ・ ・対 … 上の べ ・ ・ル剔 ・）一 蝪 ・対応・せ
，
その

ようなベ ク トル 場の全体 を Vecto（R ）で 表そ う．

　　　　　　　　　　 ［X （・），
X （b）1＝ X （・b’・一・a

’b）， 　 ・
，
b∈E

， 　 　 　 　 （3・10）

に注意す れ ば
，
Vecto（R）が リー環をなす こ とがわ か る ．したが っ て

， （3．9）と （3．10）をあわ

せて
，
。 H 　IJ（。）は リー恥 ，・。（T）の 表現で ある こ とが わか る詣 数写像 を詳 しく調べ る

　 　 　 　 2

こ とは
，
微分同相群の ユ ニ タリー表現を構成す る上で 興味深い ．

3．3．5　多パ ラ メ ーター量子ホ ワ イトノ イ ズ　初め に断 っ たように
，
こ の 論文 を通 して

，
ホ

ワイ トノ イズ ｛Wt ｝の t∈ R は時間を想定 して きた．しか し
，
ホワ イ トノ イズ解析の枠組み

そ の もの は
，
t の走る空間 と して多次元空間 ， 例えば

，
　Rd をとる こ とが で きる．この 場合は

，

確率
“

過程
”

で は な く確率
“

場
”

と呼ぶ のが ふ さわ しい ，多次元の 場合で も直前の議論は同様

で あ り，
Rd 上の ベ ク トル 場の なす Lie環の 表現 をホ ワ イ トノ イズ を用い て構成す るこ とが

で きる．さらに
，
こ の議論 を進め る と

，
パ ラ メ ーター 置≧ 0 の 量子的ポ ワ ソ ン ホ ワ イトノ イ

ズ とで も呼ぶ べ き量子確率場 （at ＋ v7 ）
＊

（at ＋ 頂）が 自然に導入される．こ うして
，
物理学

者が研究 したベ ク トル 場の 表現 ［71， ［8］は ホワ イ トノ イズ超関数の世界で 正 当化されてい る

こ とがわかる．

付録　 Gelfand の三 つ 組

A ．1　定義

　実 Hilbert空間 H の 稠密部分空間 E に H の位相 よ りも強い 局所凸位相 が与えられ て

い る とき，
H とその双対空間 H 申

を内積を通 して 同
一視する （Rieszの 定理）こ とに よっ て

，

包含関係

　　　　　　　　　　　　　　　　 E ⊂ H ⊂ E ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　（A ．1）

が得 られ る． さ らに
，
そ の 強い 位相に 関して E が 核型空 間に な っ て い る と き， （A ．1）を

Gelfa皿d の 三 つ 組 （Gelfand　triplet），
　nuclear 　triplet

，
ある い は rigged　Hilbert　space （艤装

Hilbert空間 とい う訳語もあるがあまり定着 して い ない ）などと呼ぶ ．

　核型空間 E とその 上の 連続 な Hilbert型内積か ら始め て もよい ．その 内積に関して E を

完備化 した もの を H とすれば
，
上 に述べ た状況 にな るの で Gelfandの 三 つ 組が得 られ る．

また複素空間で も同様で あ るが
，
且 と H 寧

との 同
一

視に標準複素双線形形式を使うか
，

エ

ル ミ
ー

ト内積 を使 うかで 若干の 違い を生ずる．こ の論文で は
，

一貫 して標準複素双線形形式

を使 っ て い る．

　Gelfa皿d の 三 つ 組は
，
従来の Hilbert空 間におけ るス ペ ク トル 理論 を拡張するために導入

された ［6］，それ に よ っ て
，
H 上の 自己共役作用素の 連続ス ペ ク トル が固有値の よ うに取 り

扱える よ うになるが
， 対応する固有ベ ク トル は

，
H で はな く拡張された空間 E 寧

に属する こ

とになる．物理的応用 として は
，
量子力学にお けるオブザ

ーバ ブ ル を連続作用素として取 り

扱 っ た り
，
複 素固有値 に意味づ け した りす るの に用い られる ［3］， ［41，
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A ．2　 自己共役作用素に よる構成

　H を可 算次元 の 実 Hilbert空 間 とす る． ．4 を H 上の 正 の 自己共役作用素 で A
− 1 が

Hilbert−Schmidt 型に なる もの とする，こ の とき A の ス ペ ク トル は 固有値の みか ら成 り
，
そ

れ を

　　　　　　　　　　　 0 ＜ λo ≦ λ1 ≦ ・一≦λ
ゴ≦…

　 → QO

とす れば
， 1｝　A

− 111
祉 二 Σ舞0 λ72＜ OO で ある．各固有値 λ」 に対応す る正規化 され た 固有

ベ ク トル を eゴ とお く．それ らは H の 正規直交基底 となる．

　 さて
， 任意の p ∈ R に対 して

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　　　　　lξ1；＝ Σ＜ξ，
εゴ＞

2
λ第　 ξ∈ H

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ≡0

とお く．今
， p ≧ 0 として 1ξ1， ＜ o。 をみ たす ξ∈ H の 全体 に Hilbert型ノ ルム トlpを考

え合わせ た もの を Ep とお く．次に ， p ＞ o の ときは
， すべ て の ξ∈ H に対 して iξ1＿p

＜ o。

で あるが
，
H は もはや ト1＿p に関して は完備 で は ない ．完備化 を E −p とする．こ うして

，

Hilbe・t 空間の 系列 ｛Ep｝p∈R が構成された．ン ル ム の 関係式：

1ξlp≦ ρ
91 ξ1，＋9 ， 　　ρ

＝ λδ
1

，　P ∈ Rl 　9 ≧ 0
， （A．2）

か ら
， 自然な包含関係

… ⊂ Eg ⊂ … ⊂ Ep ⊂ … ⊂ Eo ＝

　　　 ＝ H ⊂
… ⊂ E ＿P ⊂ ・−t ⊂ E −

9 ⊂ …
，　　0 ≦P く 9 ，

が得 られる．こ の とき
，

E ＝ ∩E
，

　 　 P≧0

（A3 ）

は H の稠密部分空間に なり，｛卜lp｝p∈R を定義ノルム系 とする局所凸位相が
一

意的に導入 さ

れる．実際 には
， （A2 ）か らわか る よ うに

，
ノ ル ム は整列されて い るか ら，

E は可算 Hilbert

空間 と呼ばれ る もの に なっ て い る。最後に
，
A
− 1 が Hilbert−Schmidt 型 である こ とか ら

，
E

は核型空 間となる，したが っ て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E ⊂ H ⊂ E ’

は Gelfand の 三 つ 組 となる．こ こ で述べ た可算 Hilbert核 型空 間や Gelfandの 三つ 組は
，

（H ，
A）か ら標準的に構成 された とい う，

A ，3　双対空間

　前節の ように Gelfandの 三つ 組 E ⊂ H ⊂ ♂ が与えられてい る としよう．（A ．3）によっ て

E   UE−
，

　 　 P≧0

（A ．4）
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が （集合 として）成 り立つ ．双対空間 E 卓

に位相が 必要 な場合は強双対位相
，
すなわち E の

有界集合上 の
一様収束位相 を与 える．したが っ て

，
E 亀

の位相は セ ミノ ル ム 系

1・ IBニ ・・pl〈x ， ξ＞1， 　 x ∈ E ’

，
　 B ⊂ E ・ 有界集合

，

　 　 　 ξ∈B

で 定義 される．こ こ で
，
B ⊂ E が有界で あ る とは

，
　E の 定義セ ミ ノ ル ム の どれで みて も有

界に なっ て い る もの をい う．なお
， （A ．4）を位相 もこ めて 理解するため に は

， 右辺 を局所凸

空間の帰納極限 indlim　E −p とすれ ばよい ，
　 　 　 　 　 　 　 　 P→oo

A ．4　 緩増加超関数

R 上定義された実数値 L2一関数の なす Hilbert空 間を H ＝ L2（R ，鵡 とす る．微分作用素

A ＝ 　1＋ t2＿　」垂＿
　 　 　 　 　 　 dt2 （A ．5）

を考えよ う。変数 t を 1次元空間 R の位置を表す座標とす れば
，
A は 自由度 1の 量子調和振

動子の Harniltonianと考えて よい ，玖 を n 次の Hermite多項式 とすれば
，
各 n ＝ O

，
1

，
2

，

…

に対 して
，

五・
。

＝ λ
。
θ

坩
λ

。
＝ 2（・ ＋ 1），

・
。（の＝ （V　i2”

n1 ）
−1／2

・

一‘
’

／2H
． （t）， （A ．6）

が成 り立 つ ．ここで
， 固有関数系 ｛en ｝窪o は H の正 規直交基底で あるか ら

，
．4 は正の 自己

共役作用素で ある．さらに
， Σ塁o λ；

2
＜ oo で あるか ら

，
A
−1 は H 上 の Hilbert−Schmidt

型作用素で あ る．前節の こ とか ら （H ，
A）か ら可SC　Hilbert核型空 間 E と Gelfa皿 d の 三 つ

組 E ⊂ H ⊂ ♂ が構 成され る．実は
，
こ うして Schwartzの 急減少関数の 空間 と緩増加超

関数の 空間が （位相 もこめ て ）得られ て い るの である：

E ＝ 8（R ），　　 E 廓
二 8 ’

（R）．

多くの 文献で は
，
8（R ）の位相は

，
セ ミノル ム系

11・e・li。 。
・

響 1・m

ξ
ω
（・）1・ ξ・8（R），

で 定義され るが
，（H ，

A）か ら導入 される位相 と一致す る，
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