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Nelson 流の 確率過程量子化法に よ る

　　　　　　　トン ネル 時間の 考察

早大理工 今福健太郎 大場
一郎

早大学院 山中由也

　 Nelson流の 実時間確率過程量子化法をもちい た トンネル現象の解析 を行う。

Nel80n流の ア プ ロ ーチ は各試行毎の記述を探る可能性 をもつ もの であり、量子

力学に新 しい 視点 を与えてい る 。 我 々 は 、
こ の アプ ロ ーチ を用い て い わ ゆるト

ンネル 時間を定義 し、 簡単な場合に つ い て数値計算による定量的解析を行っ た 。

1 ．は じ め に

　　「障壁を トン ネリングするのに どれ くらい 時間がかか っ てい るだろ うか？」とい う疑問は

決 して 新 しい 問題 で は ない ［1−7］。 例えば 1950 年代に ボーム や ウ ィグナーが散乱の 位相の ず

れの エ ネル ギー依存か ら散乱 過程で の 時間の遅れが評価で きるこ とを指摘 してい るが ［4】、

比較的ア カデ ミ ッ クな問題 とされて きた 。 しか し各種走査型プロ ーブ顕微鏡をもちい た物性

物理が盛 んに研究され始めたこ と、量子宇宙論で の 宇宙創世紀における量子宇宙の トン ネ リ

ングの可能性が議論され始めて い るこ とな どか ら 、 この 問題は極め て緊急の問題 とな っ て い

る。 この ような背景の もと 、 1980年代か ら非常に多くの研究が行われ 【8
−21】、 代表的な も

の には障壁 中の 存在確率密度を入射フ ラ ッ クス で割 り算 して 定義 され る dwell　time［10］や 、

ボテ ンシ ヤ ル に周期的 な摂動を加えて透過確率を計算し 、 その振 る舞い と摂動の 周期の 関係

に よ り定義 され る BCk
’
ttiker−Landauer 　time ［8】、 古典的な運動方程式を解析接続 して得 られ

る イ ン ス タ ン トン か ら定義さ れる Complex　time ［12−14］な どが ある 。 しか し 、 どの定義 も

物理的な意味が不明瞭で あり障壁通過時間その もの で ある とは考えられてお らず、い わゆる

トン ネル 時間の定義やその 表現方法に つ い て 世界的な コ ン セ ン サス は得 られて い ない 。

　　こ の 問題の困難の原因は 、 観測にあ らわれる 「時間」が量子力学の 枠ぐみで は ただの パ

ラメータで あっ て q一数で はない こ とにある 。 換言すれば 、
こ の よ うな量をどの よ うに量子力
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学か ら導出するの か （量子力学の枠組は q一数の 期待値を与 える）、それがこ の研究の テ ーマ

で もある 。

　 そこ で我々 は Nelson流の 実時間確率過程量子化 ［22］を用い て トン ネル 現象を解析 、 数

値計算を実行するこ とに よ り、
こ の 問題の 定性的 、 定量的な研究を行っ た 。

．

　　　　　　　　　　　　　2．NELSON 流確率過程量子化法

　 こ こ で は
、 我々 の 用い た Nelson流の確率過程量子化法 につ い て簡単に触れてお く。

　 波動関数の 絶対値二 乗 1ψ＠，
t）12に対応する拡散過程が 、

　　　　　　　　　　　　 →　　　　 h
　　　　　　　　　　　　 戻5

， り ＝ 一▽（lm ＋Re）lnψ（f，
　t）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

をドリフ ト項 とし岳を拡散定数とする前進 Fokker−Planck方程式

　　　　　　　　　
∂P

妥
孟L ラ・｛占（i，

オ）・P＠，
オ）｝・盡△・嗣

で 書け るこ とは、確率流の連続の式

　　　　　　　　　　　　　　
∂1ψ
醫

オ）12
− 一▽ ・刺 ，

　　　　　　　　デ剛 一 煮（ψ
・
（卸 ）蜘 ）一（魄 ・））膕 ・

との対応か ら明らかで ある 。 さらに （2）は 、 Ito型確率微分 方程式

　　　　　　　　　　dXi（t）＝ う碁＠（t），
t）dt＋ dWi（t），　　（dt＞ 0）

　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 亢

　　　　　　　　　〈 dWi（t）〉 ＝ o
，　　〈 dω i（t）dω

」（t）〉 ＝ − 5iidt・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 矯

（1）

（2）

（3）

（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6）

で表される実時間の確率過程 として表現する こ とが出来の で 、 我々 は与えられた波動関数

ψ＠，
t）よ り、 確率過程 と して 1ψ＠，

t）12を再現す るこ とが出来 る。 〈
…

〉 はア ン サ ンブ ル ア

ベ レ
ージを表す 。

　 同様に後退 Fokker−Planck方程式を考えれ ば
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　　　　　　　　　　　　　　・側 一 緩 （Im − ・・）1・9ψ（砥・）

　　をド リフ ト項 とする

　　　　　　　　　　　
∂P

多手・
の

一 一v ・｛b．（6， のP （5，
オ）｝一盡△ P （銑オ）

　　が対応 してい るの で 、Ito型の確率微分方程式

　　　　　　　　　　　　dXi（t）＝ b．i（虚（t），
t）dt十 dw ．i（t），　　（dt＜ 0）

　　　　 　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　 　　亢

　　　　　　　　　　 〈 dω
．i（t）　〉 ≡ 　0，　　　　〈　dw寧i（t）ゴω ・ゴ（オ）　〉 ＝ 　

一一6‘ゴ（lt
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 隅

　　で 表される確率過程 として再現する こ とが で きる
。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 3．ト ン ネル 現象の解析

　　　 上記の Nelson 流 の確率過程量子化を用 い
、 トン ネル 現象の解析を行う。

　　　　　　　pre−tunnel　region

（7）

（8）

（9）

（10）

　　6
激

一

丶
鍛θ

偽

一

　 　 　 イ 

職8
一

砺

1 II III

reflection 　region

　　　O　　d
　tunnel　region 　trans血 ssion　region

FIG．1．一次元箱型散乱問題
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」 （そ の 2 ）

　 こ こ で は 簡単の ため 、

一
次元の 箱型ポテ ン シ ャ ル

　　　　　　　　　V （・）・・＝｛轜 ii；；：盗　 （11）

の左法投入問題 （図 1．）を扱うが 、
この方法は他の ポテ ン シャ ル の 場 合や 、 高次元の 問題 に

対する拡張 も容易で ある 。

3。1，前進確率微分方程式に よる枠組

　 与えた系に たい し、 時間依存の 波動関数を求め て （5）に よる 、 時聞発展を考え る 。 この

とき、確率変数 x （t）の うち最終的に領域 IIIに到達する試行 （x （t → 。。）∈ III）、す なわち透

過する試行の 集合として透過ア ン サ ンブル ET を定義する。 さらにア ンサ ンブル に よるサ ン

プルパ ス ア ベ レ ージ

　　　　　　　　　　　＜ x（t）＞ET ≡ 〈 x （t）〉
｛；ω 1。 （t→ ． ． ）、III｝　 　 　 　 　 （12）

として平均透過経路を定義するこ とがで きる。 また、x（t）∈ IIであ る時間を P瓜58吻 扼 me と

定義 しア ン サン ブ ル ET を用い て 、分布やその 平均値を計算する こ とが 可能とな り、 さらに

セ クシ ョ ン 4で触れる トン ネル 現象に特徴的なその他の 時間も統計的に扱うことがで きる 。

同様に して 反射する試行 （x（t → ○。）∈ 1）の み か らなる集合に より反射ア ン サ ン ブ ル ER を

定義すれば 、 その サ ンプル パ ス ア ベ レ ージ として平均反射経路を定義す るこ とがで きる （図

2．）。

〈 ＝ （t）〉朋 ≡ 〈 コ卩ω 〉
｛。 （書｝1。（虚→。 。）∈1｝・ （13）
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FIG ．2，平均透過経路 と平均反射経路

　 この ようにふ たつ の ア ン サ ンブ ルが明確 に定義されるため には 孟→ ・。 で 透過波 によ る

確率分布と反射波に よる確率分布が空間的に分離して い る必要がある 。 その ためこ の枠組で

は時間に依存 した波動関数を扱わなけれ ばな らない 。

　 また 、 ア ン サ ン ブル ET のサ ンプル の 数は 、 当然 、 波動関数か ら計算 した透過確率を再現

する
。 （図 3．）は初期条件 として入射波束の 1ψ（x ，

t）12を もつ 確率過程 80試行 に つ い て 、　ET

の サ ン プル数を数えて各パ ラ メ ータご とにプ ロ ッ トしたもの で ある 。
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「第 3 回 『非平衡系の統計物理』 シ ン ポ ジウ ム 」 （そ の 2）

　　　　　1
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FIG ．3．サ ン プ ル 数の比 と波動関数か ら計算した反射確率

3．2．後退確率微分方程式による枠組

　 実際の シ ミ ェ レーシ ョ ンを考える と 、 特に透過確率の低い パ ラメ
ー

タに対 して 、 上述の

方法は不利で ある 。 なぜ ならば透過 して くるサ ンプル の 数は透過確率に比例するの で 、 効率

よくサン プル数を稼ぐこ とがで きない からであ る 。 そこ で理論的に はまっ た く同じこ とで あ

るが 、 実際の 計算の ための工夫 として後退確率微分方程式に よる解析を考える 。

　 こ の 方法で は 、確率変数の
“

初期
”

分布として 1il（x ，
s → 。。）12を与え、（9）に よる未来か

ら過去へ の時間発展 をシ ミュ レーシ ョ ン を実行する 。 透過サ ンプル は領域 IIIから “
ス タ

ー

ト
”

する もの 、反射サ ンプ ル は領域 1か ら “
ス タ・一一ト

”

する もの として 定義 され る 。 こ の 方

法は透過確率 に影響されず 、 十分な数のサ ン プ ル を集める こ とがで きる 。

　 また 、
こ の 方法をもとに透過ア ン サ ン ブ ル や反射ア ンサ ン ブ ルの 振る舞 い の 解析的な表

現 を得る こ とも可能で ある 。 Fokker−Planckオ ペ レ
ー

タ を

　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 ．　 　　 一　 一　　　　 充

　　　　　　　　　　　　　
Fr ＝ 一（▽ ’b・嗣 ＋

瀛
△）　 　 　 　 　 （14）
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と定義すれ ば 、 （8）の形式的な解は

　　　　　　　　　　　P （6， の＝ e
−
　ft
昌F・drp

（5 ，
　s）， （t ＜ s）　　　　　　　　 （15）

と書 くこ とが で きる 。 これは y（s ）か ら x （t）へ の 遷移確率 （未来か ら過去 へ の 遷移 で ある こ

とに注意）が

　　　　　　　　　　r（δ，
オ；ガ，

8）一 ビ 牌 ・

δ＠
一

のθ（・ 一
，t）　 　 　 　 （16）

で あるこ とを示 して い る 。 とこ ろで 、 透過 アンサ ンブル と反射ア ンサ ン ブル の
‘‘

初期
”

分布

PT（x ，
s）お よび PR（x ，

s）は、5 → 。。 で トン ネル領域に確率分布が存在 しない こ とを仮定す

る と

PT（x ，
s）； 1ψ（x ，

5）i2θ（x 一の，

　　　　　　　　　　　　　PR（x ，
5）＝ 1ψ＠，

5）12θ（一の，

と書ける 。 （16）、 （17）と（18）よ り有限な時間 t ＜ 3 に対 して PT（x ，
t）、　PR（x ，t）が

P・（・ ，
t）　一 　f，

°°

　1
’

（・ ，
t；・y ，

s）PT（y・
s）d〃・

PR（x ，
t）一 △r（x ，

tiy
，
s）PR（y，

・）dy

（17）

（18）

（19）

（20）

と定義で きる 。 tは波束が ポ テ ン シ ャ ル に到達する以前の時間 も含ん で い る こ とに注意され

たい 。 これ らは トータル な確率分布 P （x ，り ＝ 1ψ（x ，
t）12と．

　　　　　　　　　　　　 P （x ，
t）＝ PR（x ，

t）十 PT（x ，
t）　　　　　　　　　　　　 （21）

の 関係を常に満た して い る。 また 、 PT（x ，
t）や PR（x ，

t）を重み関数 として計算される期待値

はサ ブ セ ク シ ョ

1
ン 33．1で導入された＜ ＿＞ET や ＜ ＿＞ ER に対応 して い て例えば

　　　　　　　　　　　　＜ ・（t）＞E ・
一 鷹幽 （x ，

t）d・
，　　　　　　 （22）

　　　　　　　　　　　　・ ・（・）・・R 一 蕉轟 國 ・・
， 　 　 　 （・・）

で ある 。

一 318 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
「第 3 回

『
非平衡系の 統計物恥 シ ン ポジ ウ ム 」 （その 2）

　　　　　　　　　　　　　　　 4．ト ンネル時間の評価

　 こ こで は 、 前の セ クシ ョ ン で の議論 に基づ きシ ミ ュ レーシ ョ ン を実行 し、
い わゆる トン

ネル時間 を評価す る。
こ れ らの枠組で は時 間に依存する 波動関数を 、 あらか じめ用意 して お

く必要が ある 。 波動関数Cl（x ，
t）は運動量空間の重み関数を A  として定常解9k（x ）の 重ね

合 わせ に より、

綱 イン（躰 ）・
一’e‘dk

・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2k2
　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 E ＝
　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 2m

として得られ る 。 （11）に対 して E く Voと左方投入の 境界条件の もとで蝋 のは

臨

簸

α

圦

　　　　　 eikx 十 Rke−ikx

gk（π ）＝ 　Cke・cx

十 Dke
一

κx

　　　　　　　Tkeikx，

　　　　　　　2m （v。
− E ）

　 　 　 　 rc ＝

　　　　　　　　　h　　　
，

1

2krccoshrcd十 i（κ
2 − k2）sinhrcd

inI
，

in　・II
，

in　III
，

一i（κ
2
十 ん

2
）sinh κ4

　　 2krce
一緬d

　ん（κ 十殉 ε
冖

月己

　 た（κ 一ik）♂
d

（24）

（25）

（26）

（27）

（28）

と、 解け るこ とはよ く知 られて い る 。 今回は A（k）として ん＝ 秘を中心 とする実関数ガウス

型 とし

・ ＝ 缶とした 。

A（1・）・一 ・A・・（le）一 ・ ・xp ｛」塲、

k）
2

｝， 　 　 （29）
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4，1．Pα55伽9　time， 石resitating　time， 1傭 εmc オぎη9 齬m8

　 （5）に より時間発展 した x （t）の振舞 をみ る と 、 透過する試行 も反射する試行 も入射 して

領域 1をほ とん ど自由粒子の ように進行する 。 やがて 、 波束が ポテ ン シ ャ ル にオーバ ーラ ッ

プす るよ うになる と、軌道が歪め られ ポ テン シ ャ ル の手前で停滞する ようになる 。 この とき

波動関数を見る と入射波 と反射波の 激 しい 干渉が 存在 し確率変数 x （t）が干渉縞の なか に ト

ラ ッ プ されて い る の がわ かる 。 その ため 、 透過確率が 高 く干渉がほ とん ど見 られ ない 場合 に

は 、 この停滞はほ とんど見 られ ない
。 最終的 に、波束が透過部分 と反射部分 とに分かれる と

それぞれに運ばれる ように 、 確率変数 x（t）は透過、あるい は反射する （図 4．）。

　　こ の よ うな確率変数の 振る舞い か ら我々 は ト ン ネル 領域の 手前で停滞 して い る時間を

Hesitating　time　tH と定義し、 トン ネル 領域に存在する時間 P α85 吻 伽 説 p との足 し算 に よ

り Interacting　time　tiを tl ＝ tH 十 tp と定義した
。
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FIG ．4．　P αs5 ゴη gオ伽 e、∬ε5 伽 オing　time ・ Inte「acting 　time

こ こで はこ れ らの量を透過ア ン サ ン ブ ル に わた り平均 した量〈 tH ＞ET 、＜ tp ＞册 、
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＜ tl ＞ ET に つ い て 、
パ ラ メ ー

タ依存性 を議論する 。 以下の結果は （9）を使 っ て 、

“

初期
”

分

布をPT（x ，
s → OQ ）の ピーク に集中 して 計算した もので ある 。

　＜ tp ＞ur は
、 ポテ ン シ ャ ル の厚 さが波長と同程度 （t − i）の と きには 、 ポテ ン シャ ルの

高 さに対 して大きく変化 しない が厚 い ポテ ン シ ャ ル （k − 10）の ときに は減少 して い く様子

が見 られる （図 5．）。 これはκ04 》 1 の とき領域 IIの なか の ド リフ トが黌に近づ い て 、 ポテ

ン シ ャ ル が高い ときには強い 力で 押 し出されるか らで ある 。 この ように近似 で きる場合はサ

ブ セ ク シ ョ ン 44．2で 、 よ り詳し く議論す る 。

＜tp＞50

（1婦 45

　　　 40

　　　 35

　　　 30

　　　 25

　　　 20

　　　 15

　　　 10

　　　　 5

　　　　 0
2 4 　6　　　　 8　　　　 10

Potential　Height（Vo／E）

FIG．5．　Passing　timeの平均値

　＜ tH ＞ ET とく tp ＞ET は ポテ ン シ ャ ル の 高さが入射エ ネル ギーとほぼ同 じ程度 （途〜 1）

の 場合にはほ とん ど等 し い e 逆 に、（aVEo 》 1）の 場合に は＜ tH ＞m が＜ tp ＞ET に比 べ て 優

勢 となり、 透過確率の低 い パ ラメータ領域 で ＜ tH ＞ET の値が飽和するの が わか る （図 6＞。

こ の 飽和 した値は
、 波束の 長 さ （〜 ｝）を入射波束の群速度 Vg で割 り算 した値 で 、おお よそ

の 評価が可能で ある 。 これ は 、 前述の よ うに、波束がポテ ン シ ャ ル にオーバ ーラ ッ プ して い

る間 には 、 確率変数 x （t）がポテ ンシ ャ ル の近傍で激 しく変化する干渉縞に起因す る
CC
量子力

学的ポテ ンシ ャ ル
”

に トラ ッ プ されるためで ある 。
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〈tH＞ go
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FIG ．6．　Hesitating　time の平均値
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　　FIG．7．　Interacting　time の平均値
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4．2，rCod 》 1 の場合の P α謡 η g 伽 ε

　 こ こで は、κod 》 1 の 場合の Passing　timeに つ い て 、解析的 な評価 をお こ なう。 前述の

よ うに我々 の枠組は 、 時間依存する波動関数に対 して のみ意味が あ り、 本来定常的な扱い を

するこ とは出来ない
。 しか し波束がポテ ン シ ャ ル領域 に比べ 十分おお きい 場合を考 えポテ ン

シ ャ ル中の波動関数が定常的に扱える場合を考える 。 さらにκod 》 1 を満た して い る時は 、

セ クシ ョ ン 33，2で 考察 した時間後退 Fekker−Planck方程式の ドリフ ト項は領域 IIの ほ とん

ど で 、6．＠）＝ 磊晶ln鴨 。（勾〜要 とす るこ とがで きる。即ち （8）を

　　　　　　　
∂君ll，オL  

∂

弩1，の一ギ号1芸，
t）

， （… ）　 （・・）

と書 くこ とで きて 、 P，（m ，
O）＝ 5（x

− d）に対 し

　　　　　　　　綱 一 鰾 頗
（x − d＋   ザ
　　　 亙 ｝， （t・ ・）　 （31）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2m

と解 くこ とがで きる 。 この解の なかに見 られるふ たつ の特徴的時間は 、 ひ とつ が分布が トン

ネル の幅まで広がる時間 td 〜 梺 であ り、 もう一ひ とつ は分布の 中心が トン ネル領域 を抜け

る時間 tc〜 矯である。κod 》 1 を考える と td》 tcで あ り tcが “Passing　timε”

で あ ると考

える こ とがで きる 。 これ は 、 時間をユ ーク リ ッ ド化した古典的な運動方程式か ら期待 される

値や 、 Btittiker−Landauer　time　［8］と同じ結果を与える 。

5．まとめ

　 今回は 、

一次元 トン ネル現象に つ い て量子力学を実時間依存の確率過程とみなす Nelson流

の 確率過程量子化を もちい て 解析をおこ ない 透過ア ンサ ン ブ ル 、 反射ア ンサ ン ブ ル を定義 し 、

さらに箱型ポテ ン シ ャ ル にの場合につ い て具体的に数値計算を実行 し確率変数 x（t）のふ るま

い からトン ネル現象に特徴的な時間として
“P α5識 g 伽 e

”

、

“ Hesitating　time”

、

‘‘

∬hterneting

time”

を定義、 その パ ラ メ ー
タ依存を調べ た 。

　 こ の 方法は滑らかなポテ ン シ ャ ル 問題 につ い て も
“P α35吻 伽 ε

” と “Hesitating　time”

の

区別や 、 その 場合の物理的な意味 につ い て検討が必要で あるが枠組は この まま利用で きる 。

また高次元の 散乱問題に つ い て も拡張は容易で あり、 理論的な困難は存在 しな い
。
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　 実際の実験で の測定を考える と、自由粒子 との 到達時刻の 比較 、 ある い は これ に類する

ような実験で は
“ lnteracting　time”

が得 られ 、 トン ネル 中に存在する時間を計る実験で あれ

ば
“Passing　time”

を得 るこ とになろう。
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