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2次元写像の 力学系的構造に つ い て
一

　H6non 　map の 構造 と分岐 一

三 波　篤郎　 （北見工 大）

　　極 めて単純なシス テ ム が極め て 複雑な挙動 を示す．．．とい うもの が 、
’
複 雑系

「’
の ひ とつ の 興味の

対象で あるの なら、 2次多項式 は、ま さにその典型的 な例 となる ．

　　任意の R または 0 上の 2次関数は 、ア フ ァ イ ン写像に よる座標変換に よっ て ， 次の よ うな形

にできる こ とが簡単に わ か る ．

fa（x ）＝ a − 　x2 f、（・）＝ 〜 ＋ ・

普通 real の場合 は左側 を標準形 とし，　 comp ［ex の場合は右側 を使 うの が慣例 とな っ て い る．また r6al

の 場合 は，

　　　　　　　ti。（勾 ＝ ax （1 − x）　 　 　 　 鼠 ω）＝ 1 一
α♂

とい う標準形を使 うこ とも多 い ．この ような最も単純な関数を力学系と して見たとき ， そこに非常に

複雑な構造が隠 されて い る と い うこ とが
，

こ の 15 年ほ どの 多 くの 研究 に よ り明 ら か に な り、そ れは

1 次元力学系理論 、 複素力学系理 論 と して、ほぼ完成 した と言 っ て い い だろう．

　　さて，R2 及び C2 上の 2 次多項式で表 わ される写像 も ，
1 次元の場 合 とは全 く異 なる更に

複雑な構造 を持 っ て お り ， 非線形系で現われ る strange 　attractor や homoclinic　bifurcation，また

Hamiltonian　system の KAM 　theoreticな分岐などの最 も基本的なモ デル で もある．

　　2次多項式で表 わされ る R2 ま たは 0 ？か らそれ 自身へ の写像で，」acobian が constant な も

の は，afFine 　map に よ る 座標変換 に よ っ て ， 次の ど ち ら か の 写像に 変換で きる こ とがわか る ．

H （x ，y）＝ （by十 α
一　x2

，
x ）．

　　　　　　　　　　　　F （x ，y）＝ （α x ＋ y2 ＋ β，7？Y ＋ δ）．

その形か らわか るよ うに，17は力学系 と しては単純な もの である．H を H≦non 　map と い う．従 っ て

H6non　map は、力学系と して nontrivial な 2次多項eC　diffeomorphismの ヰ票準形で あ る と言え る ．

　　HEnon　map に関 して まず重要 なこ とは、　horse　shoe 　map の 生成過程 を含 んで い る とい う こ と

で ある．Devaney− Niteckiは，パ ラ メ
ー

タ
ー a がある程度大きければ （α ≧ 2（1十 lbD2）H6non

m ・p は h・・se ・h。・ m ・ p に な ・丿，α く 一（1＋ 1うD2／4 ならば Ω（H 。 ，b）＝ ので ある こ と を証明

してい る．よく知 られて い るように
， homoclinic　point があれば，そこに は horse　shoe 　map と同型

の subsystem が含まれて お り，更に ほとん ど全て の nontrivial な non − llnear　system は homoclinic

pointを持 っ てい る．その意味 で，　horse　shoe 　map の 生成過程 は非線形系の 分岐に於 い て，最も基

本的な要素 であ る．しか し、horse　shoe 　map に なる以前の H6non　map の 分岐は極 めて複雑で ある．

一 802一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「第 2 ＆ 3 回複雑系札幌シ ン ポ ジ ウ ム 講究録」

それ の 原因は 、あ らゆると こ ろで homoclinic　tangency が起 きて い るために 、あ らゆる と こ ろ で無限

の 分岐が発生 して い る か らで あ る．

　　よ く知 られて い るよ うに 、H ≦non 　map は ある パ ラ メータ ー領域 に 於 い て H6non　attractor と呼

ばれる a ヒtractorを持 っ て お り ［H］，これ は dissipativeな非線形系で現われる strange 　attractor の

中で最も単純なもの で ある． しか しなが ら、その ア トラ ク タ
ー上で の dynamics は未 だに よ くわ か っ

て い な い し、さらに 、npn −trivia．l　attractor の存在が厳密に証明 されて い る の は ，　lblが十分に小 さい

時の み である （【Bq ，［MV ］）．この よ うな no 宀一hyperbolic　attractor が存在する ようなパ ラメータ

の測度は正 である こ とが数学的に証明 され て い る が、それ は開集合 を含む よ うなもの ではな く、む し

ろ カ ン トール 集合的なもの であ り、従 っ て、僅か なパ ラ メ
ー

タの変化に対 しても、実 は無限の 分岐 が

起 きて い るの で ある．

　　H6non　map は b ＝ − 1 の 時は area　preserving　map の 1− parameter　familyとなる，特に

H は 一1 〈 a く 3 では elliptic な fixed　polntを持つ ．この間この fixed　pointの まわりでは，

Hamiltonian　system か ら得られ る写像で見 られるよ うな ，
　 invariant　circle や islandsの 発生 ， 消滅

が起きる．この意味で H6non　map は ，　area 　preserving　map （ある い は symplectic 　map ）の分岐

の 最も単純な paradigm であ る とも言える 。
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Figure　1： Bifurcation　Diagram　of 　Period　5
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1　　Topological 　strucrute 　of 　the　bifurcation

　　　diagram 　of 　the　H6non 　family

H6non　map の パ ラ メ ー
タ
ー空間 を数値計算に よ っ て調べ る と，その 中に cusp 　connection と呼ば

れ る特徴的 な構造 が存在 し，それに よっ て standard な quadratic　map の タイプの異 なる周期点が 、

HEnon　map の パ ラ メ ータ ー空間の 中でつ なが っ て い る と い う事実が見受け られ る．また、その cusp

connection と呼 ばれ る関係に は、ある種の規則性 が予想 される．

　　［San3］，［SS］で は
， 1次元の quadratic　map の タ イブの異 なる周期軌道 が

，　 HEnon　map
’
の パ

ラ メ
ー

タ空間の 中でつ なぐこ とがで きるための ある十分条件 を与えてい る．その条件 は，記号列の あ

る単純な操作で与 え られる の もで あり ， 任意に与 えられた 2つ の itineraryがその条件の もとで同値に

なるか どうかは、簡単に判定で きる．この条件は，H6non　map の パ ラ メ ー
タ空 間 にお い て，　itinerary

を特定で きる部分、す なわ ち，1−dimensional　partと hyperbollc　partの つ ながり方を調べ る ことに

よ っ て得 られ る．さ らに ， この条件は極め て 自然で あ る ため，必要条件に もなる と期待 で きる．

0．

0f
．4 f．6

Figure　2： Cusp　Region
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2 Hyperbolici 七y　in 七he　H6non 　family

ある与 えられた写像の周期点 の個数 を厳密に求 める こ とは，たとえ 1 次元の 2 次関数や H6non　map

の よ うな，きわめて単純 な写像 で あ っ て も非常に難 しい ．その方 法 と して もふ つ う Newton 法 くら

い しか 思 い つ か ない わけ だが ， それ でや る と周期は せ い ぜ い 10 ＜らい で あり ， 大型計算機な どで か

なりがん ばっ て も 15 くらい が限界 と思わ れる．またそこ まで や っ た として も Newton法では，得ら

れ た数の 確実性に不 安が残る ，

　　 しか し 1989 年頃，Biham と Wenzelとい う人たちが H6non　map に対してだけ ではあ るが ，

画期的な方法を発見 したの で ある．それ は基本的に は Aubry− Mather の Lagrangianとい うもの に

基 づ い てお り，まず周期 p の 周期点がその critical 　point に 1対 1に対応 して い るよ うなRP 上の あ

る gradient　vector
’
fieldを定義する．そして その critical 　points を全て捜し出す，とい うこ とを行

なうの である．残念 なが ら，
こ の方法の正当性は数学的に は証明されて い ない ．しか しこ の方法が う

ま くゆ か な い 例 もまだ見っ か っ て は い ない ようで あ る ，

　　さて 、
b ＝ − 1 （area 　and 　orientatin 　preserving　case ）の 場合に

， 上記の Biham− Wenzel の

方法を使っ て a を変化 させ なが ら周期 20 ま で の 周期点の 個数 を計算 して行 くと，あるけ っ こ う広 い

a の 区間で，周期点 の 個数が一定 となる もの が い くつ か 存在す る こ とがわ か る，これは こ れ らの パ ラ

メーター領域 で H6non　map が構造安定 となる ことを示 して い る よ うに 見 える．構造安定性定理 より ，

それは non −wandering 　set が hyperbolic　set となる こ とを意味する ．

　　［DMS ］では数学的に厳密な証明 は ない もの の
， その hyperbolicityの メカニ ズム を説明 し，そこ

か ら得 られる マ ル コ フ分割 で計算 した周期点の個数 と，Biham− Wenzel の 方法で計算 した個数 とが，

周期 20 まで完全に一致する と い う結果 を得て い る （周期 20 の 周期点の個 数 は， 100 万 くらい にも

な る〉．またこ こ で調 べ られた 3 っ の hyperbolic　case は全て、　 missing 　block　expression とい う方

法で かなり簡単にその構造 を表現で きる．この missing 　block　expression は Cvltanoviξの pruning
fr6ntの ひ と つ の 例 とも言え る が，対応 す る H ≦non 　map の 構造 を具体的 に 与 えた もの と して は，初

め ての もので あ る．
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