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密度行列繰 り込み 群 （DMRG ）の 正体は 、「密度行列 より導かれる精密 な数値変分法」で

す 。 変分法 とい うと、 「基底波動関数の 形 を物理的直感に基づ い て独断と偏見 で定め る」

ような職人芸 的な方法 ．．に聞 こえますが 、DMRG は 「計算対象に最適な変分 関数を自

動生成する」とい う点で従 来の 数値変分法とは
一

線 を画 して い ます 。 こ の 解説記事で は 、

DMRG の細かな計算手続 きよりも 、 その 基本原理に 目を向けるこ とに します 。 「密度行

列」繰り込み群 とい う名前の 由来や 、 DMRG の 背後に ある 変分原理 に つ い て 、一緒 に考

えま しよ う。

§1．　は じめ に

　密度行列繰 り込 み群 Density　Matrix　Renormaliza七ion　Group1）（以下略称 DMRG を用 い ま

す）が 登場 して か ら既 に数年が 経過 しま した 。 DMRG が 登場 した直後は 「驚 くべ き精度の

変 わ っ た数値計算法」 とい う印象が 強か っ た ら しく、 人 々 が 「数値計算の 常套手段」として

DMRG を使 い 始 め る まで に 、 しば ら く時 間がか か りま した 。

2）や がて Lanczos 対角化 に限

界 を感 じた数値計算の 専門家達 （著者た ちも同 じ穴 の ム ジナ）が 、雪崩 を打 っ て DMRG に よ

る数値計算に参入 し、現在 で は実に幅広 く応用 され る ようにな りま した 。

3）既 に数多 くの 応

用事例があるの で す が、せ っ か くの 和文解説で すの で 、 国内の 皆様の 仕事をい くつ か取 り上

げてみ ま しょ う。 ボ ン ド交代系へ の 応用
4）

、 ラ ンダム ス ピ ン系へ の応用
5｝、バ バ ー ド模型へ の

応用
6）

、 近藤格子系へ の 応用
7〕

、
ベ ー

テ 格子模型 へ の 応用
8）

、 磁化過程の 計算
9）な どが こ れ ま

で に行 われて い ます。 （他に も多数＿ ）

　もともと 1 次元量 子系の 基底状 態に対す る計算法 と して確立 され た DMRG ですが 、 その

後応用範囲が広が り、 2 次元古典系
10） 【手前味噌其 の

一
】や 有限温度量子 系の 熱平衡状態

の 解析
11）なども行わ れ て い ます。 これ ら 2 つ の 拡張は量子系の ハ ミル トニ ア ン に対する計

算手法で あ っ た DMRG を、 2 次元古典系の転送行 列に対 する方法 として表現 しなおす こ と

申

e−malL 　nishino ＠phys560．phys．kobe−u ．acjp

帥

e −ma 孟1： 0kunishi ＠godziUa ．phys ．sci ．osaka −u ．acjp

寧 ”
　emai1 ： hikihaτa ◎phys560 ．phys ．kobe−u ．acjp

＊）本稿 は 、編集部の 方か ら特にお 願レ｝して 執筆して い ただ い た記事で ある 。

一 133 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

西野 　友年、奥西　巧
一、引原 　俊哉

に よ っ て得 られ ま した 。 昨年 White が公表 した 「DMRG を 100 倍速 くす る方法」（図 1 の

DMRG ＋＋）
12）を用い る と、

一
段 と高速 ・高精度な DMRG 計算の 実行 が可能に な り、 2 次元

量子系 （N 段梯子 ）な どに も DMRG が応用で きる ようにな りつ つ あ ります 。

13）
（当然なが ら 、

3 次元古典系の DMRG 計算事例が現れ る の は時間の 問題で す。 だれ が最初に手をつ け る の か 、 こ っ

そ り注目して い ます 。 ）なにぶ ん進歩の 早い 分野で すの で 、 「目の 前の 問題 を DMRG の 助 け

を借 りて 解決 しよ う」 とお考えの 方は 、 まず最新情報を cond −mat 等の プ レプ リ ン トサ ー

バ ーで拾 っ て下 さい 一 　Key−Word は Density　Ma 七rix とか DMRG で うま く探せ る と思 い ま

す 。 （たぶ ん 、この 記事 を印刷 して い る間に も、い くつ もの 論文が 出版 され つ つ あ る と思 い ます 。 ）

　ちょっ と話が わ き道 にそれ ますが 、 DMRG には 「もう
一

つ の 隠れ た系譜」が あ ります 。 （図 1）

それ は 、30年以上前に Baxterによ っ て 定式化され た 「角転送行列 （Corner　Transfer　Matrix）
の 方法」で す。

14）Baxter の 方法は （Baxter が 厳密解の 大家 なの で ）2 次元古典系の 厳密解

を求め る為の 解析 的手法 と思わ れが ちで すが 、 実は数値 計算法 と して も優れ て い る こ とが知

られて い ます。 Baxterの計 算法 は DMRG に 通 じる もの があ り 、 仮 に Baxterの 方法が量子

系に応用され て い れ ば、ご く自然に DMRG が 導出 され る はずで あ っ た＿＿ の で すが 、歴史

はその ようには動 きませ んで した 。 Baxter の 方法の 数値計算的側 面 は 、 忘れ 去 られ て しまっ

たの です。 （「物事に はタイ ミン グが重要」とい うの は 、我々 の 師 ・菊池誠先生の 御言葉。 ）時は流

れて 1995 年、奥西 は DMRG と Baxter の 方法の 共通点 を見い 出 しま した 。

15） 【手前味噌

其の 二 】 そ して
、 両者の 「い い とこ取 り」を して 作 っ た の が CTMRG とい う古典系の 繰 り

込み群手法です 。

16）これ につ い て は 、 （本当は話 した くて ウズ ウズ して い る の で すが）また別の

機会 にお話 し しま し ょ う。

　さて、DMRG が幅広 く応用 され る につ れ て 、 物理 学以外の 分野 に も DMRG モ ドキが 自

然発生 して い る事実が 浮か び上が っ て来 ました 。 それ らは画像圧縮や 、 量子情報圧縮 な どの

技法 と して 考案され た 、 あるい は考案されつ つ あ る もの で す 。

17）（図 1 右）こ うした DMRG

モ ドキ は全 て 「有限の 、あ る限 られた情報 を使 っ て 、 出来 るだけ正確 に対象を再現す る」と

い う哲学に導か れ て得 られ た もの なの です 。 少 し言葉 を置 き換 えて 「有限の 、 ある限 られた

（relevant な）自由度 を用 い て 、 出来る だけ正確に物理 系 （の 根本にあ る もの ）を記述する」と

表現 しなおす と、 まさに 「くりこみ群の 精神」で は あ りませ ん か 。 どうや ら DMRG とい う

手法は 、 た だの 数値計算技法を超えて普遍 的な問題解決手殺 の よ うで す 。 思 うに この 先 、 繰

り込み 群 と情報理論 を包含す る方 向へ 新 しい 発展が ある の で は ない で し ょ うか？ まだ まだ

DMRG の 解析的な基礎づ けす ら存在しない 状 態ですの で 、 これ か ら DMRG に参入 される

方に も 「仕事の ネ タ」が数多 く残 っ て い るの が現在の 状況で す。
と もか く、数値計算に 直

接 タ ッ チ しない 方 で も DMRG の計算原理 を知 っ て い れ ば何 らかの ご利益がある と確信 しま

す 。 （特 に 、画像圧縮 関係の 仕事は 、 現世利益 に直結 して い る と思 い ます 。 ）
18｝

話を元に戻 して 、 こ の 解説の 方針 に つ い て 。 DMRG の 具体的 な計算方法は 、　White に よ

る原論文1）に詳 し く、 詳 し〜 く　 成功の 秘 訣や失敗 を呼ぶ 落 と し穴 まで 一 記 述 され てい ま
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Fig．　L 　DMRG の 系譜 　DMRG に 関連 した計算手法は 、（1）wilsQn 繰 り込 み 群 に 由来す る もの
2°）（2）古

典系の 変分法に 由来す る もの
14）（3）情報圧縮 に由来する もの 、が あ ります。 探せ ば 、 もっ と他の もの も出 て

　くるか もしれ ませ ん 。 （例 えば デ ジ タ ル 録音媒体の 音声圧 縮形式な ど 。 ）

すの で 、 直ちに DMRG に よる数値計算を開始 したい 方 は 、 先 に原論文 を読 まれた方が よろ

しい で しょ う。 相補的 に本稿で は 「密度行列繰 り込み 群の 背景」、 もっ と直接 的 に 言 うな ら

ば 「密度行列を、どの よ うに繰 り込み操作 と関係 づ けるか 」につ い て 説明 します。

19）DMRG

は 、実空間繰 り込み 群で あ りなが ら、（70 年代 に試み られた荒い 一 近似 的な 一 実空 間繰 り込

み群に比 べ て ）なぜ怖外れ に精密なの か 、 また反復計算な の に誤差が 累積 しない の は何故な

の か 、 計算物理 屋か ら見 て不思議 な点が多 々 ある の で すが 、通常 とは少 し違 っ た 角度 か ら

DMRG を眺め 直す事に よ っ て疑問は氷解する こ とで し ょ う。 先に少 しだけタ ネ明か しをす

る と 、 『DMRG は 、

“

密度行列を対角化す る直交行列 （の
一

部）
”

に よ り作られ る 、 行列積型

の 変分波動関数を最適化す る 方法だ』と言えます。
こ の 意味に お い て 、 DMRG に は 「通常

の くりこみ群」
20）ら しか らぬ 所 も多々 ある の で す が 、 こ れは 単 に用語 の 問題 で す の で 、 こ

こ で は深入 りしませ rv。 “

密度行 列 を対 角化 す る直交 行列
”

とは何 で しょ うか 、 また変分 関

数 は どの よ うな形 を して い るの で し ょ うか ？ 順 を追 っ て こ れ か ら説明 します 。
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§2．　 密度行列 と分配関数

　「密度行列」繰 り込み 群 （DMRG ）につ い て考える ため に 、 まず密度行列 を定義 して お き

ましょ う。 密度行列は 、 量子力学や量子光学な どの 教科書で 取 り上げ られ るこ とが 多い の で

すが 、
こ れ か ら考察の 対象にす るの は量子統計力学で扱う密度行列です 。 形式的 に定義 を与

える ならば 、 （カ ノ ニ カル ・ア ン サ ン ブ ル を考えて）熱平衡状態に ある物理系 につ い て 『ト

レ
ー

ス （Trρ）が系の 分配 関tw　Z で ある行列 ρ を密度行列 と呼ぶ 』 とい うの が味 も素 っ 気 も

無い 密度行列 の 定義で しょ う。 こ れで は余 りに も不親切 なの で 、もう少 し具体的 な系 に対 し

て 密度行列 を定義 しま し ょ う。 例 と して は何 で も選べ るの で す が 、こ こ で は DMRG を育 ん

だ模型で あ る S ・・ 1／2 ハ イゼ ン ベ ル グ ス ピ ン系 に着 目 しま し ょ う。

　　　　L　　　　 R

w w w w e e ／

M ＝ 3 N − M ＝ 3

Fig．2．　 N サ イ ト 1 次元ハ イゼ ン ベ ル グ模型： こ の 図で は シ ス テ ム サ イズ N ＝ 6 で
、 左 の 部分系の 大 きさ

は M ＝ 3。 こ れ以後、常に Open　Boundaryの 系を扱い ます。

ユ 次元 S ＝ 1／2 ハ イゼ ン ベ ル グ模型 の ハ ミル トニ ア ン ff は 、隣接 す る ス ピン Si と Si
＋1

の 内積 暢 ＝ Si ・5 ゴ に よ っ て
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N −1

　　　　　　　　　　　　　　　　　A
”
　＝ J Σ　h、　i＋、 　　　　　　　　 （2．1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε＝1

と書 き表 され ます。 J は相互作用定数で 、」 ＞ 0 ならば反強磁性 的、」 〈 0 な らば強磁性 的

で す。 N は シ ス テ ム サ イズ （＝ 系に含まれるス ピン の 数）です 。 従 っ て H を行列表示する と

2N 次元実対称行列 に なります。 （注 ： fiは全ス ピン 5 瓢 Σ鑑18f と 、 そ の 1 成分を保存 します

の で 、 君 は 2N 次元のブ ロ ッ ク対角行列にな ります 。 実際の 数値計算で は 、ブ ロ ッ クそれぞれ を独立

の行列 として 取 り扱い ますの で 、数値演算す る行 列のサ イズ は 2N よりだい ぶ ん小 さくな ります。 ）

後の 便宜上 、 系 を M サ イ トの 左側 部分系 ［L］と 、 N − M サ イ トの 右側部分系 ［R］に分割

して 考えます 一 【L］は ｛S1 ，
S2

，
＿

，
SM ｝を含み 、 ［R］は ｛SM ，

SM ＋ 1 ，
＿

，
SN ｝を含み ます。 （図

2）部分系 ［L］及び ［R］の ス ピン配列 を 、
い ちい ち矢印で ｛↑↓↑↑↓＿ ｝と表記す るの は繁雑 な

の で 、
こ の 章の 最後 まで ［L］の ス ピ ン 配列 を rで 、 また ［珂 の そ れ を r で代表 さ

せ 、全系の ヒ ル ベ ル ト空 間の 基底 を ll，r＞と書 き表 す こ とに します。
こ の 基底で ハ ミル トニ
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ア ン （式 2．1）を行列表示す る と

fllr，　i’r ’　＝　　@（lrト HI
〜

’
r

’ （2．

j という実対称 行 列になり

す。 　 影 の声 ： ハ イ ゼ ン ベ ルグスピ ン系を 選 ん
だ の は 、ハ ミ ル ト ニアンが実対称で 数値的 取り扱

が特に 簡単 だ か らで す 。以 下の説 明で も、 ハ ミ ル トニアン の実対 称性を 仮
定 し ます。エル ミ ート

列は、行 列 次元が2 倍 の
実

対称行
列

に “忠実 に ”書き 直すこと が できますので 、実 対称行列と全

同様に扱 え ま す。
よ

り 一般 的な ケース、 例え ば（ a ） ハミル トニ ア ンに温度（＝虚 時間 ）依存性 があ

（b ） ハ ミル トニ ア ンが 非対 称 行 列に な る 一 な ど の場 合につ いて は、 少 し注意 が必要 なので す

、 数式を 繁 雑に す るだ け で本質 的 な 所 は変 わり ませ んの で 、本 稿 で

取 り扱いま せん 。 式2 ． 1 で 与 えら れ た1 次元 スピン系 が 、 温度 β ＝1 ／kBT の 熱浴と （

り な く）弱 く
結 合し ている場 合に 、系の密度演算 子は β＝ exp （一 β丑）で 表わ され、その

列

素（＝密度行列） は 　　 　　　
　
　 　

　 　 　　　　　
Plr

，Urt＝
〈

lrle一βHfil’r’〉　　　　　　　　　　　　　　　

　 　　　 　 　　（ 2 ．3 ） と（ 形式的
に
）与え ら れ ま す。こ の ρ tr ，1 ’。 ’は、虚時刻τ

＝ 0 の量子

態 Ψ （0 ）t ・ Tt を

時刻 丁＝βに推進する働き 　　　　 　 　 　　　　　　
　

　Ψ（β）lr ＝Σ Plr ，1 ， r ，Ψ（0）
S 　 　 　 　 　 　 　 　 （ 2 ． 4 ） 　 　 　 　　

　
　

　　　　　 　 　 　　　 　lirt を持 ち ま す 。 こ の式 から浮か ぶイメー ジは 、 長 さN
鎖が βだけ

動
く
様
子

で す の で 、 密 度 行 列ρ1 。， 1 ’ri は T ＝0 とτ ＝ β の間に張ら れ た2
元 面に 対応 してい

る

と考 え
る のが自然 で し ょう 。 HI ， ， 　 Ur ’ が 実対称行列だ

っ
た ので、こ こ で 与えられ

Ptr，

fr ’も 実 対 称になりま す 。
（図3） DMRG で 扱 う 密度 行列は、ρ lr ， 1 ’ ， t そ

の も

で は な くて

右側部分系についてトレースを 取ったもの 　 　　　　　
　
　　　 　 　 　 　 　 　 　 ρP，　、

＝ Σ 　 Pl ， ， IUr 　 　 　 　 　 　 　 （ 2 ・ 5

　　　　　　　　　 　 　 　 　 　　　 　　 　 　 r

ﾆ、同様に左側部分系についてトレースを取ったも の 　　　　　　　　　　 　　　　　　　pli ，　rl 　
　 2 　 Ptr ， 　 tT ’ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （

E6 ） 　 　　　　　　 　　　　 　　 　 　　　　　　1 で、一般には「密度 行列 」とは区別して、「密 度

行 列 」（ Density 　Submatrix ）と呼 ばれて いる も ので す。 ρ
阜

は、虚時刻ア

＝O に おけ る 左側 部分 系［Ll のスピ ン配 列ltを 虚時 間発展 さ せ て 、 τ ニβの 配列 Z

移 す 行列ですが、［ 珂 から の 影響が 含ま れ てい る 点 に注意し て下 さい；［L ］内
部 のスピ

揺 らぎが、 固と［ 珂の 継ぎ目を通 して ［ 珂に 影響 を与 え て 、更 にそ の反 跳効果を 再び ［司

受 けるの
で

。その
意
味に お い て ρ 恥 は 右 側 部分 系 ［ R ］ の 情報を含 一
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　　　　1 　　　　r

　τ ＝ β

τ＝ 0
Ns

− 一一
v

−一一一7
　

N’・一
＿

一
’

　　　　f　　　 rV

Fig．3． 1 次元量子系 の 密度行列が張る 2 次元 面： 長さ N の
一

次元量子系 （自由端）を考 えた時 、 密度行列

Plr，1・”
’ は NX βの 長方形領域に対応 してい る と考えられ る 。

んで い る の で す 。 例 えば ［L］が 2 サ イ ト、 ［R］が 3 サ イ トの 場合 （N ＝ 5
，
M ＝ ＝ 2）の 密度副

行列 pR
，

　v （4 次元行列）を実際に求め て みる と、 それは ［L］が 2 サイ ト、 ［珂 が 4 サイトの 場

合 （N ＝ 6
，
　M ＝ 2）の pfl

，

　，， （こ れ も 4 次 元行列）とは
一
致 しませ ん 。

　補足 ： 単に用語の 問題 なの ですが 、 密度行列繰 り込み群の 世界で は 、 密度副行列 pf），　i， や ρP，。 ， を単

に 「密度行列 」と呼びます 。 その 理 由は 、 （1）い ちい ち密度
“

副
”

行列 と 「副」の 字 を付け る の が繁

貔 譁黎騎蘓提 丁蘇黜
）が系の 分配関撫 で ある行列 ’ 轍 行列 と呼ぶ 』とい

　　　　　　　　　　　　　　　　Z ＝ Trρ ＝ Trρ
乙

＝ ［［！r　pR　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，7）

よ りρ魚や p＃
，

　
，

， を 「密度行列」 と呼んで差 し支えない か らです 。
こ の 慣例 に従い

、 これ以後 とくに

断わ らない 限 り ρ
L や ρ

R ’
もρ と同 じ く密度行列 と呼び ます。 よ くよ く考えて み る と式 2．3 の ρt，

，
　1，ri

も 「系 と弱 く熱結合 して い る外 側の 全宇宙の 存在」を考える と 、 「密度副行列」で あっ た訳 です 。 そ

れを思い 起こすと 「宇宙全体の発展を与える密度行列」以外 は常に密度
“ 副

”

行列と呼ばざるを得ず 、

ちょっ と堅苦 しすぎます 。 まあ、些細 な名称に こだわ らず に、『密度行 列繰 り込み群の 記述 に出て くる

「密度行列」 とい う用語は ρ
L

や ρ
R をも指す』と い う点 だけ記憶 して 下 さい 。

　図 3 で 密度行列 ρ （式 2．3）が 長方形領域 L × βに対応 して い る 事を示 しま した 。 こ の 対

応 をその まま pL ，
　pR や Z に当て はめ る と、 図 4 の 様 にな ります。 分配 関数 Z （式 2．7）は
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p の ト レー
ス を取 っ た もの 一 即ち長方形 の 2 辺 を貼 り合 わせた もの 一 な の で 左上の 円筒

に相 当 します 。 eL（式 2．5）と pR （式 2．6）は 、長方形 の 2 辺 の
一

部 を貼 り合 わ せた もの で 、

「横 に切 り口 の少 し入 っ た 」円筒 に 対応 して い ます。 ト レース 操作 が貼 り合わせ に対応 して

い る こ とを逆の 立場か ら見る と 、 先に 円筒に対応す る Z が与 え られ て い て 、 それ にハ サ ミ

を入れて 「切 り開 く」事に よ っ て 順次 pL，
　pR ，

そ して p な どが得 られ る と解釈す る事 も可能

で す 。

Z ρ

L
ρ ρ

R

Fig．4．密 度行列と分配関数の 図形 イメ
ー

ジ： 分配関数 z は 円筒に 対応 して い て、それ を 「切 り開く」操作

に よ っ て密度行列 pL （式 2．5）， ρ
R

（式 2．6）， ρ （式 2。3）が順次得 られ る 。

§3． 密度行列 の 圧縮

　密度行列繰 り込 み群 は 、 （絶対 零度 β→ o 。 に おける）密度行列 ρ
L
（と ρ

R
）に 関連 した行

列 を数値的 に扱 い ます 。 「数値的 に扱 う」とは 、コ ン ピ ュ
ーター

の メモ リーに行列要素を格

納 して 、行列同士の 四則演 算を行 うこ とを指す の で すが 、（1996 年の 時点で ）現存す る コ ン

ピ ュ
ー ターで は約 3000次元 、大 き くて もせ い ぜ い 30000次元 まで の行列 しか取 り扱 えませ

ん 。 N サ イ トの s ＝ 　 112 ハ イゼ ン ベ クル グ 模型 を念頭にお くと、左側部分系 ［L］の サ イズ

が M の 場合 ρ
L は 2M 次元行列です か ら、密度行列の サ イズ （＝ 行列次元）は M が増加す

る とともに急激 に大き くな ります 。 こ の ままで は M ＝ 　12 あた りが 数値計算で 取 り扱える限

度で す。 従っ て
、

こ れ よ り大 きな系 を数値的 に扱 お うとすれ ば、何 か工 夫 を して 密度行列の

次元 を大幅に落とさな けれ ばな りませ ん 。

密度行列 とは 、 系の 情報を余さず持つ 行列で す。 そ の 「次元 を落 とす」 とな る と、 当然な

が ら幾つ か系の 情報 を捨 て なけれ ばな りませ ん 。 出来れ ば 「さして 重要で は ない 情報」を落
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と したい もの で す 。 系の 最 も重 要な情報は何 で し ょ うか？ 我 々 の 拠 り所で ある 『ト レー
ス

（Tr　p）が系 の 分配関数 Z で ある行列 ρ を密度行列 と呼ぶ 』 とい う言葉に照 らす と 、 まず一

番大切 な もの （の
一

つ ）は分配関数 Z で あ る と言 える で しょ う。 事実 Z が わ かれ ば熱力学量

や 、 β→ OQ の 極 限 を取 っ て 基底 エ ネル ギ
ー

を求める事がで きます。 そ こで 、 こ れか ら 『ρ
L

よ りも行 列次元の 小 さな行列で 、そ の ト レース が 分配 関tw　Z の 良 い 近似 を与 える もの を探

す こ とに よ っ て 、 本来 2M 次元 で ある密度行列 pL の 情報を 、
よ りコ ン パ ク トな m 次元行

列 戸
L

の 中 に圧縮 す る』こ と を目指 しましょ う。
こ こ に出て きた m は 2M よ りも小 さな 自

然数で す 。 圧 縮 され た密度行列 戸
L は一

体 どん な行列なの で しょ うか 。 もちろ ん 、 『行列 要素

が分配関tw　Z で ある 1 次元行列』は 、 上記の 要件 を満たすの で すが 、 それ は 「わ ざとら し

い 」で す し 、 しか も少々 情報 を落と しす ぎて い ます。 m 次元実対称行列 は 、 その 固有値 と

して m 個の 主要な 自由度 （
〜 情報）を持 っ て い ますか ら、 数値計算で 取 り扱 える限 り大 きな

m を取 るの が望 ましい の で す 。 （m として 数十か ら数千 の 間の 値 を考えるの が実際的で す 。 ）

　上 の 目的意識に 基づ い た ρ
L

の 行列次元圧縮 は ρ
L

の 対角化を通 じて 実現 で きます。 ρ
L は

2M 次元実対称行列で した の で 、適 当な直交行 列 （2 ニ （q1，q2，
＿ ）を用 い て

　　　　　　　　　　　　　QTpL（［？＝ A ＝ diag（λ， ，
λ2 ，

．，．）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

と対角化す る事がで きます 。 こ こで QT ＝ （〜
『1 は g の 転置行列 、 λi は Q の 列ベ ク トル qi に

対応する pL の 固有値で す 。 （qi 同士 は直交 して い ます 。 ）記号 diag（．．．）は、対角要素が カ ッ

コ の 中味 で 与 えられ る対角行列 を表わ します 。
こ れ以後、固有値は大 きい 順 λ1 ≧ λ2 ≧ ．．．に

並 ん で い る と仮定 しま しょ う。 式 3．1 の 両辺 の トレ
ー

ス を取 る と 、 （〜QT　． ， 1 よ り固有値全

体の 和 Σ鑑 λ‘ が 分配関数 z に一致する こ とが わか ります 。 通常の 物理系におい て 、密度

（副）行列の 固有値 λi は全 て 正 （又 は ゼ ロ ）な の で 、 λ
、
を大 きい 方か ら m （＜ 2M ）個足 し合

わせ た もの

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N　　　　m

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Z ＝ Σ λi　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3・2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

は常に Z よ りも （少 しだけ）小 さい こ とが分か ります： Z ≧ Z （こ れ は 自明）。 実は m が充

分大 きけれ ば 、 真の 分 配関数 Z と上 で与えた Z の 差

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2M

　　　　　　　　　　　　　　　　Z − 2 ＝ Σ λi 　 　 　 　 　 　 （3・3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝ m 十1

は 、 Z に比べ て非常 に小 さ くなる こ とが 経験的 に 知 られ て い ます ： Z 》 Z − Z 。
こ れ は、λi

カ  に対 して指数関数的に （又 はべ キ乗的に）減衰す るか らで す 。 で すか ら Z は分配関数 Z

の 良い 近似値なの で す 。 （こ の 事実は 、massive な系に対 して は証明するこ とが可 能です 。 ）従 っ

て 最初 に挙げ た liLとして単純に

　　　　　　　　　　　　　　 15L＝ diag（λ1 ，
λ2 ，

．．，
，
Am）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．4）

を選べ ば 、 ひ とまず ρ
L を m 次元に圧縮する とい う目的を達成 で きます 。 密度行列 pL の 固

有値 λi は 厂外界 （＝ ［R］）との相関に よ る系 （一 ［L］）の 揺 らぎの 重率」を記述 して い る と考え
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られ ますか ら、こ の よ うに liLを定め る こ とは 、「左右の ブ ロ ッ ク ［L］一［R］間 に 引 き起こ され

る （Virtualな）ス．ピン揺 らぎの 大切なモ ー ドを拾 っ て い る」とい う意味合い があ ります 。 （実

は、DMRG の 開祖 White は DMRG 発明以前 に Wilson と共 同で 「2 つ の 部分系の 滑 らか

な接合」の 研究をして い ます 。

21）そ の 仕事が 、 やが て DMRG と して 実 を結 ん だ よ うで す 。 ）

　もう少 し エ レ ガ ン ト （？） に Z を表現 しよ うと考 える な らば 、 まず 2M × m 次元行列

g ＝ （q1 ，q2 ，
＿

， qm ）（つ ま り行列 g の
一

部分）を導入 し、 ρ
L

を

　　　　　　　　　　　　　　　　　戸
L

一 φ
TpLQ

　 　 　 　 　 　 　 （3．5）

と書い て お い て 、 その トレ ー
ス を取 る こ とに よ っ て 2 を

　　　　　　　　　　　　　　2 − T・戸
L

− T ・ （ee
’

ρ
L
）

と表わせ ば OK です 。 右辺 に出て くる P ＝ （2（2Tは 、

P2 ＝
、P

，
　TLP ＝ m

（3．6）

（3．7）

を満たす 「自由度 を 2M か ら m へ 落 とす」射影行列 で す 。 こ こ で 定義 され る P に 限 らず、

一般に 『任意の 射影行列 P ＝ 、P2 に つ い て 、

Z ＝ Trρ
L

≧Tr（P ρ
L
） （3．8）

が成立す る』 と言 えます 。 これ は 、 不 可逆な射影変換 （繰 り込み 群変換）で 密度行列の 自由

度 を制限する と、得 られる近似分 配関数 （右辺）が真の 分配 関数 （左辺）よ りも必ず小 さ くな

る とい う事実を示 します。 自明な事実か もしれ ませ ん が 、

これが 密度行列繰 り込み群の 基礎 をなす変分 関係式で す 。

式 3，8 を図形 で表わす と 、 図 5 の 様に な ります 。 三 角形が行列 ｛？に対応 して い て 、 その

頂点上 に ある黒 い 四角形 は m 状 態の 変数を表わ します 。 行列 （？が pL 上 の 3 つ の S ＝ 1／2

ス ピン （白丸）が持 つ 自由度 （23 ＝ 8）をまとめ て 、

一
つ の m 状態変数 （黒四角）に射影す る

こ とが 直感で きるで しょ う。 こ の 射影操作 は 、（伝統 的な）実空 間繰 り込 み 2°）と全 く同 じです

の で 、 得 られ る m 状態変数 は 「m 状態の ブ ロ ッ ク ・ス ピ ン で あ る」と見なせ ます 。 こ こ で

注意すべ き点 は 、 ブ ロ ッ ク ・ス ピ ン が 元 々 の ス ピ ン （図 5 中の 白丸）の 自由度を均 等 に持 っ

て い るの で は ない こ とです 。 非常に長 い （massive な）系を考えて い た だけれ ば 自明 なの です

が 、 pL の 行列要素は左側の 方 （円筒の 端の 方）の ス ピ ン 変数 （白丸）に は余 り影響 され ませ

ん 。 （遠 く離れ たス ピ ン 同士 は 、ほ ぼ 無相関だ か らで す 。 ）従 っ て 、「DMRG に 登場す る m

状 態ブ ロ ッ クス ピ ン は
、 ［Ll と ［R］の 継 ぎ目あ た りの 動的 な自由度を主 に記述する 」とい う

こ とが わか ります 。 こ うい う意味 で DMRG に 出て くるブ ロ ッ ク ・ス ピン は （計算尺の 対数

目盛 み たい な物で）左右の系 の継 ぎ目付 近 の ス ピン 自由度 を 「ほ ぼ そ の まま」持 っ て い て 、

系の 両端 に向か っ て い くと段 々 と個 々 の ス ピ ン 自由度が 「ぼや けて 」行 きます 。

一 141 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

西野　友年、奥西　巧
一
、引原　俊哉

トい　　尋Ψ 苗 　　　、　　　弘 、“♂　ノ　tウb 　　、、　遅”　　　、　　　　　　　　　　 w 　　　　’引
ヒゐ　いjノ　　　　

！t　　　　　 fiサm 　　！　　h　tt−　　nAh　　 sn 　　　，コ

響1灘
　 　 　 　 　 　 　

s
　
s
　
L
　　　ヂぜ　　ド　　う　）t

P
”

診ゴ攣袈饕

ll：轗畿
ト，、　　　、“ 　　ver ’　　此▼　　輯　　　

此
　聡　s“〉　尋ウ’　　／tt　Lh　¢1

　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　Z

せれ
れ

　
　
　
　
　

　
　
　
　
　

　
　
　
　
　

　
　
　
　
　

　
　
　
　
　

　
　
　
　
　

　
ゆ

一…
｛

　

難
灘

　

　

　
ぜ

ヤキ
き
る

ナ
ヘヂ
い
ポ

ま

こ

モ
　ド
リ

ナノノち
くへちナ
　

　

ズ
ヤ
ゴ

サ
トゐ
ジ

ぷ
ま譲…

韻
鵝
響
轗

Z

Fi95 　密度行列へ の射影演算子の挿入　 N ＝ 6，
　M ＝ 3 の 場合の ［［b　pL と TY　PL。 左右両図ともに 、下端

　は上端に つ なが っ て い る 。 （周期境界条件）

§4．　 波動関数の 行列積表示 とゼ ロ温度極限

　先の 章で は 、密度副行列 pL を対 角化す る事に よ っ て 、 射影行 列 P ＝ QQTを得ま した 。

行列 g は DMRG で プ ロ ソ ク ・ス ピ ン変換 を行 う行列なの で すが 、 実は これ以外 に も重要

な働 きを持 っ て い ます 。 こ の 章で は φ（とその 仲間た ち）が ハ ミル トニ ア ン H の 固有波動

関数 と関係 してい る事実を明 らか に します 。

　数式を簡素にする ために 、今後 6 サ イ トの 系 （N ＝ 6）を取 り扱 うこ とに します。 各サ イ トの ス ピ

ン変数を左か ら α
，
b

，
c

，
d

，
　e

，f（＝ ±112）と呼ぶ こ とに しましょ う。 6 サ イ トの系など 、
　DMRG を使 う

まで もな く数値計算に乗せ る こ とが で きる の ですが 、 こ こ で は学 習的 な意味 をこ めて 、あえて単純な

場合 を観察 します。 （実際の計算で は 、 N は 100 を超 える数で す 。 ）

　こ れか ら見 て行 くの は 、 左側部分系 ［L］の サ イズが M ＝ 2 か ら M ＝ 6 の 場合 （M ＝ 6 の

場合とい うの は ［L ］が 全系の 場合 で す）に つ い て 、密度行列 ρ
L

を対 角化 して 、 「波動 関数 を行

列積 で 表現 す る」手順 で す 。 まず最初 に M ＝ 2 の 場合 、 即 ち左側部分系 ［L］の サ イズが 2

の 場合 を考 えます 。 こ の 時 、全系の 密度行列 ρ に対 して 右側部分系 ［珂 の ス ピン 自由度 を縮
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約す る こ とに よ っ て

　　　　　　　　　　　　　　 ρ島，。
’b’

一 Σ ρ。、、d，∫，。
’
、

’
。d。∫ 　 　 　 　 　 　 （4．1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 cde ∫

2 サ イ トの 【L］に対す る pL が 与え られ ます。　 pL を対角化 （式 3．1）する と C〜
TpL

（〜 ＝ A 一

要素で 書 き表す と

　　　　　　　　　　　　　 Σ　e。 ・
．ξρll、，．

’、，9 。
’
・

’，e’ ＝ 6ξξ’ λξ 　 　 　 　 　 （42 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 aa

’bb’

一 に よ り直交行列 Q ＝ （q1 ，q2 ，q3，q4）を得 ます。
こ こ で 、 ξは 1 か ら 4 まで の 値 を取る 4

状 態の 変数で す 。 g は 、 二 つ の ス ピ ン 変数 ｛α
，
b｝か ら

一
つ の 4 状態変数 ξへ の 変換行 列 と

み なせ ます 。

次に M ニ 3 の 場合に つ い て
。 今度は ［珂 の ス ピ ン 変数 d

，
　e

，
　f に つ い て 和 をと る こ と

　　　　　　　　　　　　　　ρ島。
，
。

tb ・c・　一 　£ 　P。 ・。d ，f，
。

’・’
。
’・。f 　 　 　 　 　 　 （4．3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 de∫

に よ り3 ザイ トの ［L］に対す る pL が与えられ ます。
こ こ で先ほ どの 直交行列 Q。b，C を 、 こ

の pL に作用 させ て み ま し ょ う：

　　　　　　　　　　　　 ρ急ξ
’
、
’＝ Σ Q。・，　e　Pgb、．　a ・、・c’　o。

・b・，ξ
’　 　 　 　 　 （4．4）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 aatbbi

す る と、生 の ス ピン変数 ｛a ，
b｝で は な くて 、 4 状態変数 ξを行列 の 足 に持 つ 密度行 列 pg，，　C，

。
，

が得 られ ます 。 この 段階で 密度行 列 を対角化す る と RTpLR 　＝ 　A ’

す なわ ち

　　　　　　　　　　　　　 Σ E ξ。 蠡 ξ
’
。

’・R ξ
’
、

’，・C’ 一 δCC・　Al 　 　 　 　 　 （4・5）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξξ

’
cc

’

とな っ て 、 生の ス ピ ン 変数 c と 4 状態変数 ξの 組 ｛c ， ξ｝を一
つ の 8 状態変数 ζに置 き換え

る直交行列 R を得 ます 。

次 に M ＝ ＝ 4 の 場合 に つ い て 。 式 4．1
，
4．3 な ど と同様に 、4 サ イ トの ［L］に対す る密 度行

列は

　　　　　　　　　　　　　 pSbcd，。 ’b’c ’d’
＝ Σρabcdef

，
　a ’b’c ’d ’ef 　　　　　　　 （4・6）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ef

で 与えられ ます 。 M ＝ 3 の 場 合 に習 っ て 、　e 。b
，C と R

ξ。
，ζ

をの セ ッ トを用い て 3 つ の ス ピン

変数 ｛a ，
b

，
c｝を ｛ξ，

c｝一→ ζの 経路 で
一

つ の 8 状態変数 ζに 置 き換 えます ：

　　　　　　　　ρ2a，ζ’dt
一 Σ R

ξ，
，ζ　e。 ・，ξ　pS、、、，。

’
、
・
、
’d’Q。

’
・
’
，ξ

’　R ξ
’
、

’，ζ
’ 　 　 （4・7）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 aa
’bb’cc ’

ξξ
’

この ρ2， ，

　C，，
， を対角化する と 、 先ほ どと同様 に ｛C，

　d｝の 組か ら一つ の 16 状態変数 η
へ の 変

換行列 Sくd ，，
を得 ます 。 後は推 して 知るべ し、 M ＝ 5 の 場合 を考 える と同様 に ｛η，

e｝の 組

か らひ とつ の 32 状態 変数 μ
へ の 変換 を表す直交行 列 Tn。 ，μ

を得 ます 。 （図 6 ）
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a

ゆ

V　 ＜ 一 ■

＼

／

Fi96 　 密度行列の 逐次対角化　 ジ ソ パ ー
を開く要領で 、密度行列 の 接合部 を順次 開い て 、そ こ に直交行列 を

　は さんで行 くこ とが出来る 。 （ある人い わ く、「社会の 窓」）行列は 、 Q 。 b　E　Rξe
，c　Sζd，

　n　Tue，μ　Up！，。

の順に付加 して行 く。

　こ の 様に して 、M ＝ 6 にた ど りつ くと、M ・ ・ N にな ります の で 、 左側部分系 ［Llが系全

体にな り、 右側部分系 ［R］が 空 っ ぽ にな ります pL　・ ・　p。 で すか ら、対角化

　　　　　　　　　　　　　　Σ 娠 。 ρ鉱。
’

∫
’ σ

。
’

ノ
’，vt

− 6
。。

’　AL’ 　 　 　 　 （48 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μμ

’f∫’

に よ り最後の 直交行列 U
μf，v を得た時点で 、 右辺 の 矧 は exp （

一βE ．）に一致 します 。 （図 6

の 最終的な状態）こ こ で Ev は ハ ミ ル トニ ア ン H の μ 番目の 固有値で す。

　これ まで の 操作 を まとめ る と 、 直交行列の積 一 とい うよ りは縮約 一 QRSTU （添字は省

略）を用 い て 密度行 列 ρ を対角化で きる こ とが わか ります。 （式 42
，
44

，
4．7

，
4．8 の 拡張）

（（？RSTU ）
Tp

　Q．RSTU ＝ ： dlag（e
一βE °

，
e
−’βEi

，　　） （49 ）
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こ れ よ り、 Ψ ＝ QRSTU 　一一要素で表わせ ば

　　　　　　　　　　　Ψ：、。d，f 一 Σ 9。 ・，ξR ξ。，ζ・Sζ・，・，，　T。 。，。 の∫，v 　 　 　 　 （4．10）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξζημ

が 、 固有エ ネル ギー E 、 を持 つ H の 固有状 態で あ る こ とは明 らか で しょ う： H Ψ
レ

茜 瓦 Ψ
レ

。

（添字 〃 に つ い て の 和 は取 りませ ん 。 ）こ れ が 「直交行列の意味は何 か？ 」 とい う問 に対す る最

初の 回答で す

一 固有波動 関数 を直交行列の 積 の 形で 書 き表せ るの で す。

　さて 、式 4．9 にお い て 、 ゼ m 温度極限 β→ OQ を取 っ て み ま しょ う。 す る と 、 基底 エ ネル

ギ ーに 関す る対角項 e
一βE ・ の み が残 ります 。 （基底状態 に 縮退の ある場合 の 取扱 い は重箱 の

隅 を突つ くよ うな もの です の で 、 省略 します 。 ）こ の 時 、 式 4．10 よ り基底 波動関数は

　　　　　　　　　　　Ψ2、、d，f　
一 　Z 　Q。 b，ξ・R ξ、，ζ・Sζd，， Tn。，。 の∫，・ 　 　 　 　 （4．11）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξζηP

と書 き表わ され ます。 右辺 の 右端に 「ゼ ロ に固定され た足 を持 つ 行列 U 」が 残 っ て い るの は

やや 目障 りなの で 、

　　　　　　　　　　　　　　　Tt
，e

，∫　
・　2 　T

，，
，。
U

。∫，
。 　 　 　 　 　 　 （4．12）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ

に よ り （非直交な）行列 T ’

を定義 して 、 Ψo をよ りス ッ キ リと した形

　　　　　　　　　　　　Ψ2、，d。f
＝ Σ　Q。 ・，ξ　R ξ。，ζ　Sζ・，，

T ’

，e ，f　　　　　　 （4．13）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξζη

と表記 して お きまし ょ う。 行列 Q ， R ，
　S ，

　T を得る手順 （式 4．2 〜 4．8）に 従 えば 、 ξは 4 自

由度 、 ζは 8 自由度 、 η は 16 自由度 なの で すが 、 Ψ2b。d。∫
を厳 密 に表わ す事だけが 目的な

らば、η は 4 自由度で充分 な こ とが 簡単に わか ります 。 （系の左右 反転対称性 をお考え下 さい ）

もっ と一
般 的 に N サ イ トの 系の 基底波動 関数 を行 列の 積 に分 解す る と 、 ギ リシ ァ 文字 で 書

かれ る変数 一 図中で 黒 四角の 変数 　　は最大 で 2N／2 の 自由度 を必 要 と します 。

　1 次元量 子系の 波動関数 を式 4．13 の 様に行列積で 書 き表す試 み は 、 DMRG 以前 よ り繰 り

返 し試み られ て い て 、 例えば S ＝ 1Heisenberg 模型 に対 する AKLT 状態や 、

22）そ の 拡張

で あ る Zittartzの 行列積変分関数
23 ）を挙げ る事が出来 ます 。

　 DMRG は 『“

密度行列 を対角

化する直交行列
”

に よ り作 られ る変分波動関数を扱 う方法』なの で 、 従来の行列積 を用 い る

変分法の 拡張 とみ なすこ とが で きます 。 但 し 、 波動 関数の 形 を予測 してお くの で は な くて 、

§6 で述べ る よ うに 「模型 に応 じて最 良の 変分波動関数が 自動的に生成 され る」点で 、従来

の 行列積 型の 変分 法か ら大 きく進展 して い ます 。

§5． 波動関数の 圧縮

　式 4．13 に登場 す る行列 q ，
R

，
　S

，
　T ’

を数値計算で 取 り扱 うこ と を 目的 と して 、 行列 要素全

て をメ モ リ
ー

に格納す る と 2N の オ ーダ ー
の 数値格納領域が必 要 とな ります 。 これ は シ ス テ
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ム サ イズ N が ある大 きさを超える と実現不 可能です の で 、 § 3 で 密度行列 pL を 声
L とい う

m 次元行列に圧縮 した ように 、 行列の 積に分解 され た基底波動関数 Ψ
゜

を
“

圧縮す る
”

手続

きを考えま しょ う
’
。 （DMRG の 計算に登場す る の は 、 全て 圧縮 された量 だと言 っ て過言で はあ りま

せ ん 。 ）式 4．2 〜 4．8 で 、 q ，
　R ，

　S
，
　T を得る過程 を見返す と 、 それ ぞ れ の行列 の ギ リシ ァ 文字

の 足 ξ，ζ，η の 自由度を高々 m に制限 して も 「重要 （relevant ）な情報は失われ て い ない 」こ と

が分か ります。 何故 な らば ξ， ζ， η な どギ リシ ァ 文 字で表わ され る添え字は、「値が小 さい ほ

ど重要 （relevant ）で 、 値が大 きけ れば重要で は ない （irreleva　nt ）状態に対 応 して い る」 か ら

で す 。 （その 理 由は、以下 を読 んで い ただければ明 らか に なります 。 ）これ以 後 、 Q ，
R

，
S

，
T （又 は

T ’

）が持つ ξ， ζ，η の 自由度 を高々 m に 制限 した もの を Q ，
R

，
　S

，
T （又 は T ’

）と表記 します 。

　制 限 され た行列 g ，
R

，
　S

，
　T ’

か ら作 られ る近似波動 関数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　 Φ2、。d。f ＝ Σ o 。、
，ξ　
R

ξ、
，
　（　
s
ζ、，，

T ’

，。
，∫ 　 　 　 　 （5．1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Cζη； 1

は Ψ
o

の 良い 近似に な ります 。 略記す る な らば 、 式 4，3 は Ψ
o

＝ （？RSTt 、 そ して式 5．1 は

Ψ
o

＝ 9RST’

と表わせ るで しょ う。 （図 7）

　注意点： （1）ξ， ζ， η の 自由度は m 以下 に制限され て い るので すが 、 そ もそ も ξ等の 自由度は 4 と

い う非常 に小 さい 数です か ら、m ＞ 4 の 場合 は ξに は何 ら制限が掛 か りませ ん 。 そ うい う意味 にお
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

い て 、 ξの 自由度は 「咼 ・々 m に制限 され て い る」と表現 したの です。 （2）式中で ¢ ，
R

，
S は 、 そ

れぞれ列 ベ ク トルに 直交性が ある 行列で すが T ’
は例外で 直交性を持ち ませ ん 。 また Q の 行列要素

は Q の行列要素の
一

部ですか ら 、 Q の 行列要素は Q 。b，ξ で は な くて Q 。b，ξ と書 きあ らわ しま した。

（ミス プ リで はありませ ん 。 ）（3）こ れ か ら図 を多用 しますの で 図 と式の 対応に つ い て 、 まとめて お き

ます。 Q （又は Q）や R （又はR ）の ような列ベ ク トル の 直交性 を持つ 行列は、直角三角形で表わ しま

し ょ う。 また 、 図中の 黒四角マ
ー

クは全て 高々 m 状態の 変数に対応す る とお考え下 さ い
。 二 つ 以上

の 多角形 （三 角形又 は四角形）に共有され て い る変数 （頂点）
一 例 えば図 7 上 の 黒四角 一 に つ い て

は、対応す る式 一 こ こ で は式 5．1一 の 中で 和 を取 ります 。 図形上 で の Einstei皿 Rule と解釈すれば

良い で し ょ うか？

　式 5．1 の Ψo を用い る と 、 様々 な物理量の 期待値 を、 小規模 な数値計算で 求め られ ます 。

例 えば Ψ
o

の ノ ル ム を計算す る に は 、 図 7 下側右 に示 され る様に Ψ
゜ を上 下か ら張 り合わせ

ば良い の で す が 、
こ れをい きな り計算せ ずに 、まず g 同士 の積

8画◎ξ猷9Σ
曲

＝

亭吸 （5．2）

よ り高々 m2 次元の ベ ク トル V を求め 、それ に

骸 ζ
’

1 ξξ
’ ＝ Σ E

ξ。，くR ξ
’
。，ぐ

　 　 　 　 　 c

（5．3）
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Wave 　Function
a　　b　　c　　d　　e　　f

一

b c 　　d e

α　 R S　　　 T ・　 f

a ξ　 ζ　 η

Norm
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（
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Ψ
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Ψ
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f
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a ξ　 ζ　 η f
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q
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R
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d　　　　e
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Fig．7． 変分波動関数の 行列積表示 ： （上 ）密度行列繰 り込み群は、行列 （＝ 三角形）の 積で与えられる変分波

動関数 を取 り扱う。 白丸は 2 状態の S ＝ 1／2 ス ピ ン変数を表わ し、黒四 角は高々 m 状態の 「ブ ロ ッ ク ス ピ

　ン 」変数に 対応す る。（下 ）変 分波動関数 の ノ ル ム を、行列積 の 形 で 示 した もの 。太 い 線で 結ばれ て い る白丸

　同士 は 、 同一の もの と考え る 。

で 与え られ る高々 m2 次元対称行列 を作用 させ て 、更 に

　　　　　　　　　　　　　　　x
ηη

1，cc’　 ・ Σ SCd
，，
Sc’・

，，
・　　　　　　　　 （5．4）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

を作用 させ 、 最後に高々 m2 次元 の ベ ク トル

　　　　　　　　　　　　　　　　Yn
η

’　＝ 　Z 　T
’

ηe ，i　T
’

ny
’
e，　f　 　 　　 　　 　 　 （5．5）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 eノ

との 内積 を取 る手順 を踏み ます 。 こ うす る と Ψ
o

の 内積計算の 計算過程 に お い て m2 次元以

上 の行列が 登場 しませ ん 。 実 は、もっ と もっ と小規模 な計算で 内積 を求める こ とが 出来 ます 。

φが 直交性 を持 っ てい た事 を思い 出 して 下 さい
。 す る と 、 式 5．2 の 左辺 は V4ξ，　＝ ＝　6ξξ， とな

ります 。 従 っ て 、 式 5．3 の W を V に作用 させ た もの WV も 、 再 び対角 ← δ
ζ
，C”）に な りま

す 。 以下 同様で 、結局 の 所 は式 5．5 の Yn
”

’ の 縮約 Ση
｝劾 の み 計算すれ ば、 Ψo の ノ ル ム を

一 147 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

西野　友年、奥西　巧
一、引原　俊 哉

求め られ ます 。 こ の 簡便 さも 、 波動 関数を直交行列の 積に書 き直す理由の
一

つ です。

24）（サ

イズ N が大 きな系で は、 W や X の ような m2 次元行列は 、 系の Staticな相関の 情報 を持 っ て い

る こ とが 知 られ て い ます。 ）

　さて 、Ψ
o

を式 5．1 の 様 に 自由度が制 限 され た行列の 積で 書 き表すの は 、 妥当なの で し ょ

うか？答 えは 、 「基底エ ネル ギ ーに 関する限 り、 自由度の 制限 m を持 ち込 んで も大丈夫」で

す。 その 理由ですが 、 大 ざっ ぱに言 っ て 、 ξや ζな どの 変数を m 状態に 制限 した時の 「ゼ

ロ 温度の 近似 分配関数」

〈Q°1ρ（β＝ 0腫
゜

〉＝ Σ li12
、，d。f　P。・、d，ノ，。 ’

・
’
c

・di。’

∫ゆ 3’
、’

。
’、’

。
’
∫

’

　 　 　 　 　 　 　 　 　 abcdef α
’b∫c ’d’e ’

ヂ
σ

（5．6）

の 誤差 は 、 ρ島，ξ （式 2．5）や 碓，d （式 2．6）の 「小 さな、 ゴ ミ の 様な固有値」を捨て た時の 誤

差 （式 3．3）の オーダーだ か らで す。 （Ψ
o は規格化 されて い る と仮定 しました 。 ）分配関数を

取 り上げ ま した が 、 どうせ ゼ ロ 温度なの で Ψ2b。d，f の エ ネル ギ ー期待値

〈Q
°IHIW°〉一 Σ Φ2、。、。∫　

H
．・。deノ，

。
・・

’
。
’d’

。
’
∫

’　Q・2，、・．
・d’

，
’

∫
’

　 　 　 　 　 　 abcde ∫a
’btc’d’

e
’

∫
’

（5．7）

の 近似精 度 に つ い て も同様の 事が 言 え ます 。 （精密な事を言い 始め る と厄介な問題が 山積 して い

ますの で、と りあえずこ の 程度の 説明に とどめてお きます。 ）なお 、 基底 エ ネル ギーの近似は 、
こ

れ で OK な の で すが 、 相関関数 に なる と話は 別で 一 相関関数に は励起が絡ん で きますの で

一 よ り注意深 く取 り扱 う必要が あ ります。

§6． 密度行列繰り込 み群の ア ル ゴ リズ ム

　以上 が DMRG の 説明の 「下 準備」で す 。 （長い 道 の りで した。）こ れ まで に述べ た手順 で

行列積 型の Ψ
o を得 るに は 、 最 初か ら厳密 な密度行列 ρ。b。d。f，。

’b’
、
’d・

e
・

∫
’ （式 2．3）を天 下 り的に

知 っ てい る必 要があ りま した 。 しか し ρ が与 えられて い る くらい な ら苦労 しない の です 一

それ は問題が 既 に解か れ て い る事 を意味す る の で すか ら。 そ こで 、 DMRG で は発想を転換

します。 「始め にい い 加減な 一 い や適当な任意の 　 行列 を G ，
R

，
S

，
T ’

（式 5．1 参照）と して

選 ん で おい て
、 後か らそれ ぞれの 行列 を少 しつ つ 改 良す る事に よ っ て Ψ

o
＝ QRST ’

（式 5．1）
の 近似精度 を上げて行 こ う」こ れが DMRG の 主要なア イデ ア で す。

で は こ れ か ら DMRG

の 計算手順 を追 っ て 行 きましょ う。

　まず最初 に適当な直交行列 g ，
R

，
　S と、 同じ く適当な （非直交）行列 Ttが 与え られ て い る

としま しょ う。 こ れ らの 行列は、式 5．1 を通 じて Ψ
゜

の 初期値 を与えます 。 もちろ ん 、 この 段

階で Ψ
o は真の 基底波動関数 Ψo とはか け離れ た もの です 。 初期値 として入 れ る行列は （ゼ ロ

行列み た い に数値的不安定性 をまねか な い 限 りにお い て）本当 に何で も良 く、 例 えば単位行列 で

も結構です。 これ らの初期行列に よ り与え られる Ψ
o

は、どの よ うなエ ネル ギー期待値 を持

つ で しょ うか？ こ れ か ら、系の ハ ミル トニ ア ン （式 2．1）を 図 8 上 め よ うに図示す る こ とに
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Fig．8． Ψ
o

に よる変分エ ネル ギ
ー

の 計算： 変分波動関数 量o
が行列 の 積で 書 かれ て い る こ とを利用する と、

エ ネル ギー期待値 〈E ＞（式 6，1）を小規模計算で 求め られ る 。

しま しょ う。 する と 、 Φ゜
に よ る変分エ ネル ギ ー

　　　　　　　　　　　　　　〈E＞一 〈Φ
゜IHIib°

〉／〈Q°1Φ゜

〉　 　 　 　 　 （6．1）

の 分子 は 、 図 8 の 様 に 図形表示され ます。 分母が 式 52 〜式 5．5 の 計算手順 に従 っ て 小規

模 な数値計算で求め られ たの と同様に 、分子 も素早 く計算する こ とが で きます 。 （皆さん 、 自

分で その方法を考えて みて 下 さい 。 ）つ ま りΨo に よる変分エ ネル ギー は 、 た ちどこ ろ に計算で

きるの です 。 ＜E ＞が な るべ く小 さ くな る様に e，
k

，
3

，
［i　t をそれぞ れ最適化す れ ば 、 自動的に

よ り良い 基底波動関数 Ψ
゜ が 得 られる 事は 、 もう明 らか で す 。 くどい よ うです が

式 6．1 で与えられる変分 エ ネル ギー を最小 にする こ とが （ゼ ロ 温
度量子系に対す る）DMRG の最終 目標で す 。

　（こ こ から先 の 部分に つ い て は 、 White の 論文 に詳 しく計算手順 が述 べ られて い ますの で 、数式の

細か い 部分 に つ い て は幾分省略 します 。 また 、 【手前味噌その 三 】で 悪 い の で すが 、某所
25）に もう少
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感

Fig，9。 エ ネル ギー期待値 くE ）の 再分割 ニ エ ネ ル ギ ー期待値の 図形表示 （図 8）か ら、行列 ST ’ の組を抜き

去 り、 残 っ た部分 を有効ハ ミ ル トニ ア ン Hett とみ なす 。

しだけ詳 しい 計 算手順 を掲載 しました の で 、 そち らもあわせ て お 読み 下 さい
。 ）

Ψ
o

を形成 す る各々 の 行列 は 、 左右 どち らかの 端 か ら改 良 して行 きます 。 手始 め に ST ’
の

セ ッ ト
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　　　　　　　　　Φく耐
＝ Σ 5伽 丁

’

ηe，∫　 　 　 　 　 　 　 　 （62 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 η ＝ 1

を改良する こ とに しま しょ う。 行列 S と T ’

を少 しつ つ 変化させ て 、 〈E ＞（式 6．1）が 最小 に

なる停留点を求め て も良い の で すが 、 それで は計算時 間が か か りす ぎますの で 、 DMRG で

は もっ と効率 の 良い 方法を用 い ます。 図 9 を ご らん下 さい 。
エ ネル ギ ー期待値 〈E ＞の 図形表

示 （図 8）か ら 、 行列 ST ’

に 対応す る三 角形 の 2 枚組 を取 り去 る と 、 残 っ た部分 は高々 8m

次元 の 行列 にな ります 。 （図 9 右〉何故ならば 、 図 9 左 にお い て 、 和を取 られずに残 っ て い

る変 数は 、 2 つ 以上 の 図形 に乗 っ て い ない 白丸か 黒四角の み だか らで す。 （この 図の書 き方

は、少 し曖 昧か もしれ ませ ん＿ ）取 り去 っ た部分 ← ST ’

）を有効波動 関数 Φ 、 残 っ た 部分

を有効ハ ミル トニ ア ン Heff と考える事が出来 ます 。 〈E＞＝ 〈ΦIHefflΦ〉／〈Φ1Φ〉を最小 にす

る よ うな 5 と Tf の 積 Φ （式 6．2）とは 、 要す る に Heff の 基底固有ベ ク トル Φ
o

の こ とで

す 。
で す か ら、Heff を対角化 して 基底固有ベ ク トル Φ

o を求め 、 それ を 図 10 の 手続 き 一
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f

Φ

Φ

　e　 Diagonalize
−

e
’

T

T

S T

Fig．10． 有効波動関数の 特異値分解：　 Heff を Lamczos対角化 して有効波動関数 Φ
o

を得た ら、そ れ を特異

値分解する事に よっ て直交行列 T と、それ以外の 「お つ り」の部分 5’
に分解す る。

Φ
o

の 特異値分解 一 に よ っ て 再 び行列 の 積 に分解す れば 、行列 S と T ’

を改良す る とい う

最初の 目的が達成 され ます 。 （特異値分解は、少 し詳 しい 線形代数の教科書に必ず説明 されて い ま

す。 ）
26）

　Φ
゜

を分解す る ときに 、少 し工夫 して （S
’

と名付ける ）直交 性の 無い 行列 と （T と名付ける）

直交性の ある行列 を得 るの が 、 うまい 方法で す。
こ うして おけ ば

、
エ ネル ギ

ー
期待値の 図形

表示が 図 8 か ら 図 11 の よ う変化 して 、 先程 と同 じ手続 きを用 い て 今度は RS ’

の 組

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　Φξ吻
＝ Σ　R ξ。，　C　S

’

ζd，η　　　　　　　　 （6．3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ct　 1

を最適化する事がで きます；今度 も、式 6．3 に よ り与 え られ る試行波動関数 を、有効 ハ ミル

トニ ア ン He／f に対す る ラ ンチ ョ ス 法に よ り改 良すれ ば良い の で す。 この様 に 、 右端か ら左

端 まで 行列 を改良 して 行 き 、 今度 は逆 に左端 か ら右端 へ 向か っ て 行列を改良 して 行 く、 この

往復 を何度か繰 り返 して 、行列要素が収束 した ら計算の 終わ りで す。
こ れが DMRG の 計算

過程で す。
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Fig．　IL　波動関数の 改良 （そ の 2）： エ ネ ル ギ
ー
期待値の 図形表示 （図 8）か ら、行列 RS ’

の組 を抜 き去 り、

残 っ た部分を有効ハ ミ ル トニ ア ン Helf とみ なす。

§7．　 ま とめ と禅問答

　この 解説で は DMRG が ど う密度行列 に関係 して い る の か 、 そ の 概念的な所 を中心に説明

して 、DMRG が行列積 で 書 か れ る近似 波動 関数 を逐 次改 良す る ようにデ ザ イ ン され た 数値

変分法で ある とい う事実 まで た どり着 きました 。 こ こか ら先は 、 数値計算の 世界にな ります。

細 か い 数値計算の テ ク ニ ッ ク は 、非常 に 多岐 に 及ぶ の で すが 、 全 て を紙上 で 説明する に は無

理 が あ りますの で 、今回は数値計算の テ ク ニ ッ ク に つ い て は 、全 く述べ ませ んで した 。 また

機会が あれ ば 、 具体的な模型 一 例えば イジン グ 模型
27 ）など　 につ い て DMRG の 応用例

を公表 して 行 きた い と思い ます。 （またの お 呼びが あれ ば 、
の

、 話ですが＿ ）

　以下は余談と い うか 、禅問答的 な幾つ か の 疑問で す。 （暇な ら読ん で 下 さい
。 ）こ れ まで の 説明で

は、教科書的 に まずハ ミル トニ ア ンが与えられて い る と仮定 して 、それか ら密度行列 ρ と分配関数

Z を導き出 しま した 。 こ れは 「始め に ハ ミル トニ ア ンが ある」とい う
“

信仰
”

に基づ い た議論です 。

世の 中には 、 全 く逆の 考え方 もあ っ て 、 例えばラ ン ダ ウ教程の 冒頭 の様 に 「は じめ に作用 とい うもの
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がある」とい う所か らで も出発で きます 。 まず分配関数 Z が 与えられ て い て 、 それ が何 らか の意味
で
一

つ の パ ラ メ ター r の 汎関数で ある と仮定して 周期 βの 虚時刻 τ とラ グ ラ ン ジア ン の 組を
“

発見
”

し、そ して Z の 中に何 らか の 空間構造 も埋 め込 まれ て い る と信 じて 「時空上 の 伝藩関数 と して の 密

度行列」 を導出す る道 の りで す 。 （時間 とは何か、空間とは何 か、代数的 に導ける ならば誰も苦労 し

な い 。 ）なぜ こ の 様な注釈を してお い たか とい うと 、 形而上 の 理由は と もか く、 もっ と形而下 の 理 由
もあ っ て 、イジ ン グ模型 に代表され．る古典系や 、 （可微分）多様体上の 統計力学 一 主 に重力理論 一

で は先に作用 か ら与え られ て い て 、
ハ ミ ル トニ ア ン が

“

あ らわ
”

に現 れ なか っ た り、そ もそ も定義不

可能 な場合が多い か らで す 。 密度行列の 定義可能な系ならば 、
ハ ミ ル トニ ア ンが定義不可 能で も 「密

度行列繰り込み群の 概念」を応用す る事がで きます。 要は
、 密度行列が定義されて い るか どうかが問

題なの です 。

　密度行列が定義され て い る と して も、 もう一つ 「危 ない 橋」 を渡 らなければ な りません 。 我 々 はハ

イゼ ン ベ ルグ 模型 とい う 「ホ トケ の 様な有 難 い 模型」 を扱 うこと に よ っ て、危 うい 点 を幾 つ も回避 し

てい るの です 。 それは 、 （a）密度行列 ρ
L

は実対称か？（b）密 度行列 ρ
L は対角化可能か？（c）密度行

鬻 纒 腿 聯 磁 齢 醫覦f。窓i潔 寡頻 騰驍i飜 鯖騨禦莓
は密度行列 が 「べ きゼ ロ 」の 部分空間 を持つ 場合 です 。 （a）と （b）は似 た様 な問題で すが 、「密度行

列繰 り込み群」に 関する 限 り、密度行列が対角化可能であ る必要はあ りませ ん 。 要は 「密度行列の主

要な ス ペ ク トル を拾 う」こ とです か ら、対角で は ない m 次 元行列の 中に密度行列 ρ
L の 情報を詰 め

込んで しまえば良 い ので す 。 こ れ は 可能 な手続きです 。 （実際、情報 理論 にお い て 2 次元 画像圧縮の

ア ル ゴ リズ ム として 、 こ の 様な手続 きが実用化され て い ます。 ）もちろ ん 、 どうしよ うもな い 「全て

の ス ペ ク トル がほ ぼ 同 じ重率を持つ 」模型 もある の で すが 、 こ の場合 は模型自体が 「ほぼ無相関な状

態」なの で 、物理的 には全 く無意味 で す 。 （こ うい うクラ ス の 模型 を 「不可解模型」と呼ぶ 。 解こ う
とする だけ 、 不毛なので ある 。 ）最後の （c ）の 問題 は 、もう少 し微妙で す 。 まあ言 っ てお くな ら 「統

計物理学 に出て くる諸模型は通常 『負計量』又は 『ゴース ト』と呼ばれる負の 固有値を持 たな い 」と

い う （
一応の ）慣例があります。 （まあ 、 信 じま しょ う。 ）ラ ン ダ ム 系で は 、こ の 限 りで は ない の です

が、ラン ダム系自身が 未解決の 問題で すか ら、敢えて 深入 りしない 事 に します 。 そ もそ も 、 DMRG
で さえ 「計算出来 れば Happy 」 とい う 「勝 て ば官軍」式 の 計算処方だ っ たの で すか ら。

　つ い で に 「朝永 の 危な い 橋」に つ い て 。 1 次元量子系を 2 次元古典系 とみ な して 、その 「切 り口」

に現 わ れ る 自由度 を観察 して密度
“

副
”

行列 ρ
L を定義 したの ですが 、 その 時の 「切 り口 」は直線的

で した 。 なに も切 り口 が直線 で ある必要 はサ ラサ ラ な く、 もしお好み とあ らば 、 「ジ グザ ク に」切 っ

て い た だい て も結構です 一 大昔に流行 した 「多時間理論」の 様に 。 （現在で は 、経路積分表示で 「多
時間理論」も包含 した 形式で 学習す る の が

一
般的で す。 ）但 し 、

ロ
ー

レ ン ツ 不変性 の ある模型で は、

もう少 し条件を厳 し くして 「超多時間的に」切る方が 無難です。 色々 と工 夫で きるの ですが、結局の

とこ ろ 「切 り口がジグザ ク して い ない 方が数値計算 に都合 が良い 」 と い う理 由で 、 まっ す ぐな切 り口

の み に つ い て解説 しま した 一 数値計算に お い て も、不毛な計算を回避 して 、計算効率 を高め る事が

重要なのです。また、2 次元古典系を上下 二 つ の 部分 に切 り離 して密度行列 を定義 しま した が、三つ

の 部分 に分 けて も、 四 つ の 部分 に分けて も結構です 。 実際 、 Baxterは 四 つ の 部分に平面を分割 して 、

（30 年 も前に）DMRG とほぼ同 じ考えに到達 しま した 。

　更に もうひ と言 。 なぜ高次元系に対す る DMRG が無い の か？ い や 、有 る と い えば有 ります 。　Xiang

は運動量空間で の DMRG に トラ イ しま した 。

28）こ れ は 、近藤問題の 運動量空間で の 解法に通 じる も

の が ある の ですが 、 ひ とたび運動量空間で物理系を表わ して しまえば 、何次元 で も同 じ事で す 。 い ま

一
つ

、 書 き記 して お くべ きなの は 、 高次元版の 行列積波動関数で す。

29｝こ れ らは、まだ 「勝手に与

えられ たハ ミル トニ ア ン に対す る変分法」に はな っ て い な い の で す が 、DMRG の 考え方の 拡張その

もの ですの で 、 そ の うち DMRG の枠組み で 数値表現 され る事で し ょ う。

そ ろそ ろ沈没＿ （執筆デ ス クの 上 に 、空 の ワ イ ン ボ トル が
一

つ 。 ）
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