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1　 は じめ に

　 決定論的 な物理系が通常の 微分方程式で記述 され るの に対 して
，
ラ ン ダ ム な揺 らぎを含む

物理系 には確率微分方程式が用い られ る．確率微分方程式論が数学の
一

分野 と して 登場 した

の は比 較的 新 し く 1940 年代 の こ とで あ り， 伊藤清の 業績に ちなん で 「伊藤解析 」と も呼ば

れ て い る．伊 藤解析は 1970 年代 に は無限変数の 超関数の ア イデ ア と融合 し
， 現在で は 「確率

解析」として 無限次元解析の 理論的興味か ら諸科学 に現れ るラ ン ダ ム 現象の 解析 とい っ た応

用 面 にわた り ， 広 く研究 され大 い に発展 して きて い る ．その 中 に あ っ て
，
量子系へ の 応用 とい

う点 はやや 遅 れて
，
1980 年頃か ら伊藤解析 の 量子版 と して の 量子確率微分方程式の 数学的基

礎づ けが研 究 され今 日 に至 っ て い る ．古典論の 場合 を振 り返れ ば
， 量子 確率微分 方程式を超

関数論的 に取 り扱 うこ との 実効性が 予想 される ．この 論文で は
，
数年前か ら著者が展開 して

い る ホ ワ イ トノ イズ 超関数論 に よるア プ ロ
ーチ を紹介する と とも に

， 特に
，
量子確率微 分方

程式の 解の 存在 と構成に つ い て論ずる．

　 まず ， 簡単な Langevin 方程式の例 を通 して ホ ワ イ トノ イズ超 関数論の 基本的なア イデ ア

を説明 しよ う、速度 v ＝ v （t）の粒子 （質量 は 1 とする）が 粘性抵抗 （抵抗係tw　le＞ 0）の ある

媒 質の 中 を外力 f ＝f（t）を受けなが ら運動す る系は Newton 方程 式

dv

石
一 一kv ＋ f，　 vl

・t！・
＝ V・ ・ （1．1）

で 記述 され る ．こ こ で
， 外力は位置には無関係だが

， 時間 とともに 変化 して も良 い と して い る．

今 ，
tHf （t）が （例 えば）連続関数で あれ ば

， （1．1）は容易に解けて
，

v （t）・− e
−k・

v・ ＋ e
−k・

　f。
‘

　ek
・f（・）ds （1．2）

とな る ． で は
， 外力 に 揺 らぎの ある 場合 は ど うなる だろ うか． こ の 場合は

， 各時刻 t で 発

生 す る外力 ∫（t）はあ る確率分布 に従 う確率変数 と考え られ る ．（
一

般 に
，
時間パ ラ メ ータ付

きの 確率変数 は確率過程 と呼ばれ る ．）は っ きりさせ る ために
， 確率空 間 （fl，　P ）を導入 し

，

∫：R
＋

× 9 → ∫（t，
ω ）∈ R と表示 しよ う．た とえ ∫が確率過程で あ っ て も

， 各サ ンプ ル ω ∈ 9
に対 して t ’→ f（‘，

ω ）が 連続 関数で あれ ば
， （1．2）は定義 され

，
解 v （t）幕 砲 ，

ω ）は確率過 程と

して 得 られ る．確率変数の 基本的な特性量は平均 と分散で あ る ．簡単の た め
， 外力の 平均値
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E （ノ（t））＝ 0 を仮定 しよ う．この とき
， 確率過程 v（t）の 平均 と分散は

， （1．2）か ら容易に 求め

られ
，

聯 ）） 一 ε

一ゐ  ・ ＋ ・

− k’
　f。

t

　・
kS
・（∫（・））・・ 一 ・

一規
・・

v ＠（・）） − e
−2娩

オオ幽 ・E （ノ（・）∫（・））舳

（1．3）

（1．4）

となる．分散が ラ ン ダ ム カ f（t）の時間相関関数 E（f（r）f（s））で与 え られ る こ とに 注意 して

お く，時間相関関数が

　　　　　　　　　　　　　　　E（∫（r）f（s））＝ δ（r
− s）

の よ うにデ ル タ関数で 与えられる ラ ン ダムカは
，

一
般に ホ ワ イ トノ イズ と呼ばれ る ．

き
， （1．4）は

　　　　　　　　　　　　V （・（t））一 ・
一・・

ズ・
・
… −

1 一

泰
2配

とな る．

（1．5）

こ の と

（1．6）

　　　　こ こで 注意すべ きこ とは
，

“

普通の 関数で は な い
”

デ ル タ関数 を導入 したの で
，
確率過

程 と して の ノ（t）は もはや仮想の もの で あっ て
， 方程式 （L1 ）や その 解 （12 ）は全 く意味 を失 っ

て い る こ とで あ る．さらに ∫（t）の高次 の 時間相関関数が

E （∫（リノ（t2）… ∫（オ2π
一1））＝ O

E （ノ（t、）∫（オ、）… ∫（オ、。 ））＝ Σ 6（オ。 （、）
− t

。 （、））δ（オ。 （、）
一オ

。 （、））
・・6（t。 （、。

．、）
一オ

。 （、。 ））
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ

の よ うに与え られ てい る とき
，f（t）は

，
　Gauss型 ホ ワイ トノ イズ と呼ばれ る．こ こ で

， Σ e は

異なる タ イプ の デ ル タ関数 の積が 各々 1度ず つ 現れ る ように （σ の 取 り方 は （2n）！／（2
”

n ！）通

りある）とる ．こ の と き
，
v （t）は Gauss分布 に従 い t → o。 の 定常状態で は

，
そ の 平均 と分散

は （1．3）， （1．6）か ら判 る ように ， それ ぞれ o， 112k で 与えられ る 。こ の 分布 は Maxwe11 分布 と

も呼 ば れ気体分子 運動論で は馴染み の もの で ある ．こ うして
， 確率変数 と して は形式的で は

あ るが
，
Gauss 型 ホ ワ イ トノ イズは基本的な ノ イズ源 とい える の で ある ［33］．

　 この よ うな形式的な確率変数や計算を正当化する 数学 ，
つ ま り確率過程 に基づ く微積分法

は伊藤清 に よ っ て創始 され
， 今 日で は 「伊藤解析」 と呼ばれて い る．その 基礎 は

，
Brown 運動

B
，

の 無限小増 分 dBt　＝ 　B
，＋di

− B ，，
　dt ＞ O

，
に関する伊藤型確率積分 にある．それ に よれ ば

，

（1．1）は

　　　　　dv −
− k・dt＋ dBl ⇔ 　v（t）

− v・ 一
一kf

。

t

　v （・）ds＋ B （t）

の よ うな 「伊藤型確率微分方程式」であ る として出発 し
，
その 解 は

，

v（・）… 　・
一’nv

・ ＋ e
− k・

　f。
t

　・
h’ dB

・

（1．7）

の よ うな 「伊藤型確率積分」で 与えられ るの で あ る，1970年代 に なる と
，
確率微分方程式 に

対する超関数的アプ ロ ーチが現れて きた．超関数論に よ っ て デ ル タ関数が 正 当化 され
， 微分

方程式論 に大 きな変革が現 れ たが
， 同 じよ うな こ とは確率解析 に も期待 で きる．MalliaVi皿 解

析 ［22］や飛田解析が その 代表的な もの で ある．特 に
， 飛 田解析 は 「ホ ワ イ トノ イズ解析」 と

も呼ばれ
，

一
旦 は dB， と して 姿 を消 して しまっ たホ ワ イトノ イズ をあか らさまに数学的対象
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と して 捉える理論で ある
1
．これ に つ い て は

，
次節以降で詳述す るが Gauss空間上の 超関数空

間 （E ）
＊

を導入 する こ とに よ っ て
，
ホワ イ トノ イズ Wt を （E）

＊

内の 0 ° ° 一級 且ow と して 取 り

扱 うこ とが で きる．そ うす る と
， （1．7）は再 び

dv

蕊
＝ − kv＋ 呪

と書かれ．る．形 は もとの （1．1）と同
一

で ある が ， 解 v ＝ v （t）は （E ）
ホ

の 中で 求め る こ とになる．

考える空間 は （E＞
’

の よ うに無限次元空間 に なっ て しま っ たが
，
方程式 そ の もの に特異性は

な く， 普通の 微積分の 規則で 解を求める こ とがで き
，

・（t）一 ・

一
  ・ ＋ ・

−k‘

　f。
t

　ek
’

　w ・　d・

となる．こ れ は
， 考えて い る空 間は違 うの で あるが

， （1．2）と形 は全 く同 じで あ る．こ こ で 述べ

て きた もの は簡単な一
例 で あるが

，
ホワ イ トノ イズ解析 に よっ て 従 来の 形式的計算に 数学的

裏付けを与 え
，
揺 らぎの本 質 を直に捉 える こ とがで きる ようにな っ た．

　
一

方 で
，
1960 年頃か ら散逸量子系の 解析に おい て 量子 Lange 血 方程式が議論 され て き

た （Lax ［20｝，　Senitzky［36］な ど．なお Accardi【1】も参照）．それ を量子伊藤理論 を定式化 し

て ユ ニ タ リ拡 張の 問題 と して 捉 えたのが Hudson −Parthasarathy［16］で あ り
，
そ の 理 論の 後 ，

若干の 超関数の ア イデ ア も取 り入れ なが ら大い に発展 して今 日に至 っ て い る．最近出版 され

た教科書 Meyer ［21｝，
　Parthasarathy［32］は この 方面の 必携書 とな っ て い る．まず ，

　Brown 運

動を定義す る確率空間 と L2（R ）上の Boson　Fock 空 間 （R が Brown 運 動 の 時間パ ラ メ
ー

タ

を与 える）が 同型 に な る （Wiener
一正t6− Segal同型）．する と Bt をそ の Boson　Fock 空 間上 の

か け算作用 素 とみ なす こ とが で き
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Bt ＝ A ， 十 A；

の よ うに
，
さ らに 「素」な 2 つ の量子確率過程 に分解す る こ とが わ か る．At

， 魂 はそれ ぞれ

消滅過程 ，
生 成過程と呼ばれて い る．Hudson −Panrthasarathy− Meyer 理論 は

， それ らの 無限小

増分 dA ，，
　d4 ’

， 及びゲ
ージ過程の無限小増分 dA ， に基づ く伊藤解析 の 量子版とで も言 うべ き

もの で ある ．生 成 ・消滅過程に よ っ て
， 第 3 の量子確率過程 At を表す こ とは

， 彼 らの 量子確

率積分で 許 され る被積分関数の 範囲で はで きな い が
， 応用上 極め て 重 要で あるの で 独立 につ

け加えられ て い る．

　　こ の よ うな流 れ を眺めれ ば
，
ホ ワ イ トノ イズ解析 の 量 子版を建設 し

，
応用 面 を探る の は興

味の ある こ とと言えよ う．こ の アプ ロ ーチ の 一
つ の 特徴 は

，
デ ル タ 関数を掌中 にす る超関数

論 を基礎に して い るの で
， 「素」とな るべ き量子 ノ イズ は eq，

α：の 2 つ で 十分で ある とい う

こ とで ある ．実際 ，

“

すべ て
”

の 量子確率過程 を at と α；に関する
“

量 子確率積分
”

で表現する

こ とが で きる2．また
，
この こ とは

， すべ ての 作用素が生 成 ・消滅作用素で表現で きる とい う

場 の 理論に おけ る直感に もあっ て い る3．こ うして
， 我々 の 立場を図示すれば次の よ うに なる．

　
1
飛田 ［12】に 興味深い 解説記事が あ る．

　
2 こ こ で “ ”

をつ けた の は
， 数学 と して表現す る の だか ら む ろ ん

一
定の枠をは め た り， 概念を

一
般化し た りし

た 上 で
，

との 意味．詳 しくは 本文 §4 を参照 され た い ．

　
3 こ の こ と を証明す る た め に は

，

“
すべ て の 作用素

”

に対 して 枠 を は め な け れ ば な ら な い ．有界作 用 素 に 対 し

て は Berezin　［3】，
　Gelfand　tripletに付随 した もの は Obata　（23］で証明された．なお

， §3 も参照せ よ．
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古典確率解析

Itδ 理論

　 dB ，

量子確率解析

dB ，
＝ ♂・4亡十 d／1；

i・B ・
− VV，　dt

Hida 理 論

　 ％

Hudson −Parthararathy− Meyer 理 論

　　　　 己ん ，
dA ；，

　dA
，

Wt ＝ at ＋ a〜

↓・ん 一 ・・dt

量子ホ ワ イトノ イズ解析 （提案中）

　　　　　　 q ，
α；

　 この 論文 で は
，
ホ ワ イ トノ イズ超関数論 （WNDT ）を簡単に紹介 した後

，
量子確率過程が

どの よ うに して 素過程で ある at
，

α；で表現 される かを説明する．その 後 ， 作用素の Wick 積
を導入 し

，
量子確率微分方程式の 解の 構成 に応用す る。ホ ワ イ トノ イズ 超関数論 につ い て は

，

最近 出版 され た Kuo ［19】は極め て丁寧に書かれて お り，
こ の 方面へ の 格好の 入 門書で ある．

また
，

こ の 論文で は ホ ワ イ トノ イズ空間上の 作用素論が 基礎 に な っ て い る が
，

こ れ につ い て

は Obata［23］を参照 され たい ．量子ホ ワ イトノ イズ解析につ い て は
， 本は まだ ない が

，
　Obata

［27M28L ［29】に多少ま とま っ た記述が あ る．関連する もの として
，
　Huang ［13］，　Huang

−Luo

［14］， Obata　125］， 大矢一小 嶋 ［31］な ども参照 されたい ．こ こ で展 開する理論 は物理 で は絶対零
度 の 場合 に対応 し

， 有限温度の 場合 に拡張す る こ とは極め て興味深 い 問題 となる．こ の 観点
か ら Hudson − Lindsay［15］や有光グ ル v−一プ に よる研究 ［2］， ［34】は重要 な指針 を与える もの で

あ る．

2　 ホ ワ イ トノ イ ズ超関数論

2．1　 Brown 運 動か らホ ワ イ トノ イズ へ

　 水中の 花粉粒子 の ジグザグ 運動は
， 数学的 に は確率過程 と して 定式化 されて い る．確率変

数の 1径 数族 ｛Bt｝t≧。 で

　（i）｛Bt｝は Gauss系，
つ ま り任意の有限 1次結合 cl　Bt

、 ＋
…

＋ cnBtn が Gauss分布に従 う；

　（ii）Bo ＝ O，　E （B ，）＝ 0
，
　E（BsBt）＝ min ｛s ，

t｝；

を満 たす もの を Brown 運動 また は Wiener 過程 と呼ぶ ．こ こ で は
， 無限次元 Gauss 測度 を

用 い て Brown 運動を構成する ．他の 方法につ い て は
， ［11】， ［17】な どを参照 され たい ．

　 実 ｝lilbert空間 H ＝ L2（R ，
　dt）の 実内積とノ ル ム を

　　　　　　　　〈ξ， ・〉一 　f。 ξ（t）・（t）・d・
， iξ1。 一 顳 ， ξ， ・ ・ H

，

に よ っ て定 義す る．（こ こで
，

ノ ル ム の添字 0 は後で便利 な よ うに つ けた．）有限次元 Ellclid
空間な らば

，
Bochner の 定理 に よ っ て確率測度と正定値 関数が 1 対 1 対応するが

， 無限次元
空間に対 して は Gelfand　tripletを用い なけ れば な らな い ［38］． さて

，
無 限 回微分 可能 な急

減少関数の 全 体 を E ＝ 8（R ），
その 双対空間 ，

つ ま り E 上 の 連続線形 （汎）関数4
の 全体 を

　
4E

＝ s （R ）の 標準的 な位相 は，ノ ル ム の系列 Hξ　Ilj
，
k　
＝
　supt

∈R　ltゴξ（k）（t）1で定まる ，つ まり
， ξ九 が ξに収束

する とは任意 の ゴ沸 に対 して IIξπ

一
ξIlj，， → 0 が成 り立つ こ とで ある．

一 22 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

「第 4 回 『非平衡系 の 統計物理』 シ ン ポジ ウ ム 」

E ’ ＝ 5 「

（R ）で 表す ．E 寧
の 元は Schwartzの 緩増加超 関数と も呼ばれ

， 例 えば
，
デ ル タ関数や

そ の 微分が そ うで ある。こ の とき
， 自然な包含関係

　　　　　　　　　　　　E ＝ 8 （R）⊂ H ＝ L2（R）⊂ E ’

＝ 8 ’

（R ）　 　 　 　 （2．1）

が成 り立 つ こ とに注意 してお こ う．E 卓
　× E 上 の標準線形形式 は H の 内積を拡張 した もの で

あ るか ら同 じ記号 〈
・
，

・
〉で 表す．また

， （2．1）は Gelfand　tripletと も呼ば れる
5
．無限次元空間

上 の 測度論に よ っ て
，

　　　　　　　　　　　　・
− ICI：12 − f。 ．

　・
’‘x・

　
‘’
　lt（d・）・ ξ・ E

，

を満たす確率 測度 μ が E ＊

上に唯
一
存在する．これ を E 巾

上 の （標準）Gauss測度， 確率空間

（E
＊

， μ）を Gauss空間 と呼ぶ ．

補 題 2．1 各 ξ∈ E に対 して
，
E 寧

上 の 関数 を Xe（x） ： 〈x ， ξ〉，
　x ∈ E ホ

，
によ っ て 定義する．こ

の と き
， ｛X ξ｝ξ∈E は平均 0 の Gauss 系で あ り，

・略 ）− f。．（・ ， ξ〉〈・ 1 ・〉・（d・）一 〈ξ， ・〉， ξ，η ∈ E
，

が成 り立 つ ．

　 証明は容易で ある ．こ の 補題 に よ っ て
， 任意の ξ∈ H に対 して

，
X ξ（x ）　＝ ＝ 〈x ， ξ〉が 定義 さ

れ る ・実際 近似列 ξ。 ∈ E を 1　Cn　一ξ　lo→ o とな る ように選 ん で
，
　x ξn

の L2一極限 を x ξ と

す る の で ある ．特 に
，
区間 ［0 ，

t］の特性関数 1
［o，t］は H に属する の で

，

　　　　　　　　　　　 B ・（・ ）　一 　〈x ，
・［・，・1＞，

x ∈ E
’

，
　 t ≧・

， 　 　 　 （2．2）

は L2（E
寧

， μ）に 属する 関数 （Gauss型確率変数）で あ る．容易 な計算で ｛Bt｝t≧o は Brown 運

動で ある こ とが わか る ．

　 とこ ろ で
， ｛B ，｝t≧o は平均 0の Gauss系なの で

，
独立性 と直交性は 同値 な概念 となる ．　s ＜ t

と して
， 時間区間 ［s ，

s ＋　h］， ［t，
t＋ h］を考える ．こ こで h ＞ 0 が 小 さけれ ば

， 時間区間は 互
い に 素に な る か ら h

−1
（B 。＋h

− B
。 ）と ん

一1
（Bt＋h

− B ，）は独立 に な る．直感的 に は h ↓0 の 極

限 で ｛dBt！dt｝t≧o は各時点毎 に独立な Gauss型確率変数の 族 とな りそ うで ある．しか しなが

ら
，
Brown 運動の 殆 どすべ て のサ ン プ ル は

，
至 る所微分不可能なほ どジグザグ で ある （Paley

−

wiener− zygmund の 定理 ［17】）の で
，
　dB ，1dtは文字 どお りに は存在 しな い の で ある．こ の 事

情 は
， （2．2）を形 式的に微分 して みて も判 る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　　　　語 恥 ）一 〈… 6t＞一 ・（t）・
・ ∈ E ’

・

x は超関数 なの だか ら
， 点 t で の値 は意味が な い ．それ に も関わ らず

，

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 d
　　　　　　　　　　　　　　　　vv・　（x ）＝

zit　Bt（x ）　 　 　 　 　 　 （2・3）

はホ ワ イ トノ イズ と呼ばれ ，さまざまな問題 に応用 されて い る ．デ ル タ 関数が超 関数論 によ っ

て 正 当化 され た よ うに
，
ホ ワ イ トノ イズ も無限変数の 超関数論 に よ っ て 正 当化 され る．

　
5
こ の よ うな 関数空間の 三つ 組 は，もともとス ペ ク ト ル 理論の拡張 の た め に 導入 された ［8］．別 の 応用 として

，

量子力学 に お け る観測 量 （Hilbert空間上 の
一
般に は非有界な自己共役作用素）を連 続作用素 として 取 り扱 っ た

り，複素固有値に 意味づけ した りす る な どの 物理的応用 もあ る ［5L ［371．
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2．2　 ホ ワ イ トノ イズ超関数

　
一
般の 記法 として

， 実空 間 X に対 して その 複素化 を 記c で 表す．まず
，
H ，　＝ 　Lさ（R ）上の

Boson　Fock 空 間 を

　　　　　　　　　T （H ・）一 ｛（儡 ・ll膝
（

隙．．｝　 （・・4）

に よ っ て 定義する．但 し
，
H80 ＝ C と約束す る．ノ ル ム の 定義の 仕方に注意を要するが6

， 基

本的に は，

　　　　　 r （Hc）＝ C   Hc   1瑠
2
  …   H評 e …　（Hilbert空間の 直和）　　　（2．5）

と考えて 良い ，E 鐙 は （対称）n 粒子空間とも呼ばれ る．さて
，
ホ ワ イ トノ イズ超関数の 導入

の鍵 は次の 有名 な同型定理 に ある．

定 理 22 （Wiener −lt6− Segal）各 ξ∈ Hc に対 して
， φξ ∈ L2（E

’

，β）を

　　　　　　　　　　　　　φξ（x ）＝ ・
（x ・〇一

くξ・e＞12
， 　 x ∈ E ’

， 　 　 　 　 　 （2．6）

で定め る とき
， 対応 φξ　 ← → 　（1，ξ， ξ

  2
／2！， ξ

  313
！

，

… ）は
， 線形 に拡張され て L2（E

’

， μ）と

r（Hc ）の ユ ニ タ リ同型 を与える．

　 （2．6）の φξ を指数ベ ク トル
， 特に φo を真空ベ ク トル とい う．WieRer −lt6−Segal同型 に

よ っ て
， φ∈ L2（E

’

， μ）と （fn）篷0 ∈ r（Hc ）が対応 してい る とき
，

　　　　　　　　　　　　　　　　 φ〜 （ノb， ノ1，f2， …　）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．7）

と表す．φ∈ L2（E
’

，μ）は E 零

上の L2一関数で ある か ら
，
各 x ∈ E 辱

に 対 して殆 ど至 る とこ ろ

の 意味で φ（x ）が確定す る ．（2．7）の対応が ある と き
，
Wick テ ン ソ ル を用 い れ ば φ（x）は （ん）

に よ っ て直接 的 に表示す る こ ともで きる．詳 しくは Kuo　［19］，
　Obata ［23］な どを見 よ．

　 Wiener− lt6−Segalの 同型の 下で Brown 運動 は

　　　　　　　　　　　　　　　　 Bt 〜 （0，
1
圓 ，0，

… ）

の よ うに対応 し
，
Brown 運動は 1粒子空間の 関数 1

［o ，
t］∈ H で 表現 され る．1粒子空 間に対 し

て は
，
既 に Gelfand　triple　E ⊂ H ⊂ E ホ

が付随 して い る．超関数空間 E 事
＝ 8 ’

（R）に おい て

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　d
　　　　　　　　　　　　　　　6・　

＝

　tt　1［… 1，　 t∈ R
，

　
fi物理学 の 文献 （例えば

， 圖， ［7D で は
，
ノ ル ム （2．4）の定義で

， 荷重 n ！をつ けな い の が むしろ普通 の流儀で あ
る が

， 本質的な違 い を生ずる もの で は ない ．しか し
， 後で必要に なる指数ベ ク トル や 生成 ・消滅作用素の 定義も

違 っ て くる の で 注意された い ．
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は全 く正 しい 式で あるか ら
，
何 らかの 方法で 1「

（Hc ）Or− L2（E
専

，μ）に付随す る Gelfand短 ple
を導入すれ ば

， （2．3）が正 当化 され るだろ う，それ は Gauss空 間 （E
廓

， μ）上 の （したが っ て無
限変数の ）超 関数 を構成す る こ とに他 な らない ．大雑把 に い えば

， （2．5）を元に して
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo 　　　ぬ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo

　　　　　　　　　　  罐 σ （H ・）・1　L2（E
事

，μ）⊂   （謄 ）駈
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ！＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 n＝0

を考える こ とに な る，φ〜 （fn）が テス ト空間の 元で
，
φ 〜 （Fn）が 超関数の 元で あれ ば

，
そ れ

らの 標準双 線形形式は
，
F （lll7c）の 複素双線形形式7

を拡張 した もの で ある か ら
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 co

　　　　　　　　　　　　　　　（〈Φ， φ＞＞＝ Σ π ！〈F。，
・fn＞

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝ o

で与え られ る こ とに なる．

　実際に は
， 収束の 議論や Hilbert空間で ない E8 の 直和をどの よ うに 定義するか な どで

微妙な問題 を生ず る．こ の よ うな （専門家 に と っ て の み興味の ある）技術的 な問題点の詳細は
，

［19｝， ［23］な どに譲 る こ と と し
，
ここで は ノ ル ム の記号だけ準備 して お く（なお

， ［27】も参照）．
まず

，
E ＝ 8（R ）の位相 は Hilbert型 ノ ル ム の 列 卜lp，　p ∈ R

，
で 定まる （定義は省略す る ）．こ

の ノ ル ム は
，
E卿 に も自然 に 拡張 され る．次に

， φ〜 （fn）∈ L2（E
’

， μ）に対 して ノル ム の 系
列 を
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　ll　il　11；＝ Σ n ！　1　f。 　i；　　　　　　　　 （2．8）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ヨo

で 定義す る ．すべ て の p ≧ 0 に対 して llφII， ＜ 。。 とな る φの 全 体 を （E ）と書 くと
， （複素）

Gelfand　triplet

　　　　　　　　　　　（E ）⊂ （L2）≡ 五
2
（E

’

， μ）2！・r （Hc ）⊂ （E ）
’

　 　 　 　 （2．9）
が得 られ る ．（E ）の 元 をホ ワ イ トノ イズ テ ス ト関数， （E ）

＊

の 元 をホ ワ イトノ イズ超 関数 と呼
ぶ ．（2，9）は

，
Hida−Kubo −Takenaka 空間 ［181 と も呼ばれ る．（E）

’

× （E ）上 の標準複素双線
形形式 を くく・デ 》で表す．構成 の仕方か ら （E）

＊ は
，
Fn ∈ （E警鴻m

で
， あ る p ≧ 0 が存在 して

Σ陰 o η ！1瓦 1≧p
〈 oo とな っ て い る φ 〜 （凡 ）の全 体で ある．等式 （2．8）は その ままホ ワ イ ト

ノ イズ 超 関数 に対 して も成 り立 つ ．

　 各 t ∈ IR にお けるデ ル タ 関数 6ε は 5 ’

（R）＝ E 零

に属す るか ら
，

　　　　　　　　　　　　　　　　 W ，
〜 （0，

5ε，
O．…　）

はホ ワ イ トノ イズ超関数で あ る。これ をホ ワ イトノ イズ と呼ぶ ．次の 事実が注 目に値する．

定 理 2．3Brown 運動 tH 　Bt ∈ （E）
’

，
ホ ワ イ トノ イズ tH − VIVt∈ （E ）

宰

は ともに 0 °°一級 且ow

であ り
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　読
β・

＝ i’V・ 　 　 　 　 　 　 （2・10）

が （E ）
1

で成 り立 つ ．

　
7こ の 論文 で は

， 混乱 を 避け る た め
， 複素 Hilbert空間 に対 して エ ル ミート内積を表す記号は導入 しない ．
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3　 作用素論

　 通常
，
量子確 率論 とい うと Hilbert空間上 の 有界作用素を対象にする こ とが多い が

，
こ こ

で は少 し広 い 意味で捉える．あ とで
，
Brown 運動 Bt を L2（E

掌

，μ）上 に 働 くか け算作用素 と

考 え るの で ある が
，
B ， は Gauss分布に従 うの で 非有界な関数であ り，

した が っ て B ， はかけ
算作用素 と して 非有界な作用素になる．そ の ような （Hilbert空間上で は）非有界な作用素 も

，

Gelf砠 d 面 ple を導入 して 連続作用素 として扱 っ て しまお うとい うの が 我 々 の 理論の 要点で

ある．実際 ， 我 々 は

　　　　　　　　　jC（（E），（E）り ＝ ｛ε ：（E ＞→ （E）  連続線型作用 素｝

を研 究の 対象にする8．この と き
，
L（（E ），（E ））や Fo（宝 空間 r （Hc ）or　L2（E

事

，μ）上 の 有界線

形作用素全 体 B （L2（E
’

， μ））は L（（E）， （E）りの 部分空間 にな る．こ れ らの 空間 に位相 が必要
な場合は

， 有界収束位相 を考える のが好都合で ある．

3．1　積分核作 用素

　 Fock 空 間 r （Hc ）上 の 作用素で 最 も基本的な もの は
，
生成 ・消滅作用 素で ある が

， （2．9）
を考える こ とで

， 各点ご との 生成 ・消滅作用素が 導入 され る．テ ス ト関数 φ ∈ （E）として

φ 〜 （0，

…
、
O

，
　6Xn， 0，

…
）， ξ∈ Ec

，
を考 えよ う．こ の とき

，
任意の y ∈ Eこに対 して

　　　　　　　　　　　　D
ンφ〜 （0，

…　　，
0

，
n 〈y ， ξ〉ξ

x （n
−1）

，
0

，

一一・）

とお くと
，
Dy は （E ）上 に連続的に拡張 され て

，
　Dy ∈ ‘（（E ），（E ））とな る．こ れ を消滅作用

素
，
その 共役作用素 D ；∈ L （（E ）

’

， （E）り を生成作用素と呼ぶ ．特に
， y　・・　tit∈ E ’

に対 して

　　　　　　　　　　　　　at ＝ ヱ）δρ 　　a；＝ z）9¢ ， 　 t ∈ R
，

とお く．こ れ らが 点 t∈ R における消滅作用素 ・生成作用素で ある
9
．こ こ で特に強調 して お

きた い こ とは
， eq ∈ L（（E）， （E ）），

　a妻∈ L（（E）
＊

， （E ）
傘

）とな っ て い る こ とで ある．特に
， 両者 と

も L （（E），（E ）
＊
）に属する ．

　位相線形 空間の
一
般論に よ っ て

， 任意の κ ∈ （Elさ
σ＋ m ）

）
’

に対 して
，

　　　　　《亀 鵬 （κ）φ， ψ》一 〈・
， 《・；、

・
… ；1α ・

、

…
偽 。 φ， ψ〉＞＞， φ， ψ・ （E ），

をみ た す作 用 素 亀 冊 （rc）∈ L（（E ），（E ）りが 一
意的に存在す る こ とが わか る．これ を

該 一 （・）− fR、． m

κ（… …
，
・・，

・・，

…
、
tm）・；、

… ・：，
α

・、

… a
・。
d ・

・
… d・画 … d・m （・．・）

の よ うに形式的積分 で表 し，
κ を核超関数とす る積分核作用素 （integral　kernel　operator ）と呼

ぶ ．場の 量子論で は常識的な表現で はある が
，

κ の 方 こそ超関数に とっ て い る こ とに注意せ よ．

前の 1変数 ， 後ろ の m 変数につ い て それ ぞれ対称にな っ て い る κ の 全体 を （E劉
＋ m ）

馮m （い ）
と書 く．核超関数 を こ の空 間に制限すれ ば一

意的である．

　
8

杢稿を通 じて
， 断 りがない 限 り， 双対空 間に位相が必要 な 場合は

， 強双対位相 （有界集合上 の
一

様収束位相〕
を考 Z る．な お

， 位相線形空間に関する用語は ［8］，［35］等を参照されたい ．

　
e
場の量子論を別 として

， 確率解析 におい て各時点毎の （つ ま り時間パ ラ メータ を smear しない ）生成 ・消滅

作用 素を導入 し た の は Mda 　IIO］で ある，
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定 理 3．1 ［23］任意の ε ∈ L（（E ）， （E ）りは
，
L（（E ）， （E ）りの 位相で収束す る級数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　　　ヨ ＝ Σ ヨらm （r・・，m ）， 　κ1，m ∈ （E8
（‘＋m ）

）；，m 〔1，m ）， 　 　　 （3．2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

，
m ＝O

に展開 され る．こ の とき
， 核超関数　rCl

，
m は

一
意的に定 まる ．もし ε ∈ £ （（E ），（E ））な らば

，

κ1，m ∈ （（磆 ）  （飃
m

）り、ym 〔1，m ）
で あ っ て （こ の 条件は 昌 μ （rCl，m ）∈ L（（E），（E ））と同値）， 級

数 （3．2）は £ （（E ），（E ））で 収束す る．

　積分核作用素 の 重要性は この 展 開定理 に集約 され て い る，こ の タイプ の 展 開は
，
Haag ［9］

をは じめ
， 多くの 人 た ちに よ っ て さまざま な形で 取 り上げ られ て い る （例 えば

， ［3】， 同， ［71）．

3．2　作用素 シン ボル

　指数ベ ク トル ｛φξ；ξ∈ Ec ｝は （E ）の 稠密部分空 間を張る の で
，
ε ∈ L（（E ）， （E ）り は指

数ベ ク トル に対す る作用 で
一

意的に定まる．す なわち
，
Ec × Ec 上 の 関数

　　　　　　　　　　　　 ヨ（ξ， η）＝ 《5
「
φξ， φη》， 　 ξ，η ∈ Ec

，

婁，
ε を一意的に定め る．こ れ を Berezin［3］な どに倣 っ て

，
3 の シ ンボル と呼ぼ う．特に

ε（0，
0）＝ 《εφo ， φo＞＞は ε の 真空期待値 と呼ばれ

， しば しば重要で ある．例 えば
， 積分核作用

素 に対 して は
，

　　　　　ε
ら呪 （κ）

＿
（ξ， η）＝ 〈κ

， η
  1

  ξ
  π、

＞e 〈ξ，η〉
， 　ξ，η ∈ Ec

， 　rc ∈ （、醒8（1＋m ）
）

，

，　　（3．3）

となる．よ っ て （3．2）と （3．3）か ら
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo

　　　　　　　　　　　　、
ε

一
くξ’ηltt

（ξ， ・）＝

、景。

〈・1，m ・ η
  ’

・ ξ
  m

＞　 　 （・・4）

を得 るか ら
，
ε の 核超関数は

， （3．4＞の 左辺 をテ イラ
ー

展 開 して求め るこ とが で きる．勝手な
関数 θ ：Ec × Ec → C が作用素 ヨ ∈ L （（E ），（E）

＊

）の シ ン ボ ル に なるわけで は ない ．

定 理 3．2 ［23］Ec × Ec 上 の 複素数値関数 θ が ε ∈ £ （（E）， （E ）
ホ

）の シ ンボル で あるた めの

必要十分条件 は
，

（01 ）（正則性）ξ， ξ1 ， η，η1 ∈ Ec を任意 に固定す る とき
，
2変数複素関数

　　　　　　　　　　　　 z
，
w ト→ θ（zξ＋ ξ1 ，

w η ＋ η1）， 　 z
，
w ∈ C

，

　　 は CxC 上で 正則 で ある ，

（02）（増大度）定数 0 ≧ 0
，
K ≧ 0

，
　p ≧ 0 が あ っ て

，

　　　　　　　　　　　1θ（ξ， η）1≦ C 　exp 　K （［ξ1；＋ 1η1；），　　　ξ，η ∈ Ec ．

　 上 に述べ た シ ン ボル の 特徴づ け定理 は
，
Fourier変換な ど特別 な作用素の 定義 ・積分核作

用素の
一
般化 ・量子的 Hitsuda−Skorokhod積分 ・作用素 の Wick 積な ど幅広 く応用 されてい

る．なお β ∈ L（（E）， （E））の シ ンボ ル の 特徴づ け も得 られて い る ［23】．次の 結果も応用範囲
は広い ．
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定 理 3．3T ⊂ R を区 間
，
to ∈ T を定点 とす る． こ の とき

， 写像 tHa ∈ L （（E ）， （E ）り，

t ∈ T
，
に対 して 次 の 2 条件 は 同値であ る。

　（i）写像 か → 耳 は t ＝ te に お い て 連続．

　（ii）任意の ξ，η ∈ Ec に対 して
，

　　　　　　　　　　　　　　　　細。

島（ξ，η）一 ヨ・・（ξ，η），

　　 か つ
， 適当な 0 ≧ O，

　K ≧ 0
， p ≧ 0 と toの 開近傍 U が 存在 して

，

　　　　　　　　la（ξ， η）1≦・ ・xp ・K （1ξ1；・ 1η1；）， ξ， ・ ・ E ・，　 t ∈ α 　 （3．5＞

4　 量子 ホ ワ イ トノ イ ズ解析

4．1　 か け算作用 素 としての Brown 運動とホワ イ トノイズ

　
ー
般に

，
Gauss空間上 の 可測関数（す なわち確率変数）φ は

，
か け算作用素と して L2（E

’

，μ）
に働 く．その 平均値 は

，

　　　　　　　　　　　　E（φ）− f。 ．
φ（x ）μ（d・）一 《ψφ・・ φ・》

で与え られ るが
， 最後の 表式 は真空 ベ ク トル φ。

に付随す る状態に お け る かけ算作用素 ¢ の

期待値 （vacuum 　expectation ）で あ る．こ の 観点か ら Br・wn 運動を考えた と き， それ を量子

Brown 運動とい う．しか しなが ら
，
Bt ¢ L ° °

（E
’

，pa）で あ るか ら
，
量子 Brown 運動 は t ＞ 0

な る限 り非有界作用素で ある．ホ ワ イ トノ イズ を こ の よ うな観点か ら論ずる と き， 量子 ホ ワ

イ トノ イズ とい うが
，

こ ち らは非有界作用素 どこ ろ で は な く
，
Hilbert空間 L2（E

＊

， μ）の枠 内
で は議論 は不可 能で ある．す な わち

，
Hilbert空 間 L2（E

尋

， μ）が 念頭には ある もの の C ’一環
B （L2（E

’

， μ））に 固執 して い たの で は 量子 Brown 運動や量子 ホ ワ イ トノ イズ を議論で きな い ．
こ の よ うな困難は Hida− Kubo −Takenaka 空間 （E）⊂ L2（E

＊

， μ）⊂ （E）
宰 とそれ に付随す る作

用素空間 L（（E ）， （E）っ を出発点 とす る こ とで 解消 され る ，

　 2 つ の 関数 φ， ψ∈ （E ）に対 して
，
その 積 φψは E ’

上 の 関数であ るが
，
これ も （E ）に属す

る こ とが 示され る．さ らに
，

この 演算は （E ）× （E）から （E）の 中へ の連続双線形写像 に なる

（｛i8］，［23］）．よっ て
， すべ て の ホワ イ トノ イズ超関数 φ はかけ算作用素と して （E）から （E）

“

へ の 連続線形作用素を誘導する．つ まり，

　　　　　　　　　　　 《φφ， ψ》＝ 《φ
， φψ》，　　 φ，ψ∈ （E），

に よ っ て 定 まる φ ：φH φφを考える こ とに よ っ て
， （E ）

＊
→ L（（E ）， （E）

覃

）が 得 られ る ．これ

は連続な埋 め込み写像で ある．

定 理 4。1tN 、B ， ∈ L（（E ），（E ）
’

），
孟 H 臓 ∈ L（（E）， （E ）り と もに （ア

゜ °一写像で あ り， （2．10）は

L（（E ），（E ）
車

）の 位相で 成 り立 つ ．

4．2　 量 子確率過程

　 定理 4，1 を念頭に置い て
， 次の 定義を提案 して い る 【251．

定 義 T ⊂ R を区間 とす る と き， 作用素の族 ｛一t｝t∈T ⊂ L （（E）， （E ）
’

）で tF→ 昌 が 連続写像
に な っ てい る もの を量子確率過程 と呼ぶ ．連続線形写像 ε ：Ec → L（（E ），（E ）

’

）を量子確率
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超過程 とい う．量子確率超過程 ε が連続的に ，C（E6 ，
4（（E）， （E ）っ）の 元に拡張で きる とき正

則で ある とい う．

　 正則 な量子確率超過程 ε に対 して ｛t （6，）｝は量子確率過程に なる が
，
す べ て の 量

欝 謬簾 雅 量罐 簾 齋
1まない ・（E ）

’

　‘’）中の 連続 な
’M・・”L　t　H 　dit∈ （E）

’

　 積分核作 用素に 関連 して
， 最も基本的な量子確率過程 をあげ て お く．

命 題 42 ｛α莞　＝ 　εo
，1（6£）｝， ｛曜 ＝ ヨ1ρ（6，）｝は正則な量子確率過程で ある．実は

，
tH αt ∈

L（（E）， （E ）），
t ト→ 峠 ∈ L（（E ）

辱

， （E ）り は ともに 0 °°一写像 で あ り
，
さ ら に

，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　W ，
＝ αt 十 a；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）

が 成 り立 つ ．

命 題 4．3 積分核作用 素で 定義される ん ＝ εo
，
1（1［o，t］），

．4；＝ ヨ、
，
。（1［o，t］），

　t ≧ 0
，
は量子 確率

過程 で あ り
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 B ，
＝ A

， 十 A；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）
が成 り立 つ ．

　 上 の ｛At｝， ｛A ；｝をそれ ぞれ
，
消滅過程 ，

生成過程 とい う．起点 t ＝ 0 は もちろん便宜的な
もの で ある．（4．1）と （4．2）か ら

，
これ まで の確率解析 は ｛呪 ｝ある い は ｛Bt｝の 生成する可換

代数 を取 り扱 う理論で ある とい える．量子確率論 の 立場で は
，
ホ ワ イ トノ イズ や Brown 運動

は 互 い に 非可 換な二 つ の 量子 確率過程 に分解する ．

4 ．3　量子確率積分

　以上の よ うな量子確率過程の定式化を用 い て
，
量子確率積分が容易 に 導入 され る．｛L ，｝⊂

乙（（E），（E ）
’

）を適当な時 間区問で定義されて い る量子確率過程 と し
，
その 時間区間内に始点

a を固定す る．この と き
，
位相線形空間の

一
般論に よ っ て

　　　　　　　　　　《：
一

・ip… b＞＞一 ∠
遘

働 ψ》d・
， φ， ψ・ （E ），

をみ たす 5
’
‘ ∈ L（（E ），（E ）りが一意的に存在 し

， ｛εε｝は再び量子確率過程 となる こ とが証明
される ．こ れ を

　　　　　　　　　　　　　　　　　ε・
一∠

ε

甲 ・

と書 き
， 量子確率過程 ｛Ls｝の ds に関す る積分 とい う．さらに ｛旦 ｝は £ （（E），（E）りの 位相

に 関して
， 微分可 能で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 d ＿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　読
昌 重

＝ Lt

が成 り立 つ ．命題 4．3 で 導入 した消滅過程 ｛A ，｝と生成過程 ｛A；｝に対 して

　　　　　　　A ・
一 ズ呱 磊ん 一 ・・， 蝋

2

α：・・
， 駆 一 ・；
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が成 り立 つ ．

　 で は
， 本題 の 量子確率積分 に 入ろ う．まず

，
量子確率過程 ｛Lt｝⊂ L（（E），（E ）

串

）に対 して
，

｛Ltαt｝， ｛a ；Lt｝も量子確率過程 に なる．よ っ て
， 次 の定義は意味をなす ．

定 義　量子確率過程 ｛L，｝⊂ L（（E）， （E ）
寧

）に対 して
， 新 しい 量子確率過程

　　　　　　　　　　　　　　f．
’

　・・
a

・　・・
， f．

t

　a：L・
・d・ 　 　 　 （4．・）

をそれぞれ L ， の 消滅過程 ，
生成過程 に 関す る量子確率積分 とい う．後者は量子 Hitsuda−

Skorokhod 積分 ともい う．

　上 で 導入 した量子確率積分は
，
Hudson − Parthasarathy 　［16】な どで議論され て い る （適合

過程 に対す る）伊藤型積分 を
一

般化 した もの にな っ て い る （詳細は ［25］｝．

4 ．4　 量子確率過程の 表現定理

　 前節の 量子確率積分 （4．3）は
，

　　　　　f．
’

　・・
a

・　d・ 一 孟1
國 （幗 ・

・ ∠  ：仙 一 孟・；・
團 脚 ・

，

と書 き直され る ．そこ で
，
L ∈ L（Ec ，

乙（（E ）， （E）り）を L（（E ）， （E ）り一値 超関数 と して

　　　　　　　　　　　　　f． L（s）… d・
・ 孟・；・（・）d・

を考 える こ と は 自然で あ ろ う．実際 ， 積分核作用素 （3．1）の 自然 な一
般化 と して κ を作用

素値超関数 に 置 き換える こ とが で きる ．L を Rl＋ m
上 の 4（（E ）， （E ）り一値超関数 ，

す な わち
，

L ∈ L（Eぎ
（t＋肌 〕

，
L （（E）， （E ）

’

））とすれ ば
，

　　　　　　　　《ヨφ・・ φ，》一 くくL（η
  ‘

  ξ
  m

）φ・， φ，》， ξ，η ∈ E ・ ，

をみ たす連続作用素 ヨ ∈ 4 （（E）， （E ）りが 一意的に存在する こ とが作用素 シ ン ボ ル の 一
般論

で 証 明され る ．こ れ を

　　　　　4、ニー・・：
、

…
・1

、
・（・・ ，

…
，
・・，

・・，

…
，
・

。 ）・ ・
、

…
α・

。
d・・

… d・画 … dt
肌

と書い て
，

一
般化 され た積分核作用素または単に積分核作用素 と呼ぶ ．また

，

一
般化 され た積

分核作用素 は
，
従来の 積分核作用素 （3．1）を逐次積分す るこ とに よ っ て 自然に現れ るが

，
逐次

積分 の 正 当性 （Fubini型定理 ）は厳密に 証明で きる ［28】，

　
一

般の 量子確率過程 ｛一t｝を積分核作用素で展開 し
，
項 をまとめ なおす こ とに よ っ て 次の

結果が示 され る ．

定 理 4 ．4 ［25L ［29］ 任意の 量子確率過程 ｛εε｝⊂ L（（E），（E ）
＊

）に対 して
，
3 つ の 連続写像

tH 　Lt ∈ L（Ec ，
L（（E）， （E ）

＊

），
　t　H 　Mt ∈ L （Ec ，

L（（E ），（E ））），
霊HQ ∈ C が存在 し

，

　　　　　　　　　　　恥 孟・
・（・）a ・　・・　・　f。 ・：M ；（・）ds ＋ c・・ 　 　 （… ）

と分解する．この と き， 任意の ξ∈ Ec と t に対 して ［M （ξ）， 姻 ＝ 0．

　 こ の 結果 は
， 特定 の性質 を持 っ た量子確率過程 の 特徴づ けな どの 応用が 期待で きる ．なお

，

｛Ctl ｝はス カラ
ー

作用素か らなる量子確率過 程で ある．一
言で は

， すべ て の 量子確率過 程 は生

成 ・消滅 過 程の 量子確率積分で 表せ る とい うこ とで
，
ノ イズ項 と して 生成 ・消滅過程 が基本 的

で あ る とい う結論 に達す る．こ れ は
，
ホ ワ イ トノ イズ に よるア プ ロ ーチ の 重要 な帰結で ある．
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5　 量子確率微分方程式

5．1 作 用素の Wick 積

　 生成 ・消滅作用素に 対 しては古 くか ら Wick 積 （あるい は正規積）の概念がある．標語的
に は生成作用素 を左側 に

， 消滅作用素を右側 に寄せて並べ 替えた もの をい う．今 ，
Wick 積 を

◇ で 表せ ば
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ホ　　　　　　　　　 ゆ　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　＊

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 as ◇ at 二 asat
：　　 as ◇ at ＝ at　as ，

となる ．右辺 は通 常の 作用素の 合成か ら定まる積で ある．しか しなが ら
， もっ と複雑な作用素

に対す る Wick 積は作用素 シ ン ボル を用 い て 定義する の が 適当で ある．

補 題 5．1 ヨ1 ，
ε2 ∈ L （（E）， （E）

索

）に対 して
，

　　　　　　　　　　　　　ε（ξ，η）＝ ヨ1（ξ，η）92（ξ， η）e
　
（ξ・n｝

，

をみ たす作用素 ヨ ∈ L（（E）， （E）
’

）が一意的に存在する，

　証 明 シ ン ボ ル の 特徴づ け定理に よ っ て
，

　　　　　　　Ittl（ξ，η）i≦ C ・xp ・K （1ξ1；＋ 回；）， ξ， η ∈ E 。 ，
　 i ・ 1

，
2

，

（5ユ）

とな る適当 な定数 0 ≧ 0
，
K ≧ 0

，
　p ≧ 0 が取れ る．本来 は i　 ・ ＝ 1

，
2 毎にその よ うな定数が定

まるが
，
お の お の 大 きい 方で 取 り替えれ ば よい ．そ うすれ ば

， （5．1）の 右辺は
，

　　　　　　1t「・（ξ・・）t「・（ξ・ ・）e
−｛ξ・n）1 ≦ ・

2exp

｛2κ（1ψ 1・1；）・ 1（ξ， ・＞1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ ・
2

・xp ｛（・K ＋
ρ

；
P

）（1・師 1；）｝
と な り， 確 か にそれ は作用素 シ ン ボル に な る （定理 3．2）．　　　　　　　　　　　証 明終

　上の 補題で 存在を示 した作用素 ε を 亀 と 亀 の Wick 積とい い
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・二　＝ ・＝ 10 二 2

で 表す
1°
・写像 （三・

ε
・）H9

・◇ ヨ・ iまL（（E ＞， （E ）り・ L（（E）， （E）
・

）か ら L（（E）， （E ＞
・

）へ の双
線形写像 となる．一方の 変数 を固定すれ ば

，
他方 に 関 して連続に な る （偏連続性）．さらに

，

ε ◇ ∬ ＝ ε
・

ε・ ◇ ε・
＝ ε皀・ ヨ・ 、（ε・ ◇ 5 ・）・ ε唇＝ ヨ・ ◇ （昌 2 ◇ 二 3）， （ε、 喝 ）

零

一 εf・ 窮 ，

が成 り立 つ ．特に
，

　　　　 α
・

◇ a ・・
＝ ・

・
at

， 　 ・；◇ αt ＝ ・：・・， 　 ・
。

◇ α；＝ ・；・
， ， 　 ・；e ・；； a：・歪．

また
， 次の 結果 も有用で ある．

命 題 5．2 ［14］ 5 ∈ £ （（E ），（E）りに対 して次の 3 条件 は 同値で あ る ，

　（i）ρ ◇ ε ＝ ρε が任意の 9 ∈ L（（E ）
’

， （E ）りに 対 して成 り立 つ ．

（ii）ヨ
承

◇ 9 ＝ ε
車

Ω が任意の ρ ∈ L （（E）， （E））に 対 して成 り立 つ ．

（iii）ヨ は消滅作用素 の み で 展開 され る ： ε ＝ Σ認＝ 0
εb，耽 （κO，m ），

　
1°

ε ∈ L（（E ）， （E ）っに 対 して
，
ξ〔ξ，η）＝ 《9 φξ，φη》爵 ξ，φ ＝ ξ（ξ，η）e

−
〈c・tl＞ を ε の Wick シ ン ボ ル とい う

こ と もある ［4］， （14］，こ れ を用 い る と
， （5．1）は （ε1 ◇ 亀 ）

＾
1ξ，η）＝島〔ξ，η）9，（ξ，η）と な り記法上少 し見やす く

な る が
， 混乱 を 避け る ため

， 本論文 で は Wick シ ン ボ ル は 用 い ない ．
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5．2Wid 【 指 数関数

　 ε ∈ jC（（E ）， （E ）りの展 開 ε ＝ Σ跳＝ o 昌訊 （rCl，m ）におい て
，

　　　　　　　　　　　 degε ＝ max ｛Z十 ml 三を
，
皿 （rCl，m ）≠0｝

とお く．deg ε ＝ ◎o もあ り得る．

定 理 5．3 ε ∈ L（（E ），（E）り に対 して無限級数

　　　　　　　　　　　　　　　　　蠹素・
一

　　　　　 （5・・）

が L（（E），（E ）りで 収束す る ための 必要十分条件 は
，
deg　9 ≦ 2．た だ し

，
ε

゜o
＝ 1 とす る．

　証 明 作用 素 シン ボ ル に移 っ て 議論すれ ば よい ．実際
， （5．2）の 第 N 部分和 を SN とおけ

ば
， 定義に よ っ て

　　　　9・ （・， ・）報 （tt（… ））
”

・

一
・・
一・）〈c，・｝

一 浅表（tr（9・ ・）珂 劃

明 らか に
，

　　　　　　　　　　驫 5・（ξ・ η）一 ・xp ｛t「（ξ，η〉・
一〈ξ・η〉

＋ 〈ξ， η〉｝・

こ こ で
，
適 当な定数 0 ≧ 0

，
K ≧ 0

，
　p ≧ 0 があ っ て

，

　　　　　　　　1・xp ｛tt（ξ，・）・

一
くe，・〉

＋ 〈ξ， ・〉｝1≦ ・・xp ・K （1ξ1；＋ 1・ 1；）

（5．3）

（5．4）

が 成 り立 つ こ とが
，
SN が L （（E），（E ）りで 収束す るため の 必要十 分条件 で あ る （定理 3．3）．

〈ξ， η〉の 項 は 問題 ない の で
， （5．4）の代 わ りに

　　　　　　　　　　Iexp｛彦（ξ，η）e
−
（ξ，η〉

｝1≦ Oexp 　K （iξ1；＋ 1η疹）
も同等な条件で ある．一方で

，
ヨ の シ ン ボル は積分核作用素に よる展 開 を用 い れ ば

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 co

　　　　　　　　　　　ξ（ξ， η）＝ Σ 〈κ
伽 η

  t
  　9  m

＞e （e・n＞

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
，
m ＝O

で ある．こ こ で
，
degε ≦ 2 を仮定すれ ば

，

　　　　　　　1・xp ・｛・t（・，・）・
一… n・

｝1・ 即 1譲1〈Kl ・・ ，
・”

・1
　・・C・m

＞1｝
　　　　　　　　　　　　　　　　・ exp ｛

　 oo

Σ 1κ ち皿 Lplη1二｝ξ1夢
’＋皿 ≦2 ｝

なの で
， （5．5）が成 り立 つ こ とは見やす い ．

（5，5）

（5．6）
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　 逆 に
， （5．5）を仮定して

，
deg ε ≦2 を導 くこ ともで きる．今 ，

　　　　　　　　　　　　　　　 ノ（z）＝ ξ（zξ，η）e
− z 〈ξ・η〉

とお くと
，
　exp 　f（z ）は零点 をもたない C 上の 正則関数であ り

，
そ の 増大度

　　　　　　　　　li
鬻 ・

’°9

鍵
（「）

，　 M （・璽 1・xpf （・）1，

は仮定 か ら ≦ 2 で ある ，よ っ て
，
Hadamard の 定理 か ら

， f（z）は z の 高々 2 次の 多項式 で あ

る，したが っ て
， （5．6）に お い て

lm ＞ 2 の 項はす べ て消える．同様に
，
1 ＞ 2 の 項 もすべ て 消

え
，

ヨ は積分核作用素の 有限和で あるこ とが わか る．そうすれ ば
， 最大次数の 増大度 を仮定

（5．5）と比較 して 1＋ m ＞ 2 の 項はすべ て 消 えて い るこ とが わか る．　　　　　　　 証 明終

　 定理 5．3で 定義 した無限級数 （5．2）を Wick 指数関数 とい い
，

　　　　　　　　　　　　　　　　・ ・xp ・ 一

撮 ・
範

で 表す．一
般 の ε ∈ £ （（E），（E）りに対 して は定義 されず，

deg ヨ ≦ 2 をみ た す もの に対 して

だけ定義 され る こ とに 注意せ よ．§5，3で 空間 （E）を取 り替える こ とに よ っ て定義 を拡張する．

以 下の 補題 は
，
Wick 積の 定義 と定理 3．3を元に した標準的な議論で証明で きる．

補 題 5．4 島 ∈ L （（E）， （E）り，
degε≦ 2

，
に対 して

　　　　　　　　　　　（wexp ヨ・）◇ （w ・xp ε2）＝ wexp （ε、 ＋ ε2）．

したが っ て
，

　　　　　　　　　　　　　　　w ・xp ヨ ◇ wexp （一ヨ）＝ L

補 題 5．5 ε ∈ £ （（E），（E ）
“

）が deg　9 ≦ 2 をみ たす もの とする．この とき
，
z　H 　wexp （z ε）∈

L（（E ）， （E ）っ は C 上の正 則 関数で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　　　　　石
w ・xp （・ε）一 ε ◇ w ・xp 圃

が成 り立 つ ．

補 題 5．6 ｛E ε｝t∈T ⊂ L （（E），（E＞
’

）を deg　a ≦ 2 をみ たす量子確率過程 とす る．こ の とき
，

｛wexp 昌 ｝も量子確率過程で ある．もし
，
¢ H 昌 ∈ 4（（E ），（E）りが微分 可 能で あれ ば

，

　　　　　　　　　　　　　　 d　　　 ＿　　dε¢　　　 ＿

　　　　　　　　　　　　　　譱
wexp 昌 ・

＝

万
◇ wexp 　St

が 成 り立 つ ．

注 意　ε Hwexp ε の 連続性はい えない ．実際 ，
　wexp ε は degε ≦ 2 を満たすε に対 し

て の み定義 され るが
，
そ の 条件 をみたす ε は開集合 をなさない ．
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5．3　 Kondratiev −Streitに よるホ ワ イ トノ イズ超関数

　 前節で は Wick指数関数 を
，
degε ≦ 2 で ある よ うな作用素 ε ∈ L（（E ），（E）

掌

）に対 して の

み定義 した が
，

こ の 制限 を緩 め るこ とがで きる．Kondratiev−Streitは ホ ワ イトノ イズ テス ト

関数を よ り制限する こ とに よ っ て
，
よ り大 きな超関数の 空間 を構成 した （丁 寧な解説は Kuo

［19D．まず ，
0 ≦β ＜ 1 をパ ラ メ ータ と して

， 新 しい テ ス ト関数 の 空間 （E ）β を導入 しよ う．

φ 〜 （fn）が （E ）β に含まれ て い る とは
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　 1ξ1；P ＝ Σ（n ！）
1＋β1　f。 　1；＜ ◎。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝O

が すべ て の p で 成 り立 つ と きに言う。β＝ 0 が本来の （E ）の 場合 に 相当す る．明 らか に
，

　　　　　　　　　　　（E）β ⊂ （E）⊂ L2（E
’

，μ）⊂ （E）
串

⊂ （E ）み

が成 り立 つ ．（E ）で 得られて い る基本的な結果は （E ）β で も似た形 で成 り立 つ ．特 に
， ｛φξ；ξ∈

Ec ｝⊂ （E ）β か つ 稠密な部分空間を張るの で β ∈ L（〔E ）β，（E ）旬 は や は りその シ ン ボ ル で
一

意的に定 ま る．さらに
，

定 理 5．7 θ ： Ec × Ec → C が ヨ ∈ L（（E ）β，（E ）b）の作用素シ ン ボ ル に成 る た めの 必要十分
条件 は

， 定理 3．2の （01 ）と次の （02
’

）が成 り立つ こ とで ある．

（02
’

）定数 0 ≧ O
，
　K ≧ 0

， p ≧ 0 があ っ て
，

　　　　　　　　　1・（4・ ・）1… x ・K （1ξ1戸・ 1・ 1声）， C， η ∈ ・。

　 こ れ を用 い て 定理 5．3と同様 な議論 をすれ ば
， 次の 結論 を得 る．

定 理 5．8 ヨ ∈ £ （（E ）， （E）りに対 して 無限級数

　　　　　　　　　　　　　　　… p ・ 一 嵩毒望

が L（（E ）β，（E ）彦）で 収束す るための必要十分条件 は deg　9 ≦ 2／（1 一β）で ある．

　 補題 5．4 − 5．6 も容易に拡張され る． しか し残念なが ら
， （E ）β を導入 して も扱える作用

素は積分核作用素 の有限和 に限 られ る．最近 ，
さ らに ホ ワ イトノ イズ超 関数 を拡張す る試み

が Cochran− Ku （》
−Sengupta［6】に よっ て 議論 され て い る．彼 らの 枠組み で wexp ε が任意の

ε ∈ L （（E ），（E）
＊

）に対 して 定義で きる か どうか は
， 興味深い が 今の と こ ろ 不明で ある．

5．4　 量子確 率微分方程式 へ の応用

補 題 5．9 量子確 率過程 ｛Lt｝⊂ L（（E）， （E）っに対 して

瓢 イ恥

も量子確率過程 で あるが
，
deg　Mt ≦ deg　Lt が成 り立 つ 。
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　 Lt の 展 開 を
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　　 L ・　
＝ Σ 局，隅 （rCl，m （t））

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l，m ＝o

とす る と
， 各 1

，
m に対 して tH 　KI，m （t）は連続写像 になるこ とに 注意す れ ば よい ．こ れ まで

の議論 をま とめ て
，

定 理 5．10T ⊂ R を 0 を含む区間 ， ｛Lt｝t∈T ⊂ L（（E）， （E ）
拿

）を量子確率過程で deg　Lt ≦
2／（1一

β），
0 ≦ βく 1， をみ たすもの とす る ．こ の と き

，
初期値問題

　　　　　　　　　　　　　　偉コ乞（（。），
、（。）

＊

）

の 解は
，
L （（E ）β， （E ）b）の 中 に一意的に存在 し

，

　　　　　　　　　　　　　　　旦 一 亀 ・ w ・xp か ・・

で 与 え られ る ．

　 実例 をい くつ かあげ て論文 を締め くくりたい ．その うちの い くつ か は Huang − Luo ［14】で

形式的に （収束 を度外視 して）議論 され た。

例 1 ｛Lt｝を量 子確率過程で
，
その 展開は生成作用素を含まな い もの と し

，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 d＝一，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
＝ ε幽 　 　 　 　 　 　 　 （5・7）

を考え る ．もし
，
deg　Lt ≦ 2！（1

一
β）で あれば解は L（（E）β，（E ）吾）に存在す る．特 に

，
deg　L オ ≦ 2

で あれば解 は 1［（（E）， （E ）っ に存在する ．同程度連続性 （equicontinuity ）に よ る少 し細 か い 議

論 ［26】で
，
ε

。 ∈ L（（E ）， （E ））もわか る．（5．7）の 共役

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鵠一 ・；・・

に つ い て も同様 で ある．

例 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　 4ε己　　率 ＿

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Tt
− ＝ α

・
昌 tαt

は Wick 積 を用 い れば
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　箒一 亀 ・ （
　 拿

α
霊
α診）

とな る か ら
，
そ の 解は

　　　　　　　　　　　　　　呂 一 ・・ ◇ w ・xp 　f。
’

　・；・
・　ds
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こ こ で
， 個数過程 （ある い は gauge 過程）

孟・イ ・；ゆ

を導入すれ ば
，

　　　　　　　　　　　　　　　　 ε重
＝ εo ◇ wexp 　At

と表示 され る．また
， 呂 ∈ L（（E），（E）りで あ る．

例 3 ｛Lt｝， ｛Mt ｝を量子確率過程と して

薯一 ヨ画 ＋ 磁 ・

もし
，
deg　Lt ≦ 2！（1

一
β）で あれ ば

， 解は 島 ∈ L（（E ）β， （E ）芦）をみ た し
，

ε・
一 α

¢

砿 ・ ρ∬
− 1〕ds ＋ ε・）・ n ・・

　　　　　　　　・
・

− w ・xp オ璃 ・2（
− 1L

　w ・xp （
　 　 　 t

− f。　　　　L5ds），

で与 え られ る．

例 4 ［27」熱浴 と相互作用す る 自由度 1 の 量子調和振動子 に付随す る 消滅作用素 b の 時間発

展 は
， 量子 Langevin 方程式

馨一 一
（iω ＋

ヱ
　　　　2）・一 傲 e

一
吻 ・ a ・

・d・… 一 ・… （5．8）

に従 う ［7］． た だ し
，

こ の 方程式はベ ク トル 値 （5（R）
一値）ホ ワ イ トノ イ ズ関数 す な わ ち

，

5（R）  （E ）上の 作用素に対する方程式で ある．（5．8）の 解は
，

9 、
＝ e

−
（娩 ！2）tb

  ∬＋ ∬  ε、，

島 一 一傷ム飛≡1諱雛  商

で与え られ
，
S？t ∈ £ （8（R）  （E），

8（R）　x （E ））が わか る．実は
，
tHS ？t は 0 ° ° 一級で あ り

，
我々

の 意味で ｛凵t｝⊂ L（（E ）， （E））は量子確率過程で ある．こ の あた りは 超関数論の メ リ ッ トで あ

る．実際，
Hilbert空 間で ある Fock空間の 枠内で は n

‘ や ヨ
ε
は非有界作用素に な り， 時間微

分の取 り扱い には注意 を要す る．
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