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1　 は じめ に

　我 々 は 注 目す る 量子系 の左 端 と右端に 異 なる温度の 熱浴 をつ けた 時に 観測され る熱伝
導の 性質 を観察 して い く 。 特 に Feurier　law が どの よ うな力学系 に お い て現 れ るか を考察す
る 。 Fourier　law は現実の 物質に おい て は成立 して い る が その 成立 条件は い まだ に 明 らか に

され て い ない 。 そ の た め様 々 なモ デ ル に対 して Fourier　law が現れ るか 否か をチ ェ ッ ク し、

帰納法的 にそ の 成立条件 を解明する試みがな されて きて い る 。 Fourier　law め解析的 な導出
は唯

一 Lorentz　gas に対 す る B・ltzmann−grad極限 とい うの がある の み で ある
。 その ほ かは

すべ て 数値的な実験に よ っ て 、 Ding−a−Iingモ デ ル 、　Ding−Dong モ デ ル 、　Cellular　Automata
（CA ）の モ デ ル に お い て Fourier　law が成立 して い る こ とが確認 され て い る 。

　しか しなが ら熱伝導 の研 究 にお ける力学的対象は専 ら古典系 に 限 られて きた 。 我 々 の 今
回の 研 究は こ れ ら熱伝導 の研 究 を量子系 に お い て行 っ て み る とい うこ とで あ る 。 今 まで 量
子系 に お い て 熱伝導 の実 質的 な研究が行われて こ なか っ た理 由は 、 数値 的に熱浴 を つ ける

とい うこ とが非 常 に難 しか っ たか らで ある 。 熱浴の 効果 を入 れ た マ ス タ
ー
方程式 は 古 くか

ら知 られて い る 。 しか しそれ を多体系に適用 し数値的に解 くこ とは 、
コ ン ピ ュ

ー
タ

ー
の メ

モ リ
ー

的に も計算能力 的 に も困難が つ きまと う。 今回の研究では こ の よ うな状況 の 中で ま
ず数値的 に熱浴 をい か に付けるか を考える 。 そ して 熱浴が十分に うま くつ い た事を確認 し
た うえで 、 熱伝導の 実験 に取 り組ん で い く。

　こ の 研究会報告書は以 下 の よ うに構成 される 。 まず Section　2 で は熱伝導の 研究で これ

まで古 典系 に対 して得 られて きた結果 を、 完全調和格子 と FPU 格子 を例 に あげ て概観す
る 。 Section　3 で は我 々 が 使 う力学 モデ ル を導入 し 、　Secti。n　4 で は熱浴 を数値的 に接続す
る方法 を説明す る 。 Section　5 で は熱伝導の 実験 を し 、 最後 に Section　6 で 今 回の ま とめ を
する 。

2　古典系に対す る熱伝導の概要 （完全調和格子 と FPU 格子）

　我々 の研究との 比較で 重要 な古典系で の 研究の概要を述べ る 。 古典系に おい て研 究 された

最 も重要 な もの に 格子 間が フ ッ クの法則に従 うバ ネで つ なが れた完全調和格子 と 、 そ れに

2次 、 3次の非 線形項 を加えた力で 結び付い た非調和格 子 （FPU 格子）がある 。 完全調和
格子は解析的に もその熱伝導の振 る舞い が調べ られて い る 。 Systemの格 子数を N

，
　ISystem

の左 端お よび右端 に つ け た熱浴の 温度をそれぞ れ TL
，
　TR （TL ＞ TR）とす る 。 完全調和格子
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に お い て は各格子 における 温度は 摯 に収束 し、熱流は甼 で な く TL − TR に比例 す

る 【2，
3】。 そ の 結果温度 分布が 平 らに なり熱伝導率 が発 散する とい う異常 なこ とが起 こ る 。

　FPU 格子に おける数値的研 究に おい て は以下 の よ うな結果 が
一
般 に得 られ て い る 。

っ ま

り、温度分布 の勾 配は形成 されるが熱浴 と接触 して い る両端 に お い て 温度の とびが現れる 、

そ の 結果温度勾 配は熱浴が要請 した勾配 よ りかな り低い もの となる 。 こ の 温度の とびの 原

因は未だにわか っ て い ない 。

　また熱伝導の 問題 におい て検証 されるべ き公式に Green−Kubo 公式があるが FPU 格子

に た い して は そ れ に成功 して い ない 。 Green−Kubo 公式 の 直接 的な証明 は CA に対 しな さ

れ て い る の み で ある 園。

3　 System と Subsystem

　我 々 は考える System として 1次元量子ス ピ ン系を考える 。 熱浴 を も含め た全体 の系 の

Hamiltonian　HT は System 、 熱浴 、 そ の 間の 相互作用の Hamilt・onian 　Hs
，
　H 説 。t で 次の よ

うに表 される 。

　　　　　　　　　　 HT ＝ Hs ＋ HR ＋ λ1。 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N − 1　 　　　　　 　　 N 　　　　　 　 N

　　　　　　　　　　　Hs ＝ α Σ σ毒σ毒＋1 ＋ ξΣ σ籌＋ 7 Σ σ毒　　 　　 　 　 （2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1　　　　　　　　　　k＝1　　　　　　k＝　1
　　　　　　　　　　　　　　　 r　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　　　　　　　 HI
。 t ＝ σ ；　ai ＋ σft・aX ， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

こ こ で   は た番 目の 格子 に お ける z 方向の Pauli行列、σ∫ （i ＝ 10r 　N ）は 歪番 目の ス ピ

ン と相 互作用 す る熱浴の 演算子 で ある 。 HR の 力学系は指定 しなか っ た が 熱浴 に つ い て は

次の 節で 説明す る 。 System の Hamiltonian は γ　 ＝ O の 時 Jordan−Wigner 変換 に よ っ て

Free−fermion の形式で 新た に 書 き表すこ とが で きる ［7］。

　　　　　　　　　　　　　　 H ・
→ Σ ・（h）b2．b・ ， 　 　 　 　 　 　 　 （4）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

bkは波数 k の fermionの下降演算子 、　c  は定数で あ る 。 γ ≠0 の ときはこ の よ うに一
般

の 1V に対 して 解析 的 に対角化 する こ とはで きない
。 7 ＝ 0

， γ ≠ 0 の Hamiltonian におけ

る Spacing　Spectrum を N ＝ 9 に対 して示す とそ れ ぞ れ Fig．3．1，
　Fig．3．2 の よ うにな る 。

　前者の 分布は Poisson分布で あ り、 後者で は準位反発が起 こ っ て い る こ とが理解 され る

［6］。 こ の こ とか ら我 々 は前者 を可積分系、 後者 を非 可積分系 と呼ぶ こ とにす る 。

　次に 、 熱伝導の 問題 で は最終状態の系の 温度分布 を知 りた い の で Subsystem を定義する

必要が ある 。 まず簡単の ため に 演算子 a を以下 の よ うに定義 し よ う。

a（2i− 1） E ξστ＋ 7 σ∫　 for　1 ＜ iく N

a（2i）　　≡ α σi　ai 十 1　　 for　1 く iく N − 1

こ の と き i番 目 の Subsystem　H
、s（i）を

Hss（i）　　　＝ 　　a（2i
− 1）十 a（2i）十 a（2i十 1） （5）
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と定 義す る 。 こ こ で i番 目の Subsystemは iお よ び （i＋ 1）番 目の ス ピ ン か ら作 られ る こ

とに注 意 しなけ れ ばな らな い
。 燔 目の Subsystem に対 して

， 左側 の ス ピ ンで の熱流演算子

をゐ（i），
右側 の ス ピ ン で の 熱流演算子 を丑（i）とす る と、こ れ らは エ ン ル ギー

に対 する連続

の式

∂私

看iち虚L 五（i）＋ 鮹 （6）

か ら

3五（i）　ニ 　　
ーi［a（2i

− 1），
a（2i

− 2）］ （7）

3児（i）　ニ 　　ーi【a（2i十 2），
a（2i十 1）1 （8）

と表 され る 。

4　熱浴

左端お よび右端 に それ ぞれ逆温度β1， βN の熱浴に接 してい る System の 密度演算子の時

間発展 は相 互作用 の 強さλ に関 して展開される 。 相互作用が小 さい とい う条件 （λ ＜ ＜ 1）の

下で は 、 こ れ は以 下の よ うに 2次まで で 表現する こ とが で きる ［81

響 一 一i【聯 ）】

　　　　　
− iλ｛

　 　 t　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 ノ

〈σf＞、1σf， ρ（t）】＋ （σk＞N 　［σ＆，
　P（t）】｝

　　　　　＋λ
2

｛［・i　fi（の
一
祠 ・ ［・諦 （・）一祠 ｝， （9）
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　　　　　　　　　　　鯛 一 ∫
忍

鹹 （・）e
−IE・・

ρ（t
− u ）・雇・

・…

　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　 t　　　　　　　l

　　　　　　　　　　 hk（u ） ＝ 〈△σi−△ σ毒ω ＞k

　　　　　　　　　　　　　　　T・｛… e
“P・HR

｝
　　　　　　　　　　　〈＿＞k ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　Tr｛e
『i3k　HR ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’　　 　 　　 　　 　 　　 　 r　 　　 　 　　 　　 　 t

　　　　　　　　　　　△ σ庭 ＝ σi −一　〈σE＞k
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 t

　　　　　　　　　 △ σ （（u ）　・＝ 　eiffRU △ σ毒e
−iHRU

　　　k ＝ 1
，
N

こ の 式は厳密 で ある が熱浴の情報 を含ん だ 2 点間数 ，
hl（u ），

hN （u）の 振 る舞い が 分か らない

限 りこ の方程 式 は解 か れ ない
。 さ らに方程式中 の 記憶項 fk（（k ＝ 1

，
N ）の 存在 の ため に一

般 に は数値計算は 困難 で あ る 。 そ こ で 、 我 々 は こ の 2 点関数 呶 切 に た い して 次の よ うな

関数を導入する 。

　　　　　　　h・（・）一 ，，　 ・・（・）
・exp （÷ ・・の　 k ・ 1

・
N 　 （・・）

こ の 関数 は
，
hk（u ）が平衡状 態の 関数で ある た め に 必要 な条件 （KMS 条件 ）

，
hk（

− u ）＝

hk（u ＋ ‘β）を厳 密に は満 た さな い 。そ の 意味 で 近似 関数で あ る 。 しか しな が ら 、 大 きな

Time　scale で は KMS 条件 を満た して い る ため に 、系を平衡状 態に 導 くこ とがで きる （詳
し くは 【9P 。 こ の近似 関数を導入する大 きな利点は 、 方程式 （9）が厳 密に シ ミ ュ レ

ー
シ ョ

ン 可能 になる こ とで あ る ［91。 Tk とWk の 組 と逆温度愁 との 間に は近似 的に次の よ うな関係 が

あ る 。

　　　　　　　　　　　β
「 遥 。蕋

k − 1
，
N 　 　 （11）

こ の 近似 に よ っ て 熱浴 をつ け 、 シ ミ ュ レー シ ョ ン を行 っ た と きそ の 定常状 態に お ける エ ネ
ル ギ ー

分布を Fig．4．1 に示す。 シ ミ ュ レーシ ョ ン は 5 個か らなるス ピン 落 （非可積分系）に

対 し左側 に の み 1 個 の 熱浴をつ けて行 なっ た 。 熱浴の 変数 と して は 丁1 ，
ω 1 をそれぞ れ 1．O

，

π10．7 に と っ た 。 こ の パ ラ メ
ー

タは温度約 1．2 に 相当する 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Energy　dist而butio口 for　N ＝ 5
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

O．1

蕾　 α01

9
避 o．OOt

0，0001

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1eO5
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 そ3 −4 −202468
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Energy

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Fig，4．1

さらに両側 に熱浴 を付 けた時 も同 じ図に なる こ とを我々 は確かめ た 。 定常状態が カ ノ ニ カ

ル 分布で あ る こ とか ら こ の 近似 に よ っ て熱浴が表現で きた とみ なす こ とが で きる 。
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　次 に 関係式 （11）が ほ ぼ 正 しい 表式で ある こ とは 、 ある ω と丁 に対 し熱浴 の 温度を、シ ミュ

レ
ー

シ ョ ン に よ っ て得 られ る最終状態の エ ネル ギ
ー

か ら逆算 して求め る方法 と理論式（11）
か ら求 め る 方法 とで 2 つ 求め、それ らの 値を比較す る こ とか ら確か め る事が で きる 。 4個

か ら成 る ス ピン 系 の 左側 に 熱浴を付け こ の 実験 を して み よ う。 結果 は Fig．4．2 の よ うにな

る 。 横軸は τ
，
縦軸は逆 温度βで ある 。 各々の 曲線は一

定の ω に対 して 丁 を変えてい っ た時の

理論式 （11）か ら求 め た逆温 度の 曲線で あ り、 点は シ ミュ レーシ ョ ン に よ っ て得 られ る エ ネ

ル ギ
ー

か ら逆算 して 求め た逆温度で ある 。 こ れ か ら分か る よ うに近似的 に 関係式 Lii＞ま正 し

い
。 こ の 関係式 が 妥当なr とw の 領域な ど 、 詳 しい 内容 は現在準備 中 で あ る ［9】。

161412
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5　 Simulation

　熱伝導の 数値実験 を行 う。
ス ピンtu　N は 7、 相互 作用の 強 さλ は 0．2 に とる 。 可積分系

に対 して は （rl ，
ω 1）＝ （2．o，

π 11．o）（温度 2．o）， （T7 ，
ω 7）＝ （1．e，

π 10．5）（温 度 o．7）ととる 。 非

可積 分系 に た い して は （Tl ，
ω 1）＝ （2．o，

π 11．5）（温度 o．6）， （T7 ，
ω 7）＝ （1．o，

π／o．3）（温度 4．o）
に とる 。 温度分布 は可積分系 、 お よび非可積分系 それぞれ Fig．5．1

，
　Fig．5．2 に 示 され る 。 こ

れか ら分 か る よ うに 、 可積分系 で は温度分布が平 らに な り非可積分系で は温 度勾配が形成

され る 。 また両端 の 温度 は熱浴の 温度 とか な り異 な っ て お り古典系 同様 温度 の とびが 観測

され る こ とが分 か る 。 こ の 意味で 、可積分系、 非可積分系 は そ れ ぞ れ古典系 にお け る完全

調和格子 、 非調和格子 に あた る とい える 。 しか しなが ら、 可積分系 、 非可積分系 と もに温

度領域が低温側 にずれて い る 。
これ は古典系における完全調和格子の 各格 子が両端の 熱浴

の 中間の 温度 に 収束 した こ とに たい して 異 なる 結果 とな っ て い る 。 2 つ の 力学系で 熱流は

それ ぞ れ O．OO　15
，
　O．0011 あ っ た 。
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6 　ま とめ と議論

　我々 は 、 2 つ の 量子力学系が異 なる熱伝導の振る舞い を示す こ とを示 した 。 つ ま り非可

積分系で 温度勾配 は
、 Fourier　Iawが成 り立 っ て い る た めの 必要条件 で ある 有限 な線形勾配

が得 られ、可積分系で は flatに なっ て しま っ た。 しか しなが らこ の 実験で 非可積分系に お

い て Fourier　lawが現 れ た とい うこ とは完全 に示す こ とはで きて い な い
。 なぜ な ら Fourier

law は N 無限大 に成立する法則で あるため 、 それ が成立 してい る こ とを言 うに は熱伝導度
の N 依存性 を調べ て い き 、 収束 して い く事 を示 さなけれ ば な らな い か らで ある 。

　前 節の 図 を見 る と、古典系 の 様々 な数値実験 と 同様両 端 に 温度 の と び が 観測 され た 。

Fourierの 法則が満 た され る CA の モ デ ル で は 、こ の 温度の とび はサ イズが 大 き くなる とサ

イズ の 逆数 に比 例 して 減少する傾向を持つ ［5］。 量子系 にお い て もと びの N 依存性は興味の

あ る とこ ろ で あ り、 そ れ ゆえ 系 の サ イズ N を大 きくして い く計算 法 （熱 浴の 接続法）の

開発が これ か らの大 きな課題 に なる 。

　また、こ の研究で得 られた系の温度領域が全体 的 に低温側にずれ て い る理由の 解明 も今

後の 課題で あ る 。 こ の結果は一部に は 、 我々 が用い た 熱浴が 、 KMS 条件 を満たした正 しい

熱浴で は ない とい うこ とに 起因する こ とか もしれない 。 古典系の 完全調和格子に おい て は

内部 温度 は両 端で 接続 され た熱浴の 温度の ち ょ うど中間に なる 。 したが っ て こ の 点は 、古

典的 な連成 振 動子系 の 結果 と違 うとこ ろ で あ る 。 しか しなが ら 、 CA に 対 して は 内部温度

が 熱浴 の温度 の 中間に な らな い 例 も発見 され て い る 。 したが っ て 、熱浴の 表現 の まず さ以

外 に も原 因が 存在す る可能性 は十分 に ある 。 こ の 点 に 関 して は 、 我 々 が行 っ た量子ス ピン

系 に相当する古典系 に対 して 同じよ うな熱伝導の 実験 を して 、 そ の 時内部温度が低 温側 に

ず れる か ど うか を調べ る とこ ろ か ら始 める べ きで あ ろ う。

　Sect圭on 　3 で 説明 した よ うに我 々が導入 した 2 つ の 力学系の エ ネル ギ ース ペ ク トラム は特

徴 的な違い があ っ た 。
つ まり、 可積分系 に お ける ス ペ ク トラ ム は Poisson分布 に 近 く、非

可積分系 に お け る そ れ は Wigner 分布に 近 か っ た 。 量子系にお い て 熱伝導 と準位 間隔分布
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に は関係 が あ る と期待 される 。 それゆ えこ の 関係 を系統 的に 調べ る こ とは古典系 とは違 っ

た量子 系に お け る熱伝 導 の特徴 を理解する上で 重 要 となるで あ ろ う。
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