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Langevin方程式 は 、対象が その
一

部分 （系）

及びそれ以 外 （熱浴 、複 数 で もよ い ）に分

られ る場合 に、系の揺 ぎ挙動 を統計 的 に再

現 ・解析す る
‘

モ デル
’

であ る。 この モ デル が

実は 、系と熱浴 とのエ ネル ギーの授 受 につ

い ての 知見 も内包してい るこ とを示 し、非

平衡熱力学に 関するある種の 相補性関係に

つ い て述べ る 。

§1．イン トロダ ク シ ョ ン

さて ［3］、誰しも熱力学を難しい と思 っ たこ

とが おあ りで は ない か と思 う。 で も何故む

つ か しい の だ ろ う。
エ ン トロ ピーや第 2 法

則はた しか に
一

つ の ハ ー ドル だろ う。 もう
一

つ の 理 由は 、「何 を主体として プ ロ セ ス を

記述 して い るか 」が その 都度は っ きり書い

て ない こ とが 多い か らだ と思 う：熱力学関

係式 自体は 変数の 変化 を与えず 、変化は外

か ら与え られ る 。 この よ うな概念お よび 理

論構成は Newton 方程式で 描かれ る世 界に

比べ て 直観が わ きに くい 。 な にせ 揺ぎとい

う、我々 の 日常ス ケ ール で は 実感 しに くい

出来事 國にか か わ る世界なの で仕方ない の

か もしれ な い
。 それ で も 、

エ ン トロ ピー
や

（非平衡を含む）熱力学過程 を 、 我々 の 直観
の 及ぶ 運動方程式タイプの 数理 で 表現で き

　
ホ

物性若手夏の学校サ ブ ゼ ミテ キ ス ト （八幡平 ，
29

July ’97）；本稿で の べ る 方法論は ［1】に最近掲載され

まし た 。 その 後 の 発展 に つ い て も記載 して い ますが

欧文論文は準備中で す 【2］。 研究の path が タ イ トル

を申告した 時点 とは 若干 シ フ トし て し まい ました の

で 、「分子 レベ ルの エ ネル ギ ー
変換 を考える場合 に も

役 に 立つ か も知れ ない
‘

stochastic 　energetics
’

」と解

釈し て お読み 下 さ い 。

た ら ．＿ とい うのが 主題で あ る 。

　　ただ し運動方程式 とい っ て もい わゆ る

熱浴まで を Newton 方程式で 表すの は不可能

で あ る ［5】。 熱浴は 、 その詳細 に依らない 効

果を及ぼす とい うのが 前提で あるか ら 、 その

効果は確率的に あらわす。 確率性 と運動方程

式の性質をあわせ もつ 確率微分方程式 とい

う便利な もの が あ っ て 、 物理で は Langevin

方程式 とい う形で 使われ て い る 。
こ の 方程

式を Newton 方程式の かわ りに見立て て （ど

こか ら見るかが 問題なのだが 【6］）準静的過

程や非平衡定常状態 、非平衡状態間の 遷 移

などの 熱力学 を導い て しまお うとい うわけ

で ある 。 ひ と くちで い うと、

（i）Langevin 方程式は 力の 釣合い 式とみな

　　せ る 。

（ii）系か ら熱浴 へ の 反作用力に よる仕事 は

　　熱であ る
。

とい う出発 点か らエ ネル ギ ーの 授受を統 計

平均操作に先だ っ て解釈で きる こ とを示 し

た い
。

こ の 方法 を仮 に stochastic 　energetics

と呼ん で お く。

　　詳細は以下の 章 に 回して 、 先ずは幾 つ

かの 簡単な例 を見て い ただ きた い
。

旦辿亠
一

粒子 （位置変数 ¢ ）が調和ポテ ン シ ャ

ル U ＝ 卸
2
に よ る力お よび温度 T の 環境

か らの 力を うけて 運動 して い る 。 k が 一
定

な ら等分配則か らポ テン シ ャ ル の 平均値は

〈U＞＝ 咢で
、 k に よ らない 。 （Boltzmann 定

数を 1にす る単位系を採用す る 。 〉で は 、バ

ネ定tw　k をゆ っ くり kiか ら hfまで 変化 させ

る とき、「それに必要 な仕事」はどれ だけか 。

また 、その 際 に環境 に 出す 熱はどれ だ けか

（図 1）。 （注 E ≡ 〈σ〉を内部エ ネル ギ ー、
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Figure　1： 調和ポ テ ン シ ャ ル 中の粒子 （黒
丸）を 「系」とす る構成図 。 手の シ ン ボル

はポ テ ン シ ャ ル の 形 を変え る 仕事をなす

「外系」、 灰色の 箱は粒子 に摩擦力 と揺動
力を与える 「熱浴j。

Figure　2： 「系」（丸の 中の 捩りバ ネ）に左
右の 熱浴 （灰色の箱）か ら摩擦及び揺動の

トル クが加わ る 。 「外系」（黒矢印）はバ ネ

係数を変える仕事をなす 。

一
方の 熱浴での

摩擦係数を OQ に する と図 1の 場合に帰着
す る 。

k
一圭を粒子の 動 ける配位空間の 体積とみ な

す と、内部エ ネル ギ ーは温 度の み の 関数と

な り 、 「理想気体」との ア ナ ロ ジー
が ある 。

上の 問い は 、「ピス トン 」を動かすと きの 仕

事と発熱 を問 うて い る 。 ）
　　平衡統計力学の 方法で は 、 これ らの 問
い に対 し k を限 りなくゆ っ くり変化させ る準
静的過程につ い て （だけ）答えられる 。 分配

関数の 計 算を もとに 、 系の Helmholtz自由
エ ネル ギ

ー
変化分の 仕事 △ F ＝ Tlog （kk，）

が 必 要な こ と、また その 系の エ ン トロ ピー

変化△ s − − 1・9（箸）に 応 じ燃 △Q ＝

T （一△S）＝△ F が 外に 出 され るこ とが わか

る 。 以下の 章で エ ン ト ロ ピーの 概念 を介 さ

ずに 直接 に 熱△Q を求め る方法を示す。

　　 さらに 、 こ の ilの 変化を有限の 時間△t
の 間に せ ね ば な らな い とき 、 熱力学第 2法
則 は 、非可逆発熱△Q − △F ＞ O とい う不

等式だけを教える 。 以下 の 章で 非可逆発熱
を求め る方法と、それが kの 変え方や △ tに
ど う依存する か を （△ tが 大きい とき漸近的
に 精確に ）示す 。

この 結果か ら非可逆発熱
量と△tの 積はあ る値以上で ある こ と （一種
の 相補性関係 ）が わ か り、 また最小値 を与
える最 も非浪費的な k（t）の シナ リオ も求め

るこ とが で きる ［2］。

亟 盆 も う
一

つ 簡単な例 を考えよ う。 温度の

違 う2 つ の 環境が あ っ て 、それぞれ の 中に

羽根車がお い て ある 。 環境 の 影響は風車を

軸周 りにブ ラ ウ ン 運動 させ る もの だ としよ

う。 ブ ラ ウン 運動は温度 （T ，
T ’とす る ）及

び抵抗係数 （7 ， 7
’

とする）で 規定され る 。 さ

て 、2 つ の 羽根車の 回転角度 （x ，
xt とす る）

が捩 り弾性をもつ 軸で 結合され て い る とす

る （図 2）。
これ はポ テ ン シ ャ ル エ ネルギ ー

U ＝ 告（x 　一　x
’

）
2
で 表せ る 。 問い ；こ の 結合

を通 して 単位 時間あた りどれだ けの 熱量が

移動するか ？こ の よ うな具体的な問い に答
える手段は何だろ う。 （熱力学や Onsagerの
相反原理は量の 問の 関係 を与える もの で あ

る 。 ）本稿で は定常状態で移動する熱流の 求

め方 を示す 。

　　 さらに 、
この バ ネ係数 鳶を時間と共に

変化させ る こ とを考えよ う。 どれ だけの 仕

事が必要だろ うか 。 またどれ だけの 熱が 「余

分に 」2 つ の 環境に放出され る だろ うか ［7】。

本稿で は 、 k の 十分ゆ っ くりした 変化につ

い て は 、 Ex．1 で の Helmholtz 自由エ ネル

ギ ー
に 相 当する もの が あ る こ と、また有限

速度の 変化に た い して は 、その 自由エ ネル

ギー
の 変化分の他 に非可逆 （過剰 ）発熱が

あ る事 を示す。
また後者と時間 との 相補性

関係 も示す 。

旦岨 最後にあげ る例は 、
こ の とこ ろ物理や

生物物理の 雑誌を賑わせ た熱ラチ ェ ッ トモ デ

ル と呼ばれ るもの に つ い て で ある 。 こ こで は

モ ータータ ン パ ク分子の モ デ ル として の 検

討は述べ ず ［8］、 熱揺 ぎの 中で の エ ネル ギ ー

変換 装 置 として の 考察に 絞る 。 x 軸上を温

度 T の 環境の 熱揺動力と摩擦力 （抵抗係数

or）を うけてブ ラ ウ ン 運動す る粒子があ ると

す る。 負荷とし て
一

定外力foが ＋x 方向 に加

わ っ て い る とする （図 3）。 こ の ままで は粒

子 はずるずる と平均速度7
−1fo

で ＋ x 方向に
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Figure　3： ポ テ ン シ ャ ル U1が on （実線）−

off （破線〉され ると、熱浴 （図示せず ）か

らの 揺ぎと摩擦 を うける粒子 （黒丸 ）は、

平均の 右下 り勾配 （− fo）に もかかわ らず左

に 登る こ とが で きる

動き、負荷が粒子に した仕事はすべ て環境に

熱とな っ て廃棄 されて ゆ く。 ところが 、 周期

丁秒毎に
一
定時間間隔θτ （0 く θ〈 1）だ けノ

コ ギ リ型の ポテ ン シ ャ ル Ul ＝ α ・（x − 【x］）［9］
を粒子に 及ぼ してや る と、負荷 feさえ大 き

すぎなければ粒子は平均 として 一x 方向に動

か され る 。 そ うして 逆 に負荷に仕事をす る

こ とが で きる 。

　　 この ア イデ ィアは 歴 史上 何度 も独立に

見い だ され て きた ら しい 。 最近で は Prost
［10］が 提唱 して ブーム を巻 き起こ した 。 そ

の 背景 には Feynmanが彼の 教科書 ［11］で 提

案した所謂フ ァ インマ ン ラチ ェ ッ トモデ ルが

ある 。 そこで は 、熱い 熱浴 と結合された 爪

に ポ テ ン シ ャ ル の on −off を行 わせ る機械が

議論 され て い る 。 図 3 で 、 ポテ ン シ ャ ル を

変え る外系 が どれだけの 仕事 をして い る か

を求め る方法も以 下に 示す 。 紙数の 都合で

フ ァ イン マ ン ラチ ェ ッ トの 場 合の 記述は割愛

する 。 （よ ければ 国 を見 て い ただ きた い 。 ）

　　以下 §2で はダ イナ ミ ッ クス を記 述する

枠組みである Langevin方程式を説明 し、些

事にみえるが 疎かにで きな い 注意事項 を述

べ る 。 §3で Langevinダ イナ ミッ クス とエ ネ

ル ギー
論 ・熱力学を結ぶ stochastic 　energetics

の 方法を説明する 。
こ れか ら導かれ る一般

論は準備中の 論文 ［2］に詳述するが 、 等温可

逆過程が再現 され る こ との 略証は補遺に示

す。 こ こで は むしろ 、 どの よ うに stochastic

energetics の 方法が使えるか を例に沿っ て 説

明す る （§4）。 その 趣旨で計算も少し詳 し く

書い た 。 §5 で は既存の 研究 との 関係 、 今後

の 方向など に つ い て 触れ る 。 前提 とす る基

礎知識は 、 熱 ・統計力学の い ろ は （第 1・第
II法則 、 自由エ ネル ギ ー）で 、

　Langevin方

程式 に つ い て の ス タ ン ダ ードな理解 ［12］を

予め持 っ て い る と助けに なるだ ろ う。

§2．Langevin方程式

全系か ら特に注 目した い 自由度を抜き出し

「系」とし、残 りを 「環境」とする 。 Langevin
方程式は次の 仮定に基づ い て い る 。

（i）環境が系に及ぼす力は 、系の 変化に抵抗

　　す る線形摩擦力成分 （摩擦係数7 ）と、

　　平均がゼ ロ の 揺動力成分か らな る
。 後

　　者の 大 きさは系の 長 時間で の 振舞い が

　　環境の 温度 T に おけ るカ ノ ニ カ ル 分布

　　に従 うよ うに設定 され る 。

（ii）揺動力の 時間相関は系の 物理的な緩和

　　時間に比べ て 無視で きる くらい に短い
。

（iii）系が 環境に 及ぼ す反作用は 、 環境の 性

　　質を変えない 。 （反作用 自体が ない とは

　　言わない の が ミソ で ある 。 ）

こ れ らの 仮定が よい 近似で 成 り立つ わ けで

は なか ろ う。 水中の （水分子 よ り大きな）固

体粒子 の 熱 運動で す ら 、 環境へ の 反作用の

もつ 遅 い 緩和の せ い で 、 純粋 なブ ラ ウ ン運

動で ない こ とが 知られて い る 。 次節以下の

理論が 上 の 仮定に 限定 され る わ けで は ない

が 、 こ こで は （i）一（iii）を出発点に とる 。 系の

自由度を x
， 質量 を m とす ると （ド ッ トは時

間微分 を表す）、

鴫 一 一一
・k・ξ（t）砦

〈ξ（t）〉＝ O，　　〈ξ（tl）ξ（t2）〉＝ 27T δ（tl− t2）・

ξの 相関関数に現れた係数は Einsteinの 揺ぎ

の 理論 によっ て与えられ る ［12］。 これは U が

時間に陽に よ らない 関数の とき 、 変数 τ の 長

時間での 挙動が カ ノ ニ カ ル 分布（xexp ［
一多］

（或い は慣性 を含む場合には運動量分布が

Maxwe11分布 （x 　exp ［
一論］）に なる よ う定

まる 。 確率過程の 本 ［13ユで も非平衡熱力学の

本 ［14］で も Langevin方程式と統計 ・熱力学

の 関係に 関する言及は こ こ まで とい うの が

相 場で あ る 。 更 に （iv）ξ（t）はガ ウス 過程 で

あ る、とい う重要な仮定が あるが これ に つ

い ては標準的な教科書 を参照 され た い ［151。
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上の 運動方程式系で 、環境 との 摩擦が 大 き

い 場合には慣性の 効果はす ぐに減衰 して し

まう。 この 場合は 、 φの 式の 形式解 p（t）＝

P（・）・
一
餌 麓 素（t

”s ）［ξ（・）一篝1
＿ （、岬 ・

おい て 目の 中 を s ＝＝　 tで の 値に置 き換 える

い う時間粗視化を行 っ て 、 初期値 p（0）の 影

響も無視したの ち 、 thの 式に代入して次式 を

得る 【161。

　 　　 　　 　　 　∂u
O ＝ 一

つ
’b＋ ξ（t）一

石

こ の 過減衰型の 運動方程式が通常 Langevin
方程式 と呼ばれ る もの で あ る 。 ‘t’の 項は左辺

に もっ て くる のが 普通で 、 それは x の 変化

速度が右辺の 残 りの 項で与えられ る とい う
‘

前向きな
’

解釈を想像 させ るの だが 、こ こ

で は ゼ ロ サ ム の 形 に表記 した 。 次節で 説明

するがpの 式と見比べ る とこの 方が 自然に思

われ るだ ろ う。

　　本節を終る前に 、 x を含む積分をどの よ

うな差分形式の 極限 と見なすべ きか を指定
して お く （その 指定の 仕方を Stratonovich
型 とい う［13P 。 x が Langevin方程式に従

う時 間の 関数 の場 合 、関数φ（x ）の t をパ ラ

メ
ー

タ とする積分∫φ（x （t＞）dx（t）は こ の まま

で は 確定 しない
。 差分化を次の よ うに特定

する ：

　dx（t）→ ［x （t＋ δt）− x （舌）1
φ（x （t））dx（t）→

φ xt ＋

豊
xt ＋δ‘

　　　　　 x ［x （t十 δt）
− x （t）ユ

足 して 2 で割 るか わ りにdi（x （t））を用 い る と

積 分の 値が違 っ て しま うの で 、極限で は ど

ちらで もよい とい うわ けで はな い
。 （ξ（t）は

有限値をとる ような関数で はな い の で 、‘iは
無限大 も辞 さず 、 φ（x）が t 〜 t＋ δtの 間で さ

えやた ら動 き回 る為 、 φ（x （t））に 近い と見な

すか ど うかに任意性が ある 。 ）∫φ（x （t））dx（t）
に通常の 部分積分 、 置換積分などの 演算規

則が使 える の は 、 積分 を Stratonovich型の

極限で 定義す る場合に限 る 。 次節で の べ るエ

ネル ギー
計算に こ の形の積分が 登場する 。 数

値積分で も運動方程式を解 くときの 差分ス

キ ーム と結 果 を解析す る ときの差分ス キ
ー

ム の
一

貫性 を遵 守して こ そ エ ネル ギ ー
保存

則 を満たす物理 的な結果 を得られ る ［17］。

§3．Stochastic　energetics

（以 下 で は 運動量揺 ぎを陽に考慮す る場合
と 、 消去 した場合を平行 して 述 べ るた め 、

後者を ［・】で括 っ て 書 くこ とに す る。 ）前節
の Langevin方程式は系に加わるすべ て の 力

の 和が ｝費性力に等 しい ［釣 り合っ て ゼロ とな

る］と見なせ る 。 これ らの 力の うち 、 系が 熱

浴か ら受ける力は 、 摩擦カー7荒［
一’Yi］お よ

び揺動力ξ（t）で ある 。 な らば系は 反作用と

して 熱浴に一｛一帰 ＋ ξ（t）｝［一｛一物 ＋ ξ（t）｝］
を及ぼ す筈で ある 。 こ の 力を及ぼ しなが ら

系の 状態が t ＝ 0 か ら t ＝ t∫まで 変化すれ

ば 、 系は熱浴に次の仕事をする 。

　　Q　　　＝ 一
∫｛

一
つ

・蓋＋ ξ（の｝dx（の，

［　　　（〜　＝
一
∫｛

− r

）
・di＋ ξ（t）｝｛lx（t）．　　　1

これ らに運動方程式を代入 して 、整理 する

と次の 関係式が 得られ る

Q ＋ ｛譱＋ σ｝9＝＝，jf（薯一
篝騫）dち

［ Q ＋ ｛σ｝5’ ＝ rj’ （薯一鍔餮）dオ・ ］

こ こで 、 右辺 の微分響は時間に関す る全微

分係数 であ る 。 左辺 は系が熱 浴に した仕事
即 ち発 熱 と、系自身の エ ネル ギー変化で あ

る 。 他方 右辺 は 、 ポテ ン シ ャ ル 変化率の う

ち 、x を介して の 変化率をさし引い て 積分

して い るか ら 、 外系の 制御に よ っ て ポ テ ン

シ ャ ル を変える こ とに よる仕事だ と解釈で

きる 。 両者が等 し い こ とは 、 力学的なシ ス

テ ム の エ ネルギ ー保存の 概念が 、 熱浴を考

慮した確率的な運動方程式に拡張で きる こ

と 、 即ち stochastic 　energetics に お け る熱力

学第 1法則 を示して い る 。 以下で は運動量

の 緩和が十分速い として Langevin 方程式の

み 扱 う。

　　 次節で 述 べ る例で は 、 σ が x の 他に時

間 tに陽に依存する 。 こ の 時右辺の被積分関

数は咢となる 。 量 的な評価 を更に進めるに

は 、確率過程ξ（t）の サ ン プル に 関す る統計

平均 を求め る必 要が ある 。 これ に はξ（t）の

相関 関数の 性質を用 い て 直接計算する方法

と、まず平均の 表式を （Langevin方程式と

等価 な Fokker−Planck 方程式 に従 う〉確率

分布関数に よ る平均に 翻訳 し て か ら計算す

一467 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

講義 ノ
ート

る方法 とが ある ［1］。 適宜使い 分ける の が よ

い よ うだが 。 熱力学との 関係 を一般 に論 じ

るには後者の 方が便利な こ とが あ る ［21。

§4．適用

前節の 方法に従い 、Ex．2 （図 2＞の 場合に熱

流量 を計算 して み よう。 こ こ で の 系はバ ネ

の 部分 で ある 。 唯
一

つ の 熱 浴と結合 して い

る Ex．1 の場合は 、 以下 に 得 られ る結果に

お い て ort→ oo の 極限 をとれ ば得られ る 。

　　運動方程式 な らびに 揺動力の 相関 は

　　　 0 ＝ 一一rth＋ ξ（t）
− k（x

− x
’

）

　　　0 ＝ 一
つrrii＋ ξ

’

（t）− k（x
「 − x ）

　　〈ξ（t）〉＝ 〈ξ
’

（t）〉＝ 〈ξ（t1）ξ
’

（t2）〉＝ 0

　　　〈ξ（tl）ξ（t2）〉＝ 20rTδ（ti
− t2）

　　　（ξ
’

（tl）ξ
’

（ち）〉＝ 27’T ’

δ（t1
− t2）

で あ る。 X ＝甼 ， μ
＝ x − xt と変数変換す

る こ とに よ っ て 積分する こ とが で き、特に

μは次の ように なる ；

　　　μ  ＝

μ（o）e
− fS　d・ （e＋継 （u ）

　　＋ 膰d・・

一πぬ （÷＋ナ岡

［禦一剿
温 度 T

，
T ’

の 熱浴 へ
、 時間 0 ≦ t ≦ tf に 移

動 した熱量をそれぞれ Q ，Q ’

とする 。 前節の

公式に運動方程式を代入す ると

（？　＝ 一∫（− oγt ＋ ξ）dx ＝ 一∫k（x − x
’

）dx

　　　　　；∫」ノ

［誓μ
2 一

多μξ］dt

とな る。 （上式お よび以下で積分変数が一つ 、

例えば tの み の と き、被積分関数の 変数 オを

省 くこ とが ある 。 ）Q’

も同様に求まるが こ の

と きμ →
一

μ と置 き換わ るこ とに注意 され

た い 。
エ ネル ギ ー

保存は次の よ うに な る：

　　　　Q ・ Q’

・ ［髪（x − x
’

）
2

］『
　　　　　一 鵜 （x − x

’

）
2kdt

．　 （7）

外系に よる仕事 （右辺 ）が k を変え る こ と

に よ っ て な され る の が よ くわか る 。 ξ， ξ
’
の

と り得る経過に 関する統計平均 を求め よ う。

先ずξ等の 統計的性質か ら 〈μ（t）ξ（t）〉＝ T が

わ か る 。 但 しStratonovich型の 差分極限で

計算する とい う規則に 従い
、 Xδ（t）dt ＝ 圭

を用 い た 。 次に

〈μ 
・

〉一 〈μ（・）
・

＞e
− 2素d・（e・梱 ＋

ズガ ∬酬 陣 ）

（
2T　 2T ’

一
十

一

γ ヅ）・

もξ（t）の 相関関数か らわ か る 。 〈μ（0）
2
＞を決

め る た め 、 t ＝ − oo か ら t ＝ 0 まで は

k（t）・・ 　kiで あっ た と設定しよ う。 もし恒等的

に k（t）＝ 　 ictな ら積分は実行で きて t
∫

→ ○○

の 極限で 右辺が 赱 （鯉7十ヅ ）とな るこ とか

ら （こ れ はバ ネで で きた系の エ ネル ギ ー期

待値 〈tk（x − xt ）
2
＞が 、非平 衡定 常状態で も

バ ネ係数に よらない こ と 一‘

等分配 則 L を

示 して い る）、 〈μ（0）
2
＞もその 値 を採用 すれ

ば よい こ とに なる 。
こ れらを用い て 〈Q＞は 、

　　く  と 盈 d・聖［− T ＋ 」（s，
t）1＋

　fS・響 （翌　7十ヅ ）・

『2個 ÷＋寺）k（u ）dt，

　∬（s，
t）＝ k（t）×

儲 ・

−2∬蟾 ＋歩）姻
響 ＋ 豹 ．

い さ さか 天下 りで 恐縮で あるが 、，7 は 次の

よ うに書 き換え るこ とがで きる 。

　，1（s ，
t）一（鮮 ）x

　　　［1
一
譱fS　e

−2 」tdu（÷＋ ≒レ＞k〔u ）ds］・
こ の 表式を用 い 、また最終時刻 tfで h（tf）；

hfとして 、t に つ い て の 部分積分 を実行す

る こ とに ょ り 〈Q＞を くQ＞＝ 〈Q＞hk＋ 〈Q＞ex ＋

〈Q＞量＋ 〈Q＞f と い う4 つ の 、それ ぞれ 意味 を

もつ 部 分にわ け て表すこ とがで きる ：

　〈Q＞hk 一和 鵜 （T
’
・− T ），

　〈q＞。．一 （聖ヂ）÷・

　　適
・ d齢 ）窓d。 e

−2∬4・（÷＋ナ）k（・）
，

　　〈Cl｝＞i − （響 ）考×

　　　fj∫ dt彑響三e
−2
　Jぎdu（÷＋≒ア＞k（u ）

，

＜Q＞・一一
（
翌
　7 十ヅ ）郭

　　　　躍・

晒 ，

−2伽 糧 ＞k・・）．
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（Q＞hkは ‘house　keeping’

の 寄与 ［18］、すなわ

ち、k（t）の 値をずっ と一
定に保っ たままで も

定常状態 として 流れ る はずの 熱量の 積分で

ある 。 House　keepingの 寄与は
‘

右の 耳か ら

左の 耳へ
’

の項 なの で 、 〈Q
’

＞hk ＝ 一くQ＞，， に

なる。 House　keepingの 寄与以外は 、2 つ の

熱浴へ の 熱流 の 分 配が 因子寺（お よびそれ

に相当する 歩）に の み 現れ て お り、同符号
で あ る 。 〈Q＞髭と 〈Q＞fは それぞ れ初期時刻お

よび終期 時刻の 近 くか らの 寄与をあらわす 。

特に興味 あるの は 〈Q＞，。
で 、これ はk（t）を含

み 、0 ≦ t ≦ tfの 間に h（t）が 変化する こ とに

よる非定常効果 で あ る 。 十分ゆ っ くりした

k（t）の 変化で は こ の 項が ゼ ロ に なる 、 とい

うわ けで は ない
。

こ れ は特 に 7
’

→ OQ の 場
合 （図 1）を考えれ ば系の 自由エ ネル ギ ー

変
化分の熱流が あ るべ き事か らも納得が行 く。

具体的に確 める ため 、以下で は 彫）の 変化
が 系 固有の 緩和時間〜 （今＋ 夛）min ［k（う1に

比 べ て緩や か な場合に限定 して計算を進め

よ う。 滑らかな k（t）の 変化に 対して 展開

f8　dse
−2J

．

tdu
（÷’ ＋

．
）k（u ）

＿

嚇 爾
・

繭 霧・
… ・（13）

が 得 られ る 。 （これ には先ず、k（u ）を時刻 t
を基準 に Taylor展開して お き、肩の積分を
して し まう。 そ うして 、h（t）の

一
回微分以

上 の 項を肩 か ら引 きず り下 ろ し て 各項ご と

に積分すれ ば よ い 。 ）右辺の 各項は小 さい

数 倭靆瀦1｝〉に つ い て の 昇冪 の 展開にな っ

て お り、漸近展開の 意味で … の 部分 は無視
する 。 これ を ＜Q＞。。

の 表式に代入し、で きる

とこ ろは時間積分する と k（t）の 遅 い 変化に

関 して漸近的に精確な表現 として

〈Q＞，x
＝ 〈Q＞，e． ＋ 〈Q＞irr

　 　 　 　 　 　 1

〈Q＞rev 一

禽 縣
二1・9 （箸）

〈Q＞・・ 一 毒縣 論 膰・d辮
が 得 られ る 。 〈Q＞，e．

は k（t）の 途中経過 に

依 ら ない とい う意味 で 可 逆 な発熱 で あ

る 。 2 つ の 熱浴の 相当す る項 を加える と、

縣 1・9 （ki）とな り・ 外部の シ ス テ ム カ・

k を変え る た め の 最 小仕事が 得られ る
。

こ

れ は高温熱浴か ら低温熱浴に たえず流れ続
け る熱量に 比べ れば 微 々 たる もの で は あ っ

て も、
バ ネを操作する外部側か らみれば 「ポ

テ ンシ ャル 差」として重 要な もの だ 。 §5．で
外部シ ス テム か ら見た系の 役割を議論する 。

　　〈Q＞，． は k の 変化 kf　一　kiを有限時間に

行わねばな らない 為に生 じる不可逆発熱で

あ る 。 これ は常に正で ある 。 こ こ で 両端時
刻 とそこで の k の値 を固定して 、 〈Q＞irrの 積

分 を最小 にす る最小不可逆発熱過程とその

発熱量 を求め よう。 Eular−Lagrangeの 方程

式 を用い る通常の 変分計算 ［19］に よ り、不

等式 と、その 等号を与 える
C

最節約過程
’

が

次 の よ うに 求 まる 。

　 　 　 　 2　　　　　　　　　　　　　　　2

∬帯 ・継 噛
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　　　　　　　 t∫
　　　k（t）＝ k

。pt（t）≡

　　　　　　　　　　＃ ・ 箒

こ の 結果は与え られた ki，　kfの もとで 、（平

衡状態 とは 限 らな い ）状態遷 移 に と もな う
不可逆発熱と経過時間の 問の

‘

相補性関係
’

〈Q＞irr・tf≧C・nst ．
，

を意味する 。
こ の よ うな関係が 、 平衡状態

間の 緩和に 関して は調和ポテ ン シ ャ ル 系で

な くとも成 り立 つ こ とが 示せ る ［2］。

　　論が前後 す るが 、 特に 単
一

の 熱源に接
し た （7

’
→ OQ ）平 衡状 態ど うしの 間の 遷移

の 場 合には 、 〈Q＞，e．
は分配関数か ら求 まる

平ma　Helmholtzの 自由エ ネル ギ ー
の 差に等

しい 。 我々は エ ン トロ ピーを陽に は考えず、

熱浴か らの 揺ぎを力学的視点で 正 直に 考慮
した だけで あるが 、 その 結果 として熱力学

関数が得られ たの は歓迎したv｝。 また 〈（［？＞irr
が 正で ある こ とは 非可逆発熱が （準静 的過

程か ら予想 され る ）自由エ ネル ギ ー差 よ り

常に 大で ある こ とを表す 。 こ の 2 つ の 結果
は stochastic 　energetics に お け る熱力学第 II
法則に な っ て い る 。 補遺に 準静的等温過程

の 熱力学が再現 され る こ との
一
般的証明を

概 説す る 。

　　本節の 残 りで Ex．3（図 3）につ い て 述べ

る 。 外系の 制御に よ っ て時間周期 的に変動す
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る ポ テ ン シ ャ ル と一
定の 負荷に よるポテ ン

シ ャル をあわせ て U （x ，
t）＝・　− fox＋ σ1似 孟）

と書 く。 する と §3．の方法に よる熱浴へ の

エ ネルギ
ー

移動量は

Q −
．
一
｛・｝8f・艨 ・・ （15）

となる 。 以下で は U の 時間変動が遅 い とい

う仮定は しな い
。 粒子の 動 きは確率的で あ

るが 、様 々 な初期条件か らの様々 な運動を変

動 周期に シ ン ク ロ した ス ト ロ ボ で 重ね て み

れ ば 、 粒子 の 滞在確率の 流れ は 定常的に な

る と期待 され る 。 確率分布 P の 従うFokker−

Planck方程式は 【12］、

器 島［黔 ・矧 ・

で 、上 の よ うな （ス トロ ボ ）定常過程 を考

え る に は 、初期 条件に 従 う解で は な く、U

と同じ時間周期を持ち U の 空間周期毎に 1

に 規格化され た 解 P ＝ P ＊ を求め る とよい 。

こ の ような解 を求め るこ とや 、 それ を用い

た粒子の 平均的な移動速度の 計算な どは 、

様 々 な σ（x ，
t）の モ デル につ い て論文が ある

［10，
201の で 興味の ある方は そち らを参照い

た だ きた い 。 移動速度が わかれば 〈｛U ｝8f＞も

わ か る 。
エ ネル ギ

ー
変換機械 として の 効率

を知 るには （15）に 登場する項を もう 1 つ 計

算する必要が ある。
た とえば右辺第 2 項の 、

外系が系にす る仕事（R とする）は 1 変動周

期 （T とする）に つ き 、 次式で与えられ る ［11二

  ＝ 騨 く撃 L。ω
〉

＝ ∬dオ∫伽 撃 P “

（x ，
t）

こ こで P （m ，
t）は上 述 の 規格化 され たス ト

ロ ボ定常分 布で 、 x 一積分はポテ ン シ ャ ル の x

に関する
一

周期に わた る もの とする 。 上式

は 、 時間に つ い て部分積分 したの ち、x に関

して 部分積分する と次の よ うに も表せ る 。

〈・〉− f，
’

　・・　f　dx（一
∂σ1劉！ （x ・ t）・

こ こで J＊

（x ，
t）≡ ［鵬 ＋ 鴇 P ＊

は ス ト゜

ボ 定常状態で の 確率の 流れで ある 。 Ex ．1 や

Ex．2で は定常的な エ ネル ギーの 移動 （house

keeping熱流）はあ っ て も系の 自由度 x はあ

る範囲を徘徊して い たの に対 し 、 機械的仕

事へ の エ ネル ギ ー
変換で はポ テ ン シ ャ ル を

受ける 自由度 x の ド リフ トが あ る 。
ス トロ

ボで ない 定常状態に つ い て 、こ の 仕事の 表

式をMagnascoが 既に提案して い る 【21］。

§5．議論

まず、前提 として 用い て きた Langevin方程

式の 見方に つ い て で あるが 、
こ こ に現れ る

変数 x （複数成分を もつ ときはその 各成分）

が 純粋に
一

つ の 力学的自由度に対応する の

は 稀だ ろ う。 例 えば タン パ ク質の 変形で あ

れ ブ ラ ウ ン粒子の 重心座標で あれ 、一つ の x

の 値が 多自由度の 相空間に 於け るあ る相 体

積を代表して い るの が現実で あろ う。 そ うな

らば x の 関数 として 書か れ たポテ ン シ ャ ル は

実は その 相体積の x 一依存性 、す なわ ちエ ン

トロ ピー
的な寄与を含んだ

‘
自由エ ネル ギ

ー

関数
’

（Landau 関数〉なの で ある 。
こ れ と摩

擦力お よび揺動力の 項の 基礎づ けは 、 著者の

勉強すべ き課題である 。 とにか くLangevin

方程式 とい えど も、ある時間ス ケー
ル と自

由度 を粗視化 した うえで の 、［広義】熱力学

的な力の 問の バ ラ ン ス 式 とみ る方が 現実的

で あろ う。

　　今度は 、 視点をよ りマ ク ロ な方に ず ら

して 、 前節の Ex．1 お よび Ex．2の 解析で 得

られた可逆発熱 と不可逆発熱 を 、 それ らを

引き起 した外系の視点か ら見て お きたい ：外

系が系か らどれだ けの 力を受けるか を考え

よ う。 これ は外系が 系に 与えた力の反 作用

の はずで ある 。 （§3で 導入 した熱浴へ の 反作

用 と混同の ない よ うに 。 ）エ ネル ギーの保存

式 （7）の 右辺か ら外系が 為す仕事 R が わ か

るが 、
こ れ を k に比 べ て x が 速か に変化す

る とい う前 提で平均 しよ う。 計算は （Q＞の

場合同様 （13）を用 い る と次の ように な る 。

＜R＞＝・　El ・・（
kf

耳）・ 響 雛
こ こ で 、 系の エ ネルギ ー

〈鬢μ
2
＞の 定常時の

平均 を Ei 縣 ， 摩擦係 数 の 調 和平均

を 作 鍋 と書い た ・ 〈R＞は 鰤 の 熱量

の式か ら （Q＞＋ 〈Q’

〉を計算 して も得 られ る

（house　keeping 熱流 は素通 りするの で 寄与
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せず 、2 つ の 熱浴へ の 「余分の 」可 逆発熱

お よび不可逆発熱だけが聾る）。 〈R＞は外系
が 系に 及ぼ す力 （F 。。t（k ，

k）とする ）に よる

と見 なすと 、

  ； ∫F 。 。 、（痢 褫 ，

F
。。、爾 一 髣＋ ・欝

た だし 、 積分 は 実際に k（t）の たど っ た 履歴

に沿 っ て の 積分 で 、両端の 値 ki，　kfだけの

関数で は ない 。 さて 、上述 の よ うに外系が

系か ら受ける力は F
。。t（k，

k）の 反作用力で あ

る 。 これ を F と し、ポ テ ン シ ャ ル 的な力と

摩擦的な力に わ けて 書 くと

F ＝ 一∂∫

髫it」z：
T’

　一ζ（k ，
T

，
　T ’

）ゐ

フ「（k，
T

，
　T ’

）＝ ElOg　k 十 const ，

　　 ζ（k，
T

，
T ’

）＝ 疆．

現 実の 温度 T お よび T ’
へ の 依存性は E の み

ならず摩擦係数に も存するはずである 。 異な

る温 度の 熱浴 に接 して い て もポ テ ン シャ ル

が定義で きて い る ［7］こ とに 注意された い 。

自由度 k が系以外に も
‘

外系の外系
’

か ら力
Fs

。p（k ，

・
）を受けて い る と き、

k に 関する 運

動方程式は次の よ うに書け るはずで ある
。

・ 一 一
∂F （k ，

T
，
T ’

∂k
）− c（砿 蜘   （k，

・）

こ れは 速い 自由度の 消去に よ る 有効ダ イナ

ミ ッ クス の 導出の 一
例で

、
エ ネル ギ ー論的

関係が先に わか る場合に力学的な視点 をつ

か っ て導出 して い る 。 で は外系が系か ら受

け る揺動力はど う扱える だ ろ うか 、 考 えて

み て い ただ きたい
。

　　Stochastic　energetics とい うの は一
つ の

の 見方で あ っ て 、Langevin方程式が 系の よ

い モ デ ル で ある場合にその 熱力学的性質等

を導くロ ジ ッ クになる 。 確率モ デル に限 っ て

もLangevin方程式にはお さまらな い 非平衡

の モ デ ル は様々ある 。 例えば離散的な状態間

の 遷移に たい して は Master方程式に戻 っ て

考えねば な らな い 。 こ の よ うな研究を検索

する と既 に 1950 年代に熱浴を Markov 的に

系の 状 態遷移 を引き起す よ うな装置で ある

と見て 定式化 した Lebowitz ［22］に よる研究

が あ っ た 。 彼は 状態の 確率分布関数の 発展

方程式として Liouville方程式と Master方

程式 を合わせ た 形を仮定して非平衡熱力学

に どれ だけの こ とが 言えるかを調べ た 。 そ

の 発展方程式は状態が 連続的に 遷移する極

限 として Fokker−Planck方程式を含ん で い

る 。 とい うこ とは本稿に述 べ た Langevin方

程式 との 対応 もつ い て い た と言える。

　　 に もか か わ らずそうい う観点の 言及が

見 られ ない の は 、それ 以降の 所謂確率過程

屋 さん の Langevin方程式研究におい て もそ

うだが 、
ガ ウス 型 白色雑音とい う （数学的

に は ）singular な もの が 運動方程式に入 っ て

い る ため 、そ こか ら仕事や エ ネル ギ
ー
保存

などを考える の は しば しば無意識に 忌避 さ

れ て い たか らで は ない か と想像す る 。 本稿

で 示 したこ とは 、確率解析の 注意に従 っ て

諸量 を扱 う限 り、ラン ダ ム な過程の それぞ

れの サ ン プル 毎にエ ネル ギー保存をみ たす

関係を再現で きる こ と 、 熱 と仕事の 関係 を

「熱浴へ の仕事 ＝ 熱」とみ なせ ば熱力学的な

関係ひ い て は非平衡の 諸関係 も分布関数・エ

ン トロ ピーの 概念を介さずに 得 られ るこ と

で ある 。

　　 熱力学は 統計力学ぬ きに実験事実 を論

理的に積み 上 げて 構成 され たが 、 統計力学

との 対応が つ けられ るに い た っ て 、微視的

状態相空間と熱力学変数の 関係 など、熱力

学の 内容を具体的に 把握で きる よ うに なっ

た 。 非平衡熱力学の 構築が行われ て い る今

日［7】、 stochastic 　energetics の 方法は 形式的

解析の方法 として と同時に 、 具体例 を介し

た 把握に も使 える とい う事を本稿で は示 し

た つ もりで ある 。

　　 今後 この 方法を一
般化す るの も

一
方向

で あるが 、熱揺ぎの 中で機能す る様々 な生

物 or 非生物素子の 動作をエ ネル ギ ー移動 も

含め た観点か ら解析する道具 として 、 何 ら

かの 使 い でが ない か と思 っ て い る 。 例えば

タン パ ク質の酵素触媒機能や allosteric転移

に つ い て 、 今 まで の 分配 関数的な議論で 得

られ る知見が すべ て なの か 、 知 りた い もの

で ある 。 生物 に於け る化学反応は （1）機会

を捉えて 速か に起 こ り、（2）エ ネルギ
ーを無

駄に しな い メ カ ニ ズム を伴 っ て い る 。 （そ も

そ も何か consequence を持つ こ とが 意味の

意味だ ろ う）。 しか し、そ うい う精巧な機構

が どれ くらい 物理 的 な合理性 を備えて い る

か ［ある い は い ない か］とい う問い もさる こ
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となが ら、進化的 にどんな経路でそれ らが

獲得 されて きたか とい う上の 階層の 問題が

ある 。
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§補遺

単
一

の 熱浴と接 する場合の 第 1法則の 式 （15）
か ら出発する 。

Q − 一
｛噺 ∬影 （・8）

右辺第 2 項が外系が する仕事 R で あ る。 外

系が ポ テ ン シ ャ ル をゆ っ くりと変化 させ る

とき 、 R が 系の Helmholtz 自由エ ネル ギ ー

∫ ≡
− T　log　f　dx　em ￥ の 変化に 等しい 事を

略説する 。 各時刻 tにおい て x （t）に関する

平均は確率分布を用い た積分で表せ るか ら 、

次式が一
般的に 成 り立つ

。

  一 ∬・・く
∂u （x ，

t）

一 ∬・・1面
b、

　　　　　〉
∂t
　 　 ＝ ・ ＝（t）

∂u （x ，
t）P（x ，

t）

一
方ポ テ ンシ ャ ルが 十分ゆ っ くり変化す る

ならば 、分布関数は各時間毎に その 時の ポ

テ ン シ ャ ル に 関する平衡分布に 近い だろ う：

P （x ，
t）＝

＿週
e　　 T

　　 　　 　 十 …　 ，

∫吻 e
』 鉾

こ こ で … は 不可 逆発熱 を引 き起す項だが 、

tf → oo で は い くらで も小 さ くで きるの で

以下 で は 無視する 。 す る と、P は次の 関係

式をみ たす

f・x （
一券咢艦 ・・1耐 甼

こ れ と上の 〈R ＞の 表式か ら 、 準静的等温過

程 の 関係が得 られ る ：

〈R ＞＝ ｛F ｝9，

エ ネル ギ ー
収支で

一
貫して 見る とい う立場

か らは Helmholtz 自由エ ネル ギ ー変化を系
の エ ネル ギー

変化 △E と熱浴の エ ネル ギ ー

変化一T △S の和 と解釈するの は 自然で ある 。
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