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1　 は じめに

　 学習の 問題を統計学的に 捉 える と，パ ラ メ トリ ッ

ク な デ
ー

タ生成 モ デ ル か ら生成 されたデ
ー

タ集合が

与え られたと き，デ
ータ を要約す る統計量か らモ デ

ル パ ラメ ータ を推定す る問 題 だ とい うこ とが で きる．

ボ ル ツ マ ン マ シ ン の学習 は，そ の よ うな 問題 の
一

例

で あ る．この ような 問題 は，．デ
ータ生成過程 を 「順

過 程」 とみ なす な らば い わ ゆ る 「逆問題」 だ とい う

こ とが で き， Ackley，　Hinton，　Sejnowskiの ボ ル ッ

マ ン マ シ ン 学習則 ［1】は ，順 過程を模擬する モ デ ル を

利用 した 誤差 フ ィ
ー

ドバ ッ ク に よ っ て こ の 問題 を解

く方法だ とい う こ と がで きる ．学習 の 問題 に対 して

こ う した ア プ ロ ーチ を と る 際 に は，　 「順問題」すな

わ ち モ デ ル パ ラ メ
ータ か ら デ

ー
タ に 関す る 統計量 が

ど の よ うに 定 まる の か，とい う問題 を詳 しく調べ る

こ とが重要で あ る。

　順問題 を解 くこ と も
一

般 に は 簡単で は な く，
ボ ル

ツ マ ン マ シ ン の 場合 に は，変数 の 数 N の 指数 オ
ー

ダー
の 計算、fiが必要となる．こ の 困難 を同 避す る ア

プ ロ
ー

チ は 大きく分けて 2 通 りあ る．ひ とつ は，ギ

ブ ス サ ン プ ラーなどを使っ て データ生 成 過程を模擬

す る動 的 モ ン テ カ ル ロ 法 の ア プ ロ ーチ で あ る，けれ

どもこ の ア プ ロ ーチ も，データ に 関す る統計量 を精

度 よ く求め る た め に は多量 の データ を必要 と し， や

は り計算時間の 問題 が 残 る．もうひ とつ は
， 何 らか

の 近似をほ ど こす こ とに よ っ て 順問題を解析 的 に解

こ うとす る もの で ある．本稿 で 扱 う平均場近似法 ｛2】
は，そ の よ うな ア プ ロ ーチ の ひ とつ で あ る．

　 ニ ュ
ーラ ル ネ ッ トワークの 分野 で は，こ れ ま で に

い わゆ る ナ イーブ な平均場近似が お もに使 わ れて き

てお り，
そ れ に つ い て は

，
Kullback ダ イバ ージ ェ

ン ス の 最小化 とい う形 で の 近似 の 情報理論的な意味

づ け もす で に なされ て い る ［3，4】．い っ ぽ うで ，TAP

の ア ブ ロ ーチ ［5，6］や線形応答定ge　［7］などの より進

ん だ統計物理学の手法も応用が試み られ て い る が，

情報理論 の 立場か らの そ れ らの 解釈 は な され て い な

い ．

　本稿で は，情報幾何学 【8， 9］を使 っ て ，情報理論

の 立場か らの 平均場 近似法の 定式化 を示す，また，

TAP の ア プ ロ
ー

チや線形応答定理 も，こ こ で の定式

化か ら自然 に導か れ る こ と を示す．

2　情報幾何に よる平均場近似の 定式化

　状態変数 s ＝ （Sl ，
．．．，SN ）∈ ｛

− 1，1｝
N
，バ ラ

メ
ータ hi

，
　wi ゴ

（i， 」＝1， ＿ ， N ）をもつ ボル ツ マ ン

マ シ ン は，ボ ル ツ マ ン ・ギブス 分布

P（8）＝ 　exp ［Σ hisi＋ Σ wi
ゴ
5‘5r ψ］　 （1）

　 　 　 　 　 　 i　 　 　 　 ｛iゴ｝

を 与える パ ラ メ トリ ッ ク な デ
ー

タ生 成 モ デ ル だ とみ

な す こ とが で きる ．式 （1）の 形 で 書か れ る すべ て の

分布の 集合 M を ，
こ こ で は モ デル とよぶ ．モ デ ル

ル｛は ｛θ
i

≡ hi｝，｛θ
ij

≡ げゴ｝を正準パ ラ メー

タ とす る指数分布族であり，｛ηi ≡ ｛Si＞｝， ｛η‘ゴ
≡

（5‘5ゴ〉｝はそれと双対な期待値パ ラ メータ を構成する．

　モ デ ル M に対して ，以下 の ような 直交双対 な葉

層構造 F ＝ ｛∫（u ，）｝， A ＝ ｛A （m ）｝を導入する （図

1）．

M ＝ ∪∫（切 ＝ UA（m ）
　 　 　 初 　 　　 　　　 　　m

T （ω ）＝ ｛P1 θ
ii
（P）＝ ω

‘ゴ
｝

ノ4（m ）＝ ｛PI ηi（P）＝ mi ｝

（2）

（3）

（4）

q∈ ル tの 正 準パ ラ メ
ータが 与 え られ て い る もの と

し ， g の 期待値パ ラ メ ータ を求め るた め に，

g が属す る葉 プ（w ）の 上 で ， g に もっ

とも近い 分布 p ∈ F （w ）を求め る，

とい う問題 を考え る．近 さの 尺度 と して Kullbackダ

イ バ ージ ェ ン ス

・（・IIの ・ ” 網 1・鰡 （5）

を とれば，与えられた g に対して D （pllq）を 最小 に

す る p ∈ ∫（ω ）を求め る 問題とな る．p ，
　g ∈ ∫（ω ）
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「
ニ ュ

ー
ラ ル ネ ッ トワ

ー
ク

ーこ れ か らの統計力学的ア プ ロ ・一チ〜
」

図 1　 直交 双 対 な葉 層構造

に対 して の D 〔pllg）は，∫（ω ）上 の 双対 なポテ ン

シ ヤ ル 関 数

を使 っ て

ψ≡ V」，
　 di≡ Σ〆ηゴ

ーφ
　 　 　 　 　 　 　 i

　　D （pllの ＝ ψ（q）＋ di（P＞一Σθ
‘
（のηi（P）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

とあ ら わ さ れ る が，

題は

　　　　G （P）＝ 6（P）一Σθ
‘

（のη・（P）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

（6）

（7）

ψ（g）は p に よ らない の で ，問

（8）

の 最小化問題 に 帰着する ．式 （8）の 右辺 第 1 項，第

2 項 は それ ぞれ
， p の ギ プ ス 自由エ ネル ギー，　 Zee−

man エ ネル ギーに相当す る．

　p ＝ g が こ の 最 小 化問題 の 自明 な解 だ が，こ の 最

小 化 問 題 を ｛mi ＝
η盛（p）｝を独立 変数 と して 解 くこ

と に よ っ て ， p ＝q の期待値パ ラ メータ を得る こ と

がで きる．こ れを実際 に実行す る ため に は，G （p）の

第 1 項 φ（p）が ｛ηi（p）｝の 関 数 と して 陽 に与 え られ

て い る必要があ る が，多くの 場 合 そ の よ うな 陽 な表

式は 得 られない ．そ こ で，部分モ デ ル T （0）上で は

各変数 が 統計 的 に 互 い に独 立 に な り， 問題 が しば し

ば簡単に な る こ と に 注目 して ，φ（p）を w ＝ 0 に

関 して テ イ ラ
ー

展開す る こ と を考え る．こ の 展 開 は

Ple｛ka 展開 ［10】と よば れ て お り， ∫ と双対な葉層

構造 A を利用 して 組織的 に展開の係数を求め る こ と

が で きる．

　添字 わ を 1 な ど と略記 し， ∂1 ≡ ∂／∂wl などと

表記す る．

定理 p ∈ A （m ）と し，p。 ∈ A（m ）∩ f（0）とす

る．φ（p）の テ イラ
ー

展開の 1 次，2 次 ， 3 次 の 係

数 は
， 符号 を 除 い て そ れ ぞれ 対応す る 次数 の キ ュ ム

ラ ン トテ ン ソル に等しい ．

　　 ∂Jφ（Po）＝ 一
η∬（Po）

　∂1∂J φ（Po）＝ 一〈（∂le）（∂Je ）＞P 。

∂・∂・∂・ φ（P ・）＝
一
〈（∂・e）（∂・e）（∂Ke ）〉

，。
（9）

ただし，乏≡ 109POで ある．

テ イラ
ー

展開の 4 次以上 の 項の 係数 は，
一

般 に は対

応す る次数の キ ュ ム ラ ン トテ ン ソ ル とは一致しな い ．

　Plefka展開 を n 次項まで で 打ち切 る こ とに よっ

て，級数 の 収束性を問題 に しなけれ ば，G に対す る

n 次近似 Gn が 得 られ る、　 Gl は Weiss 自由エ ネル

ギ ー
で あ り，G2 は SK モ デ ル に 対す る TAP 自由

エ ネル ギー
で あ る。 SK モ デ ル で は Plefka展開の 3

次以上の 項は熱力学的極限 ノV → OQ で 消えるため

G2 は正確な自由エ ネル ギーを与える ［10］が，よ り

一
般 の モ デ ル の 場 合 ，

と くに応 用 上 重要 な N が 有

限 の 場合 に は 高次項 は 消えず ， それを打ち切 る こ と

に よっ て実際 に近似をお こ なっ て い る こ とに なる．

　G の 最小化問 題 の解は，停留条件 ∂G ！∂mi ＝ 0

を m を変数 と して 解 くこ とで 求め られ る．平均場

近似 で は，G の か わ りに そ の n 次近似 Gn の 停留

条件 か ら m を求 め る．Gn の 停留条件を与え る式

∂Gn！∂m ｛ ＝ 0 を，　 n 次 の 平均場近似 に おける平均

場方程式 と よぶ ．

　ま た，線形応 答定理 は
， 葉 ∫ （w ）で の Fisher 計

量 に 関する自明 な恒等求と して 得 られ る．葉 丁（w ）
で の Fisher計量 （9iゴ）は，

9ij＝ o，　Oi　th（P）

　 ＝
ηij （P）一ηi（P）ηゴ（P）

で与え られ る．そ の 逆行列 （g
言ゴ）≡ （9」ゴ）

髄1 は

gij ＝ ∂
i
∂ゴφ（P）

（10）

（11）

で 与 え られ る．た だ し
，

Di≡ ∂／∂θ
i
，
び ≡ ∂！∂mi

で ある．式 （8）か ら，

9‘， ＝ ∂
i
∂iG （12）
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で ある．統計物理学で い えば，（9ij），（g
り
）は それぞ

れ感受性行列，安定性行列 で あ り， 線形応答定理 は

こ れ らが 互 い に逆行列の 関係 に あ る こ とを主張 して

い る．

　すで に述べ た よ うに，G が ｛mi ｝の 関 数 と して 陽

に与え られ る こ とは
一
般に は期待で きず，した が っ

て 式 （12）の 微分 を解析的 に 計算する こ と は で きな

い ．平均場近似 で は G をそ の n 次近似 Gn で代用

する こ とに よっ て近似 的に こ れ を計算する．これ が

線形 応答定理 の n 次近似 を構成す る．

3　 考察

　p，g ∈ 」「
「

（w ）に対する Kullbackダイバ ージ ェ ン

ス P （pllg）は，　 p と同 じ葉 A （m ）に 属する p。 ∈

∫（0）に よ っ て

D （pE｝9）　＝ D （Poliq）　一　D （PoilP） （13）

とあ らわ され る こ とが ，情報幾何 に お ける拡張 され

た ピ タ ゴ ラ ス の 定理 ［8，9】か ら示 され る．D （Po［lp）
は w に 関 して 2 次 の オーダー

の 量で あり，1 次 の

平均場近似 を考え る ときに は無視され るべ きもの で

ある ．その 結 果，D （pllq）を最 小 に す る p ∈ ∫（w ）
を求め る問題 は

，
D （Pollg）を最小 にす る Po ∈ ∫（0）

を求める問題 に帰着す るが，こ れが ナ イーブな平均

場 近 似 に対 して 情報 理 論 の 立 場 か ら な され て きた解

釈【3，
4］で ある．逆 に ，不規則系 に対する 平均場方

程式 に あ ら われ る反 跳場補正 は，部分モ デ ル f （w ）
と f （0）とのずれ 工）（Pollp）か ら くる効果 を補正 して

い る，とい う解釈が成立する．

　 本 稿 で は，ボ ル ッ マ ン マ シ ン を と りあげて そ の 平

均 場 近 似 の 定式化 を 示 した．け れ ど もこ こ で の 議論

は ，支配測度が 各変数 に関す る測度 の 直積測度 で あ

る よ うな指数型 分布族が モ デ ル で あ る場合 に 対 して

もそ の ま ま適用 で きる ．た と え ば，よ り高次の 相 互

作用 を 含む 高次 ボ ル ツ マ ン マ シ ン へ の 平均場近似 の

適用が考えられる．興味深い の は，高次ボ ル ツ マ ン

マ シ ン に 対 し て 線形 応答 定 理 を 自然 に 拡張する こ と

が 可能 で あ る
，

とい うこ とで あ る．こ の 場合 に は
，

3 階以上 の より高階の微分係数に つ い て の 恒等式が

線形応答定理 の 拡張を与 え る．べ つ の 拡張 と して，
Potts ス ピ ン 系へ の 適用が 考え られる．　 Pottsス ピ

ン 系の パ タ
ー

ン 認識課題へ の 応用 に対 して もTAP の

ア プロ ーチ の適用が す で に 試 み られて い る 16］が ，こ

こ で の 定式化 は その ような試 み に対 して も理 論的 な

基礎を提供する もの だと考えて い る．

　最後 に，実用 的 な側 面 に つ い て 考察 して お く．・平

均場近似の 基礎 とな る Plefka展 開は 本質的 に は テ

イ ラ
ー
展開 だ か ら ， そ の 精度 に つ い て は

一
般 的 に，

以 下 の よ うな予想 が 可能で あ る．

予想　摂動 パ ラ メ
ー

タ ω の 大 きさ が 小 さい ときに

は精度が よ く，よ り高次の 近似の ほ うが精度 も高 い ，

逆に，摂動パ ラメ
ータ w の 大きさが大きくなる と精

度 は 低下 し， 高次の 近似 をす る ほ うがかえ っ て 精度

は悪 くなる．

ボル ツマ ン マ シ ン に対する数値実験の結果，上 記 の

予想が妥当で あ る こ とを確認する こ とが で きた，
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