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1　導入

　 現代 の数学にお い て ゼ ー
タ関数の 重要性 は揺 るぎない もの とな りつ つ あ るが 、 そ の 根拠の

一

つ は、 素数定理 や素測地線定理 とい っ た素元分布定理 が 、 ゼ ータ関数の 複素解析的性質 に依 っ

て い る点で あろ う。 素数定理 に 関す る 「セ ル パ ーグ の 初等的証明」【19】を唯
一

の 例外 とすれば 、

現在知 られて い る分布定理の 証明 には 、 必ず と言 っ て 良 い ほどゼ ータ関数が用 い られ る。 ま た 、

ゼ ータ関数 を用 い ない 唯
一

の 方法で あ るセ ル バ ーグ の初等的証明 にお い て も、 得 られ る の は第
一
項 （主要項）の み で あ り、 よ り詳し い 分布 （誤差項）を求 め る こ とはで きな い 。 誤差項は ゼ ー

タ関数 の 零点を用 い て の み 表され る の で ある 。 素元分布は ゼ ー
タ関数の 零点 に よ っ て 完全 に記

述 され る 。

　こ うした分布定理は 、 跡公式 （trace　formula）もし くは解析数論で 明示公式 （explicit 　formula）

と呼ぼれ る公式か ら導き出 され る。 これ らの公式は い ずれ も、 素元 （素数または素測地線 。 周期

軌道）の全体に 渡る和 が ゼ ー
タ関数の 零点 に 渡 る和 に等 し い 、 とい う内容で あ り、 ゼ ータ関数

が素元 に 渡 るオ イ ラ
ー
積で あ る こ とに由来 して い る 。 り一

マ ン ・ゼ ー
タ関数の 明示 公式 は リー

マ ン に よ り 19 世紀 に証明 され たが 、 1956 年、
セ ル バ ーグ ［20］は、 素数の 類似 物で あ る素

測地線 ・ 周期軌道 （セ ル バ ーグ ・ゼ ータ関数）に 対 して類似の 公式を発見 した 。 こ の 場合の 明

示公式は、 あ る積分作用素の跡 （trace）を二 通 りに計算して等号で 結ん だ式で あ っ たため 、 跡

公式 とも呼ばれ た 。 本 稿で は 「ゼ ー
タ関数は究極的 に は一

つ で ある」 と の哲学 （ゼ ータ統一理
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論 ［5］［11P に従 い 、 セ ル バ ーグ ・ゼ ータ関数 とリ
ー

マ ン ・ゼ ータ関数を統括 し、 双方 に関 して

跡公式 と い う用語を用 い る 。

　 本稿で は、跡公式の 効用の うち特に分布定理 に着目し 、 どの よ うな式か ら ど の よ うな過程で

分布定理が得 られ るの か 、 また 、 そ こ に ゼ ータ関数が どの よ うに 関係 して い るの か を概観す る 。

跡公式 とは 、 上述 の よ うに

　　　　Σ ［各 p の 貢献 （髄 積分）］一 Σ ［各 ρ の 貢献 （積分作騾 媚 籠 ）】
　 　 　 　 P∈P 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ ：零点　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝

　 とい うタイ ブ の 式で ある。 右辺 はゼ ータ関数の 零点 に渡る和で あ り、 左辺 の P は素元 の集

合 を表す。 素元 とは 、 り一マ ン ・ ゼ ータ関数 に対 し て は素数 、
セ ル バ ーグ ・ ゼ ータ関数 に 対 し

て は素測地線 ・周期軌 道の こ とで ある 。

　本稿 の 臠標 は 、 素数 と素測地線 の 各 々 に対 し、 跡公式の 両辺 に現れ る p とρ の 分布を それ

ぞれ概観 し、 最近の結果 を報告す る こ とで ある 。 なお 、 p が素測地線で ある場合はそ の ノ ル ム

1V（p）＝＝　exp （p の長さ）の分布を興味の対象 とす る。 § 2 は古典的な意味で の 分布 （量的分布）に

関 す る報告で あ る 。 こ れ は、x 以下 の 素元 の 個数 π （勾 や虚部 が T 以下 の 零点 の個数 1V（T ）の

x
，
T に 関す る漸近的挙動を求め る問題で あ る 。 古来、 素元分布定理 は こ の よ うな問題 と して 考

えられて きた 。 有名な素数定理 もこ の形をして い る 。 しか し、 π（x ）や N （T）が 同 じで あ っ て も

（例えば二 つ の分布で どちらも 100 以下 re　100 個の 元が あっ た と して も）
一

方が等間隔な分

布で 、 他方が ラ ン ダム 的に ぼらつ い た分布で あれ ば、二 つ は全 く違 っ た様子 に映 るだ ろ う。 そ

こ で §3 で は 、 元 の ば らつ き具合を考慮 し た分布 を考える 。 こ れ は 、 §2 の 量 的分布に対 し て 、

い わば 質的分布 と も呼 べ る もの で あ る 。 ぱ らつ き具合の 定式化に は 、 元 同士 の 間隔の 分布か ら

作 られ る測度 を用 い る方法や 、 ある種 の指数和の キャ ン セ レ
ーシ ョ ン を評価す る方法な どが あ

る。 前者 の 方法 は近年ラ ン ダ ム 行列理論 との 関係が注 目されて お り、 サ ル ナ ッ ク ら 【18］［7］［8］に

よ り部分的 に 証明 もなされて きて い る。 また 、 後者の 方法 は跡公式に よ り、 §2 の 量的分布の 精

密化に 関係する 。 素元分布定理 の 精密化を得る問題は完全な解決 に至 っ て い ない が 、 最近 、 私

は保型表現論 にお ける Jacquet−Langlands対応を利用 し 、 数 論的 コ ン パ ク ト面の 素測地線定理

の 誤差項の 改善に成功 した 。 ［9】こ うした最新の 結果 も報告 しなが ら、 素元分布 とそ の周辺に ま

つ わ るサ
ーベ イ を与える こ とが 、 本稿の 目的で ある 。

2　量的 な分 布

本節で は量的な分布を考 える。 興味の 中心 は、 x
，
T → oo にお け る

π （x ）＝ ＃｛P ∈ PIP ＜ x ｝

N （T ）r ＃｛ρ ： zer ・ 目Im（ρ）【＜ T｝
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の 挙動で あ る 。 P が 素数及び素測地線の そ れ ぞれ の 場合に 考え る が 、 素測地線は り一 v ン 多様

体が負定曲率で 二 次元 の 場合を扱 う。

　 各 P に対 し、 π（x）と N （T）の 各 々 を ま とめ た の が次表で ある。 表中の 文字 ε は 、 任意の ε

＞ o に つ い て その 式 が成立 す る こ とを表す 。 ま た 、 li（x）＝ κ毒 〜

毒 で あ る 。　li（x）につ い

て は文献 ［10ユに 詳し く述 べ た。

　　　　　　　　　　　　　π（x）　　　　　　　　　　 N （T）

　　　素数　　π（勾 ＝ h（x）＋ 0 （xe
＋
り （注 1 ）　　　1V（T）〜謡

　　素測地線 ・ ＠）＝ 1i（x ）＋ 0（x1 ＋
E
＋・

）（注 1） N （T）〜CT2 （注 2）

注 1e は リーv ン ある い は セ ル バ ーグ ・
・ゼ ータ関数の零点の 実部の 上 限で あ る 。 圭≦ e ≦ 1 で

あ り、 り一マ ン 予想が正 しけれ ば e ＝ 毒で あ る 。 素数の 場合 、 リ
ー

マ ン 。 ゼ ータ関数に 対 し 、 θ

の 値の 改善は
一

切な され て い な い 。 従 っ て 、 素数定理 の誤差項 は 、 現状で は主要 項 と同 じ もの

しか得 られ て い ない 。

一
方 、 素測地線の 場合 、 ラ プ ラ シ ア ン の 最小 固有値λ1 が 1／4 以上 で あ

れ ば e ＝ 圭で あ り、 そ うで な い ときtre・ ＝ ｝十　i一λ1 となる 。

注 20 は多様 体 を決 め るご と に 定 ま る定数で ある 。

　究極的な π（x）の評価の予想は 、 素数 、 素測地線 と もにπ （x ）＝ li（x ）＋ 0（xS ）で あ る。 上表

は 、
ゼ ータ関数の零点の 実部か らわ か る誤差項を表 して い るが、素数の 場合は 実部が完全に特

定で きれ ば究極的 な素数定理 が得 られ る の に対 し、素測地線 の 場 合 は e ＝ 圭か ら得 られ る誤差

項は 0（xi
＋c
）で あ り、 予想 に は遠 い 。 実際、 素測地線 の 場合、 零点 の 虚部の 分布を詳 し く見 る

こ とで 、 数論的な モ デ ル に対 して誤差項 0（x ｛
＋ E

）を改善す るこ とがで きる。 以下 、 そ うした改

善の し くみ を説明 し 、 究極 の 分布定理 に何 が必要で あ る の か を考え て み た い 。

　 分 布定 理 の 証 明 に用 い られ る跡公式 は 、 以下 の もの で ある。

　　　　　　　　・（・）＝ Σ A（n
　　　　 n く x

）一 ＋

P：、晶．。
誤・ ・ （；　1・… の

　左辺 は Ψ（＝）＝ Σ n く xA （n ）で 定義 され る 。　A（n ）はマ ン ゴ ル ト関数 で あ り、　n が素元 p の 冪

で あ るときに は logp また は log　N （p）を表 し 、 それ以外の 場合には 0 を表す。 （素測地線の 場合

に は 「それ以外の 場合」 は存在 しない 。 ） こ の よ うに定義 された左辺は 、 ほ ぼ （log　X の よ うな

小 さな項を除い た x の オ ーダ ーと し て は）π（x）に等 しい こ とが知 られ て い る 。 そ こ で 、 右辺を

評価す る こ とが当面 の 目標 とな る。

　 右辺第一項は π（x ）の 主要項を与え 、 誤差項 は第二 項 と第三項か ら出る。 式中の T は 、 第二

項の 和の 範囲 を表し、 T が 大 きければそれ だ け誤差 とし て の 第三項が小 さ くな る こ1とを意味 し

て い る 。 逆に T が 小 さ けれ ば第二 項は小 さ くなるが、第三項は大きくな る 。 従 っ て 、第二 項 と

第三 項が 等 し くな る よ うな T が 、 全体．と し て 最小の 誤差項を与 え る 。 そ の よ うな T を求め る
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た め 、 第二 項の和を評価 して み よ う。 e ＝ 圭が成 り立つ 場合、 ρ ＝ 圭＋ irとな り、 第二 項は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　臓 。
夢

とな る。 こ こ で r に渡 る和に は大 きな キ ャ ン セ ル が起 きて い る可能性が あるが 、 仮 にキ ャ ン セ

ル を一
切考えず、 1ゴ「 1＝ 1 と評価 し て み る と、 和に参加す る r の個数は T2 の オ ーダー

で ある

こ とか ら 、 第二 項は 0 （xST ）となる 。 こ れ が第三 項 と等 し い オ
ーダー

に な るの は T ＝ xi の 時

で あ り、 これ よ り、 上述 の 誤差項 0 （誘
＋

りを得る の で あ る 。

　 以上の 過程か らわか るよ うに 、 零点の 虚部 に渡る和 Σ　xi
「

の キ ャ ン セ ル をどれ だけ正確に

　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 rll・1くT
抽出で きるか が素測地線定理 改善の鍵 となる 。 そ し て 、 こ うしたキ ャ ン セ ル の 発生 は 、 零点の

ぱ ら つ き具合に よ る もの で あ るこ とに注 目す ぺ きで あ ろ う。 量的分布 を よ り精密に 求 め よ うと

した結果 、 質的分布が必然的 に現れて きたの で あ る 。

　和　Σ　♂ 「

の キ ャ ン セ ル を実際に得 る こ とは一般 に は非常に難 し い
。 こ れ まで に得 られ て

　 　 　・・同くT
い た例 は 、 ∬ （2，

Z）を基本群 とす る面 （モ ジ 晶 ラー面）の み で あ っ た 。 初め て 成功 した の は

Iwaniec［6】で ある 。 彼は セ ル バ ーグ ・ ゼ ータ の 零点 （ラプ ラシ ア ン の ス ペ ク トル ）に 渡 る和 を、

種 々 の 数論的な量 （クル ース ターマ ン 和 や特殊関数の 積分 ）で 書 き換え る 「クズネ ツ ォ フ 公式」

【12］を用 い て 変形 した 。 そ の 際、 保型 L 関数の 値の 新 しい 評価を用 い た。 これ に よ っ て 得た誤

差項は 0（攤
＋ c
）で あ っ た 。 こ れ を更に改善 した の が Luo −Sarnak［14】で あ る 。 彼 らは数論的量

子カオ ス の 発展 の 中で 、量子エ ル ゴ ー ド性の 証明 の 中で 保型 L 関数の 究極的 な評価 （平均 リ ン

デ レ ー
フ 予想）を得 る こ とに成功 した 。 こ れ を Iwaniecの 方法 と合わせ る こ とに よ り、 誤差項

0（茄
＋
りを得た 。 以上 の 方法に お い て 、 評価の ポ イ ン トは保型 L 関数の 非自明な評価 を得 る点

にあ る。 L 関数の 究極の 評価 は リン デ レ
ー

フ 予想 （未解決）に よ っ て 表 され 、
　Lu（FSarnak は そ

れ 自身 を証明せず に それ と同等な評価 を与 える式 を証明 し て 利用 した 。 従 っ て 、 こ こ で 得 られ

た誤差項を これ以 上改善する こ とは （全 く新 し い 方法を発見 しない 限 り）不可能で あ る。 なお 、

以 上 の 結果 は SL（2，　Z）の合同部分群に関して も同様 に成立 する 。 証明 に は ク ズネ ツ ォ フ 公式の

合同部 分群 へ の
一

般化 ［1］［17］を利用 すれ ぱ、良い
。

　 こ の よ うに 、 こ れ まで に 知 られて い るすべ て の 証明 は、 ゼ ータ関数の 零点 に渡る和の キ ャ ン

セ レ
ーシ ョ ン の た め に クズ ネツ ォ フ 公式を必要 と し た 。 そ して 、 ク ズ ネ ツ ォ フ 公式 は元 の 多様

体 が非 コ ン パ ク トの 時 しか存在 しない 。 なぜ なら 、 もと もとク ズ ネツ ォ フ 公式 とは 、 二 つ の ボ

ア ン カ レ 級数の 内積 を二 通 りの 方法で 計算 し て 等号で つ ない だ もの で あ り、 ボア ジカ レ 級数 と

はカ ス プ （非 コ ン パ ク ト多様体 の 無 限遠点）に応 じて 定義され る もの だか らで あ る 。 従 っ て 、

コ ン パ ク ト多様体 に対 して 素測地線定理 の 誤差項の 改善をする こ と は困難で あ るとされ て きた 。

こ の 問題 は ［14】に お い て も指摘 され て い る 。 最近 、 私は数論的 コ ン パ ク ト面に関 し 、 こ の問題

を解決 し、以 下 の 定理 を得た 。

定理 1a
，
b を 、 互 い に素で 平方因子を持たな い 二 つ の 自然数 とす る。 素数 2 が不分岐で ある よ
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うな四 元数環   か ら臓 され る鍛 的 ・ が ク ト蘇 対 し 、 以下猷 立する ．

　　　　　　　　　　　　　　　π（x ）＝ li（x ）＋ 0 （茄
＋
り

　四 元数環か ら コ ン パ ク ト面を定義する方法に つ い て は 圖 に詳 し い 。 また 、 四 元数環の
一

般

論を学ぶ に は ［22］が良 い 教科書で ある 。 証明 は Jacquet−Langlands対応 ［2亅及 びそ の explicit

な表示 ［4］に よ る。 これ は数論的 コ ン パ ク ト面の ラ プラ シ ア ン の 固有値を合 同部分群 に対す る

固有値に 対応づ ける もの で あ るが 、 私は 、
こ の 合同部分 群が数論的 コ ン パ ク ト面 の み に よ り、

個 々 の 固有値に は よらずに取れ る こ とを証明 した 。 更 に 、 その 対応の 像が newform と呼ぼれ る

保型形式 の 全体 に 一致す る こ とを証明 した 。 こ れ に よ り、数論的 コ ン パ ク ト面の 固有値の 集合

が合同部分群 の 場合 に 帰着され 、 ク ズ ネツ ォ フ 公式 を newform に 分解 して 考え る こ と に よ り、

定理 を得た。な お 、合同部 分群 に 関 して は モ ジ ュ ラー群 の よ うに り一マ ン 予想 （i一固有値予想 ）

が解決され て い るわ けで はな い が 、 近年 Luo−Rudnick−Sarnak［13］に よ っ て 30 年振 りに 更新

され た第一固有値 の 評価 λ1 ≧ 0，21 を り一
マ ン 予想の 代わ りに用い る こ と に よ り証明 が可能 と

な っ た 。

3　質的な分布 （間隔分 布）

　本節で は素元や零点 （固有値）の ば らつ き具合 を考える 。 ぼ らつ き具合の 定式化 に は い ろい

ろな方法が考え られ る 。

一
つ の 方法は前節で 述ぺ た よ うな指数和の キ ャ ン セ レ ーシ ョ ン を評価

する方法で あ る。 本節 で はも う一つ の 方法 と して 、 最近 ラ ン ダム 行列 との 関連で 脚光 を浴びて

い る 「間隔分布」 を 中心 に 考 える。 （以下 の注意 6で は更に別の 定式化で あ る number 　variance

を考え る 。 ）

　 正数列 A1 ≦ λ2 ≦ … の 間隔分布 を以下 に 定義す る 。 量的分 布に は興味が な い の で 、
　 T 以下

の 元 の個数が 漸近的 に T 個で ある と正規化 して 良 い 。 間隔分布は 、 R 上 の 測度 として 、

・（・）（一・（・… ，
・・ ）［…1一 毒・｛・≦…

− 11Aj ・ 1… ］｝

　　　　　　　　　　（ヘ ー 楠 一
場

で 定義 され る。 N を限 りな く大 き くした時 、 こ れ が どん なモ デ ル の 測度に近づ くか に よ り、 そ

の 質的分 布を表す。 前節 の 量的分布が前世紀 か ら考え られ て きた古典的な問題で ある の に 対 し、

質的分布は 70 年代以 降に な っ て 初め て 予想 が提出され た分野 で あ り、 今 日に至 る ま で 完全 に

証明 され た もの はな い
。 次表 は、 前節 と同様の 各場合に関し、 それ ら の 質的分布の 予想 を表 し

た もの で あ る 。

　　　　　　　 p また は 1V（p）　　　　　　 p

　　　素数 　　ラ ン ダ ム （注 3 ）　　 GUE ［18］（注 5 ）

　　素測地線 　全 く不明 （注 4 ）　GOE
，
ボア ソ ン ［14］（注 6 ）
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注 3・Pj を j番 ・・ 素数 とす・ ・ 素糶 ・ … 素数列 ・ 正規化 は・・「 。建，、

… て な ・

れ る。 数値実験 よ り、

　　　　　　　　　　　　　　　　　 μ（N ）→ e
’Xdx

と予想 され る。 （！81　Figure　1）こ れ は ラ ン ダ ム 分布か ら得 られ る測度で あ り、 これ よ り素数 は

ラ ン ダ ム で あろ うと思 われ る。

注 4 素測地線 の 長さ の 間隔分布は全 く不明で あ り、 予想す らな い
。 ただ し 、 多様体が数論的な

場合は 、 測地線の 長 さが整数 などの 離散的な数で 表 され るため 、 そ うい う点に値が集中す る 。

従 っ て 、 あ る長さの 素測地線が た くさん重複 し て存在 し 、 その 近傍 に は全 く存在 しな い
、 と い っ

た現象 （high　degeneracy）が起 きる 。

注 5 ［187で は り一マ ン 予想 を仮定 して い な い が 、 こ こで は簡単の た め リーマ ン 予想 を仮定 して

説明す… 一… ゼ ー・関数嘘 零点・列を・場 ・ w 恥 ・ or・ ≦o・・ ≦ … 丿・お ・・

鰤 ・ 表で 与… A・（・）… c … 正規化・鵬 讐
物

… て な ・れ ・ ・ … ズ ・ ・／1・6／
の デ ータ （ll　Ol図 5 に転載）に よ れ ば 、

pa（N ）→ GUE

と予想 され る。 これ は 、 n40ntgomerry−Odlyiko　Law と呼ば れて い る 。
　Rudnick−Sαmak は 、 これ

を証明する には n 一階相関関係

　　　　　　　　　　　　Rl” ’
（f，

・fV）一 去濕 ）

臨 ，
…

，転 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 各戚分は艮なδ

を考えれ ぱ良 い こ とを見出 した 。 こ こ に 、 fは n 変数関数で あ り、 以下 の 条件 を満たす もの で

あ る 。

　1，f（xll ＿
，
Xn ）は 対称式

　2．任意の t ∈ R に対 し ∫（x1 十 t
，
＿

，
xn ＋ t）　＝ f（x ユ，

．．．
，
xn ）

　3．超平面 Z］　Xj ＝ 0 上で lxl→ oO とした時 、 ∫＠）→ 0 （急減少 ）
　 　 　 　 　 ゴ

こ れ らの 条件の 必然性及 び 、 n 階相関関係が 間隔分布 を表す理 由に関 して は 、 ／l　O］　rc詳 し く述

ぺ たの で 、 そち らを参照 され た い
。 彼 ら の証明 した定理 は以下の通 りで あ る。

定理 2 （Rudnick−Sarnak∫181？　f をフ ーリエ 変換 とし、 δ（x）を x 　 ＝ O　rcお ける Dirac　m αss とす

る ・ Wn （x ）− d・・（撃 蕣
）

）とお く ・

輔 ・））・ ｛甼1彰1・ ・｝，
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の 下で 、

R （n ）
（f・

・BN ）→ f。 ．　f（x）w ・ （x）δ（準 ）d・・…d・・ （N → 。。）

が成立す る。

　 こ こ で 仮定され て い るサ ポ ー ト条件が外せ れ ば 、 Montgomery−Odtyxko　law を証明で きた こ

とに な るが 、 現在 の とこ ろそ の見込 み は な い 。 しか し 、 こ の 定理 は理論的ア プ ロ
ー

チ が難 し い

と思 われ て い た こ の問題に初めて 数学的に近づ い た結果で あ り、 画期的な もの で あ る。

　 こ の 定理 の 証明 もまた 、 跡公式 （explicit 　formula）に よ る もの で あ る 。 多変数版を考える こ

とに よ り、 容易に

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Σ ＝ Σ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ゴL、…、コn ）　　 （P1，．．．，Pn ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 互 い に属なる　　　　素致の岨

と い うタイ プ の 跡公式 を得 る こ と が で きる 。 π 階相関関係の 定義式を、
こ の 跡公式を利用 し て

素数 に 渡る和 re書 き換え る 。 そ の 後 、 非常に複雑な組み合わせ 論的計算に よ り、 証明する の で

あ る。

注 6 こ こ で は num6er 　vam
’
ance

　　　　　　　　　　・
・
（・，

・）一 去L2
λ

（・＠＋ ・）一・N （x ）一・）
2dx

を考 える 。 被積分関数 は 、 積分区間内に存在す る元 の個数が平均か らどれ く らい ずれ て い るか

を示す もの で あ るか ら 、 関数 Σ
2

はぱ らつ きを表す 。 こ れ まで に知 られ て きた い ろ い ろな多様

体上 の ラ プラ シ ア ン の 固有値分布に 対す る Σ
2

は 、 以下 の 二 つ の 分布の い ずれ か に合致 し て い

た 。 （グ ラ フ は （21／Figure　2．18 にあ る 。 ）

1．ボ ア ソ ン 分 布

Σ
2

（λ，
L）＝ L

　 2．GOE

　　　　　　　　　　　乎四 一 熱酬 枡 暗 ）・ ・（L
−1
）

　 と こ ろが 、 数 論的な多様体 に 関して は 、 上 記の 二 つ の 分布を ま たが る よ うな現象が観察 され

た 。 t21ノ　Figure　2．19 （［101図 2 に イ ラ ス ト化 して 転載）はそ の ような例 を与え る数論的多様体

の データ で あるが 、 原点付近で ボア ソ ン に 従 っ て い たグ ラ フ が次第に GOE に従 っ て 行 く こ と

が わか る。 これ に 関 し、 Luo−Samak！1　57は初の理 論的サ ポー
トを与えた 。

定理 3 （L　uo −Samaktl　5］？数論的 な r ⊂ SL （2，
R ）に対し 、 1総《 λ 《 森 の 時

　　　　　　　　　　　　が （・，
L）一 圭∬蜘 ・》

（＆． 1，，
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系 4 譌 硯 な らば ・ 次黻 り立 つ
．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　恥 ）《
1護五

　　　こ こ で 得 られ た評価は ボ ア ソ ン が満 たす もの で あ り、 実験 と
一

致 す る。 もちろ ん 、 こ の 評価

は更に 改善され る余地が あ る し、 上 か ら の 評価 も未解決問題 と して 残 されて い る 。
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