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1　 は じめ に

　 運動方程式の 解 に対 して
， 値が

一
定 とな る関数を第

一
積分 （積分，保存量）と言う．例えばハ

ミ ル トニ ア ン 自身 ， Hamilt。n 方程式の 第
一
積分で ある ．自由度 π の Hamilton 系で はハ ミル トニ

ア ン 以外に （n − 1）個 の 包合系をなす
一

価の 第
一
積分が存在する とき積分可能である と謇われる．

積分可能な Hamilton 系で は解は実際 に求積操作に よ っ て求め られ る．そ こ で 当然

Hamilton 力学系の基本問題

与 えられ た Ha 　［nilton 系の 積分可能 ， 不可能性 を判定せ よ．

と い う問題意識が わ き起こ る が
， 今 日の 我 々 の 知識は こ の 基本問題の 解決に は程遠 い ．

　　 自由度 1の系は常に積分可能で ある．よ っ て積分可能性が問題となるの は自由度 2 の 系以上

で ある．その 自由度 2 の Hamilten 系ではただ 1つ の 独立 な積分φ ＝ const ．の 存在が積分可能性を

意味する．そ して この 最も簡単な自由度 2 の場合にお い てす ら 「基本問題」に対 する解答は知 ら

れ て い な い ．話をよ り具体的にするため に
，

1 つ の パ ラ メ
ー

タεを含む 自由度 2 の Hamilton 系

　　　　　　　　　　　　H − ｝　IP？・ P；）・1（qf ・ 9：）・莠・擢　　　　　 （・）

を考える．こ の 系は 4 次の 同次式ポ テ ン シ ャ ル 中の 質点の 運 動を記述 し，ε ＝ O
，
1

，
3 の 時に積分可

能で ある．実際

　　　　　　　　　　　　　・ 一 …　 − 1・1・ i・t
　　　　　　　　　　　　　 ε ＝ 1　 ； Φ ＝ 91P2　一　g2pl

　　　　　　　　　　　　　 ∈ ＝3 ： Φ ＝ P 、P2 ＋ q、92（q？＋ 9莠）

が各々 の場合の ハ ミル トニ ア ン と独立 な第
一
積分で あるこ とは簡単にチ ェ ッ クで きる．しか し他の

E に対 して も第一積分が存在す るか もしれな い ．っ まり積分可能性 を納得す る こ とは容易だが （但

し発見は
一

般 に困難で ある），そ の 逆の 積分不可能性 を納得するの は別の 次元の 話となるわけで あ

る．つ ま り当然 の 問い かけ と して次の 問題が提起 される．

問題 1Hamilton

系 （1）に お い て
， す べ て の 積分可能なE の 値 を決定せ よ．

　 古典的な 「解析力学」における種 々 の 方法論は残念なが らこ の 種の 問題 に対して無力で あ っ た．

その 解答が 得られ る よ うに なっ た の は こ こ 10 年ぐらい の 間である．そこ で は約 1世紀前 に起源

を持 つ 「特異点解析」が重要 な役割 を果 た した．本稿は こ の 特異点解析に つ い て の歴史的事実か

ら始 め て ， 非可積分性の 判定条件の 最新か つ 最強の バ ージ ョ ン を紹介する こ とを目的とす る．
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2　特異点解析

2。1　 コワ レ フ ス カヤの コ マ

重力の作用下で の 固定点の周りの 剛体の 運動 （コ マ の 運動）は EUIer−Poissonの 方程式

且釜一（B − ・）噛 ＋ ・・7・・
一

・Y・or3，

・詈一 （・
− A ）・ ・卿 ・73 − z・7・，

・留一 （・ 一
恥 ・ 禰 ・

一
・ ・O・2 ，

d71

認
＝ ω 3物

一
ω 273

d72

ヨτ
＝ ω 173

一
ω 371

d73

厩
一＝ω 2ツ1

一
ω 1

’ta

（2）

に よっ て 記述 される．こ の 系はパ ラメ
ー

タ （A ，
B

，
0

，
　Xo

，yo，Zo ）の 任意の値に対 して共通 に 3個の

第一積分を持つ ．そ して 4 番 目の 積分の 存在が系の 積分可能性 を意味す る．19世紀の末，1889 年
の 時点にお い て 4番 目の 第

一
積分が 見つ か っ て い た の は

（α）Xo ； yo ＝ Zo ＝ 0
，　 （ゐ）A ＝B

，
　Xo ； yo ＝ 0

の 2 つ の 場合だけで あ っ た．こ れ らはそれぞれ EUIer の 場合 ，
　 Lagrangeの 場合 と呼ばれる．

　 1889 年 S．Kowaユevs 】tiはこの EUIer−Poisson方程式の 新たな積分可能な場合 を発見 した．そ の

時に用 い られたア イデ ア
， 手法が特異点解析で ある．EUIer

，
　Lagrangeの場合ともに解は時間 t の

楕円関数で 表され ，
い ずれ の 場合 も有理型関数である．そ して解の 複素 t 平面に おける特異点は

極 （pole）以外にない ．そ して解はこれ らの 特異点の 近傍で十分な数の 任意定数 を含む Laurent級
数展 開が可 能となる．そこ で Kowalevskiは，逆に どの よ うなパ ラメ

ー
タの値に対 して この 「特異

点が極の み」と い う牲質を解が持ちうるか に着目 した．そ して
， ある具体的な計算によ っ て先の

EUler
，
　Lagra　age の 場合以外の唯

一
の可能性が

（c）A ＝ B ＝20
， yo ＝ Zo ＝ 0

である こ とを示 した．そ して こ の パ ラ メ ー
タ値 に対 して EUIer−Poisson方程式 （2）の 4番 目の 第一

積分を 「発見」 し， 実際に楕円関数の 本質的な拡張である種数 （genus）2 の 超楕円関数に よる
一

般

解の 表現 を得た．この 積分可能系は Kowalevski の コ マ （コ ワ レフ ス カヤ の コ マ ）と呼ばれて い る．

2．2　 特異点解析の例

　　こ こ で は Hamilton 系 （1）に対 して特異点解析を実行 し，既知の積分可能な場合の パ ラ メ
ー

タ

値c ＝ O，1，
3 の特殊性を実感す る こ とに しよ う。ハ ミ ル トニ ア ン （1）か ら導かれ る 91，g2に つ い て

の 微分方程式は

　　　　　　　　　　　參一 一
・・噛 耋）， 籌一 一

・ （，9・ ・9；）　 　 （・）

で ある，今，解q ＝ q（のカ  ＝婦 こ特異点を持 つ と しよ う．t − toを改め て t と置い て も微分方程

式は変わらない から，常に t ニ 0 に特異点がある と考えて 良い ．t ＝ 0 で特異点をもつ （3）の 最 も

簡単な解は

　　　　　　　　　　　　　　　　q・ ＝ d・t
− 1

， q・ ＝ d・t
− 1

　 　 　 　 　 　 （4）

の 形 をした もの で ある．こ こ で dlお よび d2は連立代数方程式

2d・
− d・（dl ＋ Ed 蹇），

2d・
＝ − d，（魂＋ ・dl） （5）
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の 解で ある．こ の 代数方程式に は本質的に 2 つ の 異なる解 の 組が ある．それ は

d1 ＝ 0，
　 d2 ＝ ± V⊂冨 （6）

お よび

　　　　　　　　　　　　　　d1 − ±

〜！F4，　l　d2　　一 土

〜！霧≡1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
である．これ らの係数 dl

，
d2が虚数となるこ とは，運動方程式の 解の特異点が t の 実軸上 に は現 れ

ない こ との
一

つ の 帰結で ある．

　 特殊解 （4）を展開の 主要項とし
， 展開係数に任意定数を含む解の 展開を得るため に ， e1 および

e2 を定数とす る

　　　　　　　　　　　9・
＝ d 、t

’1
＋ ・、ガ

1＋ρ
， 92 ＝ d、t

−1
＋ ・2ゴ

1＋・ 　 　 　 　 　 （8）

の 形の解を考えよう．実際（8）を微分方程式 （3）に代入 し，
el

，
e2 の 2次以上の 項を無視すれば el

，
e2

に つ い て の 線形方程式

　　　　　（
（ρ一1）（ρ一2）十 3｛Pi十 εd耋
　　　　　　　　2cdid2　　　　　　　　　　　（ρ一1）（，鰯搾、ag． ，、i）（：1）一 （1） （・）

が得 られ る．こ の 線形方程式が非自明な解を持つ た め に係数行列式が 0 となる条件は主要項 （6）に

対 しては

　　　　　　　　　　　　（・＋ ・）（・一・）（P2 − ・・＋ ・（・一・））一 ・ 　 　 　 （・・）

とい う4次方程式にな り， 主要項 （7）に対 して は

　　　　　　　　　　　　（・ ＋ ・）（・一・）（・
2 − ・ρ

一ヰ冓）一・ 　 　 （・・）

とな る．この 方程式の 4 つ の根 をρiと記 し （但しρ3　＝ 　 4
，
　p4 ＝ − 1 とする 〉，（8）で は省略された高

次の非線形項 も含むこ とに よっ て最終的には微分方程式 （3）に対する

qi・＝ t
『1

【d汁 ゐ（11オρ
’

，
12t”

，
13tP3）L （歪＝ 1

，
2） （12）

の 形の 解の 展開が得 られ る．こ こ で 11
，
12

，
13は 3 つ の 任意定数 ， そ して ゐ（x ，y，

z）は x
，y ，

z につ い

て の Tayl・r 級数を表す．指数ρiは
パ ラ メ ー

タcの値に依存し
一

般には複素数となり得 るから ， 展開

（12）は必ず しも Laurent展開 とはならない ．展開 （12）が Laurent展開，すなわち特異点が 極 とな

り解はその周 りで
一

価 となるためには指数Plお よ びρ2が 2 つ の 主要項 （6）， （7）に対 して共に整数
とな らなければな らない ．（10）， （11）か らこ れが可能 となるの はe ＝ 0

，
1

，3 の 時の みで あるこ とが

容易に確か め られ る．そ して こ れらの cの値に対 して は系 （1）は実際に積分可能で あ り，
ハ ミル ト

ニ ア ン と独立 な多項式の 第
一
積分が存在 して い る．

　 Kowalevskiは以上 に述べ た計算と本質的に 同 じ手続 きによ っ て EUIer−Poisson方程式 （2）に対

して （a）EUler， （b）Lagrange ， （c）Kowalevski の 場合を特徴づ けた ．そ し て （c ）Kowalevski の 場

合に 「幸い にも」 4番目の第
一
積分を発見 し系を求積 に と導い たの で ある．実は同じよ うな例題，

すなわちパ ラ メ
ー

タを含む Hamilton 系で特異点解析に よ っ て選別され たパ ラ メ ータ値が積分可能
な場合となっ て い る例は数多く存在 して い る．い くつ かの新 しい 積分可能系が特異点解析 に よっ

て 「発見」す らされて い る．そ こで当然問題 となる の がこ の 特異点解析と積分可能 ・不可能性の

間の 厳密な論理的関係で ある．
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2．3　特異点解析の正当化に 関す る既知の 結果

　特異点解析の 要点は 4次式 （10）， （11）の 榱と して得 られ る指数Plがすべ て 実整数 となる こ と
を要請 して い る ことで ある．こ れ らの 指数piをその 歴史的理由か ら Kowalevski 指数 （Kowalevski
Exponeユt

，　KE ）と呼ぶ こ とに しよう．無理数や虚数の 1（E は実整数の KE の 対極にある，

　
一
般に k次の 同次式ポテ ン シ ャ ル y （91，g2）を持 つ 自由度 2 の Hamilton系 （但 し k ≠0

，
±2）

　　　　　　　　　　　E − IP2＋ ・（・）一 　；lp？・ P；）・ ・（・・， ・・）　 　 （・3）

に

整瘡
Harnilton系 （13）が積分可能　⇒ すべ て の KE は有理 数

となるこ とが 証明で きる ［7］．つ まり実整数の 対極 にある無理数や虚数の KE の存在は系の 積分不

可能性を意味する．また
一

般 に自由度 n の 同次式 Hamilt。 n 系にお い て は互 い に ペ ア
ーをなす KE

の 組み ρi，A ＋n の 差，△ρi　＝
　f，i

− Pi＋n に対して

　定理 2

△Piが有理数体上一
次独立　⇒ ハ ミル トニ ア ン と独立な解析的第

一
積分は存在 しな い

ことが証明で きる ［7］．また特に 自由度 2の 同次式 Hai［nilton系 （13）にお い ては
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 よ り強力な主張

が で きる．（13）に対 して代数方程式 ▽ V （c ）＝ c の 解c を
一

つ 固定 しヘ ッ シ ア ン行列 D2y （c）の固
有値 をλと k − 1 とする．こ の 時 ［6】，

　定理 3Hamilton

系 （13）が積分可能 ⇒ 0 ≦ λ≦ 1
，　k − 1 ≦ λ≦ le＋ 2

， 3k − 2 ≦λ≦ 3k ＋ 3
，
＿

　 以上 の 定理 は ， （i）系の 直線解の周 りの 変分方程式が Gauss の 超幾何方程式 に変換 され る こ と

に よ っ て変分方程式の モ ノ ド ロ ミ ー
行列の あらわ な表現が可能に なる とい う事実 ， 及び （li）系の

積分可能性 とモ ノ ド ロ ミ・一行列の可換性を関連づ ける Ziglinの 定理 ［9］，
に基づ い て い る．

　我々 の例 （1）に対 して定理 3を適用する と
， ▽V （c ）＝ c の 2 つ の解に対す る 1）2V （e ）の 固有値

λ ＝ c お よびλ ＝ （3 −
∈）／（1＋ E ）が 共に k ＝ 4 と置い て 得られ る領域

　　　　　　　　　　　　0 ≦ λ≦ 1
， 3 ≦λ≦ 6

， 　10 ≦λ≦ 15
，
．．．

に入 る と い う条件か ら

　問題 1の解

Hamilton 系 （1）はε ＝ O
，
1

，
3 の 時の み積分可能

である こ とが結論され る・しか しよ り
一

般 の系で は こうは い かず，Ha 皿 ilton系 （1）は定理 3 に とっ

て幸運な例 とい える。また特異点解析の 正当化 とい う観点か らは
， 証明が 「間接 的」で あるが ゆえ

に，やや不満が残 る．以上 の既知の 結果につ い て は レビ ュ
・−nt文 ［5］や単行本 【101の 5 章が 詳しい ．
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3　新 しい 結果 ：Picard−Vessiot理論に基づ く判定条件

3．1　変分方程式 と して得 られ る Gauss の 超幾何 方程式

　　自由度 2の 同次式ポテ ン シ ャ ル 系 （13）は常に直線解

　　　　　　　　　　　　　　　　　q　＝ ＝ c φ（t）， P ＝ cip（t）

を持つ ．こ こでφ（t）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　參＋ φ
・一・

一 ・

を満たす関数であ り，
c は代数方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ▽y （c ）＝ e

の解で ある．（13）を直線解 （14）の 周 りで線形化 して得 られ る変分方程式 は

（14）

（15）

（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　籌＋ ip（・）k
−・D ・v （・）ξ一 ・　　　　　　 （・7）

となる．こ こ で D2y （e）は y （の の ヘ ッ シア ン行列 を点a　
＝c で評価 した もの である．適当な座標回

転 （ξ1 ，ξ2）→ （ξi，ξ分によっ て ヘ ッ シア ン行列 D2 γ（c）は対角化される．さらに （k − 1）は D2y （c）
の

，
c を固有ベ ク トル とす る固有値で ある ことが わかる ので ，対角化後の変分方程式は

　　　　　　　　　　　　　　窪・ ip（・）
k−・G ，9，）C

’
　＝＝・　　　　　 （・8）

となる ，こ の 第
一

の 成分

　　　　　　　　　　　　　　　　　笋・ … （・）
・一・

ξ：一 ・ 　 　 　 （・9）

は直線解 （14）に 「直交」する変分を記述する の で，直交変分方程式 （Normal 　variational　Equation
，

NVE ）と呼ばれる．今，最初か ら直線解が g1 ＝ p1 鵠 0 で与え られて い る とす る，こ の 時，　NVE
は autonomous な表現で

　　　　　　　　　　　　　　釜 一
・・， 籌 一・・聖

一・

ξ・

　　　　　　　　　　　　　　讐 一
一 P2 ， 留一

一
・ケ

1 　 　 　 （・・）

と書ける．ただ し直線運動 の 「エ ネル ギー
」は

　　　　　　　　　　　　　　　　lp莠＋ igS　一・・n … − i　　　　　　　 （2・）

に固定する．独立変数の 変換 t → z を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z ＝ 9窪　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）

に よ っ て 行 えば
， NVE （20）は

　　　　　　　　　　… 一・・砦・ （阜
3

〜青
2

・）薯・ 毒・・
一 ・ 　 ・23・

に変換 され る．こ れは Gaussの超幾何方程式

・（ト ・）籌・ ［・ 一（・ ＋ 叫 護一
・ ・ξ一・ （24）
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で パ ラ メ ータ を

　　　　　　　　　　　　　・ ＋ b÷ 1… 一 一
・ 一 ・‘−i　 　 （25）

とした もの で る ．

　　
い ま乖の ハ ミル トン系 （13）が積分可能で ある と仮定 し，少な くとも考える直線解 al　 ＝ Pl ＝ 0

の 近傍で解析的な第
一

積分

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ（q，p ）2＝ const ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）
を有する とする．この とき常に変分方程式の 第

一
積分

　　　　　　　　　　　・・一 　Dm Φ　：一 （
　 ∂　　　∂
ξji＋ ηbiJ）

m

Φ（q ・・）一 ・・n ・t・　 　 （27・

が存在する．こ の 量 は¢ （g ＋ ξ，p ＋ η）を 91 ＝ Pl ＝ o の 周 りで テ イ ラ
ー

展開 した時に 0 とな らな
いξ，ηに つ い て の 最低次の 項に他な らない ．さらにΦ（g ，p ）が ハ ミル トニ ア ン H （g，p）と独立 であ
る と い う仮定か ら

，
この 第一

積分は直交変分方程式 の 第
一
積分 と仮定で きる．つ まり（27）は

　　　　　　　　　　　　　　　1 ＝ 1（q2・n ，ξ1 ，η1）富 const ・　　　　　　　　　　　　　　（28）

の形に書け る．積分 （28）は変数変換 （22）
’
の 後では ，Gaussの 超幾何方程式 （23）の 第

一
積分 と解

釈で き， それは またξ＝ ξ1 （z ）に つ い て の 1階の 非線形常微分方程式で もある．驚 くこ とにこ の 非
線形常微分 方程式 は簡単に解け，Ganss の超幾何方程式 （23）の 解

　　　　　　　　　　　　　　　　　・一 ・・小 （・）d・］　 　 　 （29）

を与えて しまう．こ こ でζ（Z）は 1（g2，p2，ξ1 ，η1）によ っ て決 まる多項式 fi（Z）を係数 とする代数方
程式

　　　　　　　　　　fo（z ）ζn
＋ fi（z ）ζn −1

＋ ．，．＋ fn＿1（z ）ζ＋ fn（z）＝ ＝ 0　　　　　　　　　　　　　　（30）
の 解 ，

つ まりz の代数関数であ る．つ まりGaussの 超幾何方程式 （23）の 解が 「代数方程式 を解 く
演算」， 「不定積分演算」，「指数関数演算」， とい う3 つ の 初等的な演算の 合成の み で 得られ る こ と

に なる．要約する と

　 定理 4Hamilto

皿 系 （13）が積分可能 ⇒ Gaussの超幾何方程式 （23）は初等的に解ける

　　こ の 定理 は Morales−RUiz　and 　Ramis ［3】で微分ガ ロ ア 理論の 言葉を用い た よ り
一

般 的な結果
と して 主張 され て い る もの だが ， 筆者の 理解 をはるかに越 えて い る た め上 に述 べ た方針に よ る 自
家製の 初等的な証明を ［8］にお い て与えた．そこ で は さらに第

一
積分 （28）の 持 つ 3 つ の 特徴 ，

　 ・ 1は変数 （ξ1 ， η1）に つ い て 同次の 多項式 である こ と，

　 ・ 1は相似変換に付随す るウ エ イトにつ い て 同次の 多項式であるこ と，

　 ・ 1は変数 （p2， η1）につ い て偶関数また は奇関数で ある こ と
，

をフ ル に利用 して い る．
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3 ．2　例題

　　定理 4 の主張を実感する ため の 例 を
一

つ あげ る．k次の 同次多項式，

　　　　　　　峠 （！L・
’

；
9・92）

た＋1

＋ （
一・）

たC弖q2

丹 ・ 一 握 　 （・・）

をポテ ン シ ャ ル とする ハ ミル トン系 （13）は放物線座標で 変数分離可能で 積分可能で ある．そ して

独立な第一
積分Φkは

　　　　　　　　　　　　　・k− … （・… 一
・… 〕・ ？t

’

・r・・一・ 　 　 　 （32）

で与えられ る 圏．ポ テ ン シ ャ ル Vkの具体的な形は

　　　　　　　　　　　　　V3 一 翕（・gl・・ ＋ ・gS）　 　 　 　 （33）

　　　　　　　　　　　　　V4 一 盍（gl 十 12g子q莠十 16g參）　 　 　 （・・）

　　　　　　　　　　　　　Vs 一 斎（噛 ・＋ 32齢 32・茎）　 　 　 （35）

で ある．直線解 9111・　p1 ＝ O の 周りの直交変分方程式は
， （13）で λ ＝ （k − 1）！2k とおい た もの であ

る．軌 ＝ 　const ．か ら導かれ る NVE の 第
一
積分は

　　　　　　　　　　・　・ 　D2・k　＝ 　2g，k− ’
ξ，

2
・ … e・η1

− ・9・ηr・一 ・・nst ・　 　 （36）

で あり， 変数変換 （22）に よっ て Gauss の 超幾何方程式の 積分

・
2
軌 一 鞭 ・ ・（・一嶝 一・kz（・− z ）（釧 一 一

と解釈され る．ζ ＝ d（1。9ξ）1dzの 満 たす代数方程式は

　　　　　　　　　　　　　　・kz（・一
・）ζ

2 − ・（・一・）ζ一1− ・

で あ り，
こ の 2 次方程式 の 解

　　　　　　　　　　　　　　　ζ（・）一 螽［・± （・一・）
− 1〆2］

か ら （29）で 得られ る

　　　　　　　　　　　　　・一 ・xp ［f・（・）・・］・ ・ ［・・ V・
’
：7］

t

が 実際に Gauss の 超幾何方程式 （23）の 解 を与えて い る こ とが確認 で きる．

（37）

（38）

（39）

（40）

3．3　木村の 定理 を利用 した新 しい 判定条件

　 1969 年 ， 木村俊房 （T ．　Kimura ）は Galois理論の 微分方程式版 とも言える Picard−Vessiot理論

に基づ い て ， Gaussの超幾何方程式が 「初等的に解け る」ための 必要か つ 十分な条件を得た．複素

数体上 の 有理関数全体か らなる体 K に考える線形微分方程式の 解を付加 して得られ る体 （微分体）

L を体 K の Picard−Vessiot拡大とい う．また
一
般に体 K か ら始めて，代数方程式 を解 く演算 ， 不

定積分演算， 指数関数演算，の 有限の 繰 り返 しを加 える こ とに よ っ て得られ る体 L は体 K の 「
一

般化され た Liouville拡大」と呼ばれ る．
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　 い まλ
，μ，

Pは Gauss の 超幾何方程式の 確定特異点 z ＝ 0
，
1

，
◎Q にお ける exponent の差

　　　　　　　　　　　　　λ ＝ 1 − c
， β＝c 一

α 一b
，

〃 ＝ α 一b 　　　　　　　　　　　　（41）

を表す とする．木村に よ っ て得られ た定理は 国

で ある．Schwarz一福原一大橋の表は以下に与えられる ，（1，
m

，
　n は任意の整数）

1 圭＋ z 三 十 η葛 任意

2 ⊥十 ’ 巷＋ m1 十 η

32 十 」 き＋ m 去＋ π 〜＋ m ＋ π ＝ 偶数

4 工十 」 き＋ m 去＋ π

52 十 ∫ ⊥十 π 喜 去＋ π 〜＋ m ＋ η ＝ 偶数

6 ⊥十 ’ き＋ m 憙＋ η

7 晝＋ 〜 毒＋ 皿 去＋ π z＋ m ＋ π ＝偶数

82 十 謬 憙＋ m 畧＋ π ’＋ π L＋ π ＝ 偶数

9 ⊥ 十 z 舞＋ m 三 十 π r＋ m ＋ η ＝ 偶数

10 量十 τ き＋ m ⊥
十 η τ＋ m ＋ π 躍偶数

112 十 ’嚠
2

十 η3噛
2

十 η 互＋ m ＋ η ＝ 偶数

122 十 」 き＋ m 三 十 η 〜＋ 凱 ＋ π ＝偶数

13 ≦
十 〜 計 m ⊥十 π z＋ m ＋ π ＝ 偶数

14L ←ど 2
十 m 碁＋ π 」＋ m ＋ π ＝ 偶数

15 皇十 」 2 十 m 巻＋ π 」＋ m ＋ η ＝ 偶数

こ の 木村の 定理 は Gaussの 超幾何方程式の 解が
， 有理関数か ら始 めて代数方程式を解 く演算 ， 不

定積分演算 ， および指数関数演算の み に よ っ て 初等的 に得 られるための必要十分条件を与 えて い

る．よ っ て定理 4 か ら積分可能性の 必要条件が 直ちに導かれ る．

　 直交変分方程式と して 得 られた Gallssの超幾何方程式 （23）にお い て exponent の 差 （41）は

　　　　　　　　　　　　A − i， ・・− i，
〃 一

（ト ll＋ 8kλ

　 　 （42）

である．木村 の 定理 の 最初の 条件 ，
つ まりλ± 4± ρの 少な くとも一

つ が奇整数で ある
，

とい う条

件は

　　　　　　　　　 λ ＝ 」十 ゴ（ゴ
ー1）k／2・＝ ｛0，

1
，
k − 1

，
k 十 2

，
3k − 2

，
．．。｝　　　　　　　　（43）

とい う条件に翻訳 される．また SChwarz一福原一大橋の 表の 第 1行か ら，
　 k ＝ ll・ 2 な らば任意の λが

許され る こ とが わか る、さらに任意の kにお い て，fi　＝ 　1／2＋ 整数 となる ようなλが許 される値で

ある こ とが分かるが，こ れ は

　　　　　　・一暃 ・ ・（」一・）k／・ 一 ｛甼 ・
（ゐ

忝
1）

・ ・甼 ・ ・k
・
…｝　 （44）
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と い う条件 を与える．k ＝　 ±3
，
土4

，
土 5 の 場合 を除けばこ れ以外の 可能性 は ない ．す なttち・：

定理 5

系   備 舸 能⇒ λ ・ ｛・，
・

，
k − ・

，
k ＋ ・

，
・k − ・

，
… ｝・｛撃 ，

（睾 橘 竪 ・ ・k
，
…｝

　 この定理は Morales 孤 d　R姻 s 【2］に よ っ て初めて得 られた．　k　＝ ・ 　±3
，
± 4

，
± 5 の ときは SChwarz一

福原一大橋の 表に適合するλの 値 は よ り多くなる．例 えば k ＝ 4 の 時 ， 定理 5 で許され る

　　　　　　　　　　　　｛O，
．1

，
3

，
6

，
10

，
．．．｝・｛1，誓，咢・学・

…｝　 　 （45）

に加 えて Schwarz一福原一大橋の 表の 第 4行から

　　　　　　　　　　・ 一 一1・1（1・ ・」）
？

一 ｛講 咢・詈・
…｝　 　 ・46・

が可能な値 となる．い ずれ にせ よ定理 3 はより強力な定理 5 に ， とっ て代わ られるこ とに なっ た．

3．4　特異点解析に お ける帰結

　 定理 5 は特異点解析の 正当化にお い て ，より重要な意 味を持つ ．特異点解析で出発点 となっ た

特殊解 （4）は
，

よ り一
般の k次の 同次式ポ テ ン シ ャ ル 系 （13）にお ける

　　　　　　　　　　　　・ 一 ・t
−

・
， ・ 一

一
吻・…

・

， ・ ・一
裏厂≒

一

　 　 （4η

に自然に拡張 され る，こ こでdは代数方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　▽ V （d）＝ ＝
　
− 9（9 ＋ 1）d 　　　　　　　　

』
　　　　　 （48）

の 解で ある．特殊解 （47）と直線解 （14）は 1対 1に対応して い る ．実際 2 つ の代数方程式 （48）と

（16）の 解 は

　　　　　　　　　　　　　　　　 d ＝ 【79 （9 十 1）J912c　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（49）
で 結ばれて い る．そ して ヘ ッ シ ア ン行列 1）2V （c ）の 固有値λに対 して

，
　Kowa ユevski 指数ρを求め る

2 次方程式は

　　　　　　　　　　　　　ρ
2 − （2g 十 1）ρ十 g（g 十 1）（1 一λ）； 0　　　　　　　　　　　　　　　　（50）

で 与え られ る ．こ の 2 次方程式の 例が （10）や （11）にお い てE に実際に依存す る因子で ある ．

　　　icニ 4 の 場合 に 積分可能 となるた め に 定理 5 で 許 される λの 値 と，対応す る Kowalevski 指

数pの 間の 関係は

　　　　　　　　　　　　　 λ ∈ ｛0，
1

，
3

，
6

，
10

，
．．．｝　⇒ 　ρ∈ integer

　　　　　　　　　　　・ ・ ｛
33599195

8
，

8
，

8
，

8
，
’°’｝⇒ ρ ∈ ・… ger／・

　　　　　　　　　　λ ∈倦嬲 ，詈，
…｝⇒ ・ ∈ ・n ・・ger／・

で ある．元来の 特異点解析におけるナ イーブな予想は 「積分可能となるためには全ての Kowalevski

指数Pが整数 となる」で あっ たが ，こ れ は強すぎる．（整数12）と （整数16）も許 してや る必要があ

るの である．実 際 （31）の ％にお い てはλ ＝ 3／8 で あ り，（整数／2）を Kowaユevski 指数 とす る積分

可能系で ある．第 3 の 系列 （整数16）に対応す る積分可能系の 例 は現在の と こ ろ 知 られて い ない ．
一

方で こ の 主張は 「積分可能 となるため には全て の Kowalevski指数は有理数となる 」こ とを示 し

た定理 1 を，は るか に 強力 にす る もの で ある．

一507一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

研究会報告

参考文献

Il］　Kimur・
・
T ・（1969）On ・M ・m ・an

’

・ Equati・n ・ whi ・畑 ・ S・1・ abl ・・by・Q・・dratur・
，
1・E、nk 、i。1。」

’

　　」M」 kvaciq7
’
12

，
269−281．

｛21Morales −R吻 ，
」，J。　and 　Ramis

，
」．P．（1997）ANot60 ユ the　Noa ・i齔 egrab 皿 ty　of 　Some　Ham 丑一

　　to加 an 　Systems　w ユth 　a　Homoge 夏 eous 　Poteロtia1，　Preprint．

13亅M ・・ales一眦
，　J」・徳 d 贓 ・

，
　J・P （1998）G 証 。i・i… Ob ・tm ・t三・n 　t。　int・9r。bi晦 。f　H 皿 皿．

　　tonian　Systems
，
　Preprint

【4】R ・m 副
・
A ・

・
D ・蝋 B・鵡 dG ・anlm ・ti…

，
B ・（1982）Painl・v6 ・Cenjectur・ R ・朏 。d

，
　Phy、．

　　Rev．　Lett．49
，
1539−1541．

【51   ・ A ・
・
G ・a   ・ti・Pa・B ・and ・B ・u ・ti・

，　T ・（1989）Th ・ Painl・vE ・P ・・p ・rt）・　and ・SingUlar−

　　i覧yA 題aユys量s　of 　lntegrable　and 　No コ
ー三ntegrable 　Systems

，
　Phys．　Rep．180

，
159−245．

【6】　Y ・・hid・
，　H ・（1987）A 面 t・ri・n ・f… th・ N ・n −ed ・t・n … f・an 　Additi・nal ・int。9，al・i。　H 。milt 。．

　　 nian　Systems　With　a　Homogeneous 　Potential
，
　Physiea　D29

，
128−142．

【7］・Y・・hid・
・
H ・（1989）A （1・it・ri・n ・for　th・ N 。圃 ・t・nce ・f・an ・Additi・nal ・A ・alyti・ int，9Ual・in

　　 Ha皿 iltonian　Systems　with 　N 。degrees　of 　FVeedom
，
　Phys．　Lett．　A141

，
108−112．

【8】Y ・・hid・
，　H・（1998）AN ・w ・・c・s・ary ・C 。n 黼 ・ f… th ・ int・9r・b助 。fH ・milt 。蜘 Sy，t。ms

　　 with 　a 　Two 　Dime コsional ヨomogeneous 　Potentia工
，
　P犂P   π‘．

lgl　 Ziglm
・
・S・L・（1983）B ・a・・Cl・i皿9 。f　S・1・ t至… 孤 d　N ・朗 ・t… e 。f　Fi聡 t風 ・gral・・i。・H 。milt 。−

　　nian　Medhanics
，　liEsnctional　Anal．　Appl．16

， 181−189，
　and 　17

，
6−17．

110】大貫義郎 ・
吉田春夫 （1994）岩波講座現代の 物理学 1 「力学」 ， 岩波書店．

一508 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


