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概要 ： 2 次元ヘ ル ム ホ ル ツ方程式をデ ィリク レ条件下で解 く場合の境界要素法に現れる行列式を

1’hre｝dliolmの 行列式と して 定義 し、 そ の 第 1 リーマ ン 面 と正の 実軸を合 わせ た領域にお ける零点

は ヘ ル ム ホ ル ツ方程式の 固有値の み で あるこ とを示す 。 また、第 2 リ
ー

マ ン 面 の零点の実部 と虚

部は 、そ れ ぞ れ ノ イマ ン 型散乱問題の 共鳴 エ ネル ギーと幅の 1 つ と一致する こ とを示す。 Kac の

逆 問題や カ オ ス の 半古典章子化 との 関係に つ い て も議論する 。

1　 序

　 閉曲線 ∂B で 囲 まれた 2 次元平 面 の ある領 域 B 内で はヘ ル ム ホ ル ツ 方程式で記述 され、∂B

の 上 で は デ ィ リク レ条件 を満足 す る とい う固有値問題を考 える 。 こ れ は、膜の 振動、音響、電磁

気、量子現象など で しば しば現れ大変重 要で ある 。

一
般に数値的に しか解 けな い が、強力な数値

解法として境界要素法が知 られ て い る （Berry＆ Wilkinson　1984）。

　 従来の 境界要素法の 定式化で は 、 境界の 分割が無限 に細か くな っ た とき行列式が 意味 を持つ

か どうか が 明 らか で な く収束性 も判然 と しな い
。 また もし境界の分割数が無限大に なる とき行列

式が意味 を持 つ ならば、固有値が零点で ある こ とを示す必要が ある 。 さ らにそ の とき固有値以外

に零点を持たな い こ とも明 らか で はない
。

　 境界要素法で現れる無限次元行列式が Fredholm の 積分方程 式理論 を用 い て 意 味付け れ ら れ 、

オイラ
ー

積表示を持ち得る こ とが Georgeotと Prangeに よ っ て 指摘 され た （Georget ＆ Prange

1995）。 我々 は境界 要素法 に現れ る行列式の 意味を Fredholm理 論を援用 して 厳密 に明らか に し

た 。 これに より、境界要素法で数値的に解 く場合、近似解が 得 られ る こ と、固有値 または共鳴以

外に零点を持たな い ことが保証 され る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　 さ らに 、 こ の結果か ら Kac の逆問題に対する物理 的な解釈や新 しい カオ ス の 半古典量子化公

式が得られ る。

2　境界要素法 と Fredholm 行列式

　まず、
ヘ ル ム ホ ル ツ方程式 をデ ィ リク レ条件 の 下 で解 く境界要素法に つ い て 説明する （Berry

＆ Wilkinson　1984）。 区分的 02 で ある 剛体壁 ∂B に囲まれた 2 次元平面内の 有界領域 B におけ
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る粒子の 定常状 態 につ い て 考 える 。 領域 B で は時間に 依存 しない シ ュ レ デ ィ ン ガ
ー一ヘ ル ム ホ

ル ツ方租式

　　　　　　　　　　　　　・
・ip（・）・禦ψ（r）一 い … 　 　 　 （… ）

を満足する 。 こ こ で ψ、 m 、　 E、　 h はそれぞれ、粒子 の波動関数、質量、エ ネル ギー
、 プ ラ ン ク

定数を表す。また 、剛体壁上 に は粒子は存在 しない の で

　　　　　　　　　　　　　　　　 ψ（r ）＝ O，　ron ∂B 　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・2）

で ある 。 （2．1）、 （2．2）に関 して、ス ペ ク トル は離散的で固有値はすべ て 正 とな り、 累積状態密度

の 漸近極限が Weyl の 公式で 与え られる こ とが知 られて い る （Reed ＆ Simon　1978）。

G ・（r ，
・

’

・E ）一
一1・H！’・

（率 1・ 一〆1） （2．3）

は （2．1）の 自由グ リ
・一

ン 関数で ある 。 こ こ で H6i）は 第 1 種 0次 の ハ ン ケ ル 関数である （Abram （卜

bitz＆ Stegun　1964）。 グ リーン の 定理 な どから、　 Fredholm の第 2種積分方程式

　　　　　　　　　　　　
∂ψ1鶚i亡）L 露。

・綱
∂ψ

舞
8 ）L ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Go（r （t），
r （s）；E）

　　　　　　　　　　　　　　∫（
「
（ちs）＝− 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂nt

holm の 理 論か ら、固有エ ネル ギ
ー

は Fredholm行列式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　D （E ）… 1 ＋ Σ Dn （E ），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n＝1

の 零点で ある こ とが わか る 。 こ こ で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K （Sl ，
s1）　＿ 　K （Sl ，

Sn ）

　　　　　　　・
。 （・）一

（

詰
）Zf

。。

d・・
… ゑ。

d… 　   ・ …

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＿ 　K （Sn ，
Sn ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 K （Sn ，

Sl ）

で ある 。

3　Fredholm 行列式の 零点

　　我 々 は境界要素法 に現れ る Fredholm 行列式 に関 し以下の 定理 を得た 。

定理 1

（2．5）

を得る 。 積分 方程式 （2．5）を境界の 離散的な分割に よっ て 解 く方法が境界要素法で ある 。 Fred一

匚

（2．6）

（2．7）

B は R2 内の 閉領域で、そ の 境界∂B は区分的に 02 であ り、　 R2 ＼B は連結で ある とする 。 （こ
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れ は （E・k− ＆ Pil1・t　1997）に おける ・t・nd ・・d　d・mai ・ と同 じで ある）．こ の とき、以下 が成

り IZ つ 。

1）D （E ）は内部項 と外部項との 積で表せ る ：

　　　　　　　　　　　　 D （E ）＝D （0）ctint（E ）dext（E ），

姻 一 ｛劉   E ’fB弗 ・ （・ ，〆・・
’

）一 咽 ，

蜩 一
即 儚∬朔 瓢 評 ［c ・ （・，

・
’

・E
’

）一賄 畑 ］， ’．r｝，

（3．1）

（3．2）

（3．3）

こ こ で G ・ と CN は それぞ納 部デ ィ リ ク 墹 題 、 外部ノ イ マ ・問題の グ リー
・ 関数で ある

． ま

た、・OR は B を含む半径 R の 円盤で あ る 。 な お D （0）は 実で ある 。

2）内部項はア ダマ ール 因子分解で 表現 され る ；

　　　　　　　　
d… （・・一・雛 E

（
7ne2E2

ゐ
2 ）

『

概 哺 （1 −
£）・fto　 （34 ）

こ こ で E
・

’

は内部デ ィ リク レ問題 の 固有エ ネ・レギーで あ り． A とe はそれぞ t・B の 面積 と齦

で ある の
’

は B の 形 状 に鮪 し碇 数で ある ・ こ の 積は W ・ylの 公式か ら鰊 する こ とが い え

る 。

3）外部項 は散乱 と関係する ：

　　　　　　蜩 … ば 誓誌 、。（睾 参シ ・嚇 （・・）

こ こ で δ
・ （E ）は外部ノ イマ ・問題の 位相の ずれ で あ り、 e

−・… （E ）聢 エ ネ ・レギーnc上 の s 行列

SN（E ）の 固黼 で ある ・ SN（E ）一・1ま・・a ・← ・laSSで ある こ とか ら、位相の ずれ棚 算個で あ り、

Σ認＝ 1 δ
れ （E ）が収束する こ とが い える 。

定理 1 より内部項 と外部項の零点 に関する以下の 定理が得 られる 。

定理 2

ユ）内顳 嚇 E ）の すべ て の 鶏 ま内部 デ ィ リク墹 題の す べ て の 酳 エ ネ、レギ
ー

と徴 す る 。

2）外纐 d
・・ t（E ）聯 ・ リ

ー
マ ・ 面 ｛E − IEI・i・1・≦ θ・ 2r｝で は零点を撤 ない

． 正 の 黝 を

通 る第 2 リ
ー

マ ン へ の 解析接続 d磊t（E ）は

　　　　　　　　　　　　　　蜘 一 ゼ
‘饗 Ed

綿 ）
， 　 　 （・．・）
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となる 。 ここ で Skiは SNの 第 2 リ
ー

マ ン 面へ の 解析接続で ある。式 （3．6）よ りd猛（E ＞の零点は

S 行列の 極、即 ち、共鳴に
一
致す る 。

4　 議論

　 定理 1 と 2 を用 い て 、 「太鼓の音か ら形がわ か る か」 とい う Kac の 逆問題 （Kac 　1969）を考

察する 。 こ れ は固有 エ ネル ギーと形状は 1対 1に対応するか とい うこ とで あ り、 最近反例が見 つ

か っ て い る （Gordon，Webb ＆ Wolpert　1992）。 我 々 の 得た定理 は、ま さに固有エ ネル ギーと形状

を結び付 ける もの で あ り、形状が異な っ て も固有エ ネル ギ
ー

は不変であるよ うな図形が存在 し得

る こ とが わかる 。 そ の ような図形の場合 に は、外 部散乱問題で 共鳴ある い は 断面積が異な っ て い

るこ とが重要で ある 。
つ ま り、形が変わ っ た こ とを外部問題に だけ影響させ る こ とで 、 内部問題

へ の 影響 を回避す る こ とが で きる の で ある 。 そ こ で Kac の 逆問題 に代わ る もの と して 「内部問

題の 固有値 と外部問題の断面積か ら太鼓の 形がわ かるか」 とい う新 たな問題が提起 される 。

　 また 、 Fredholm行列式は絶対収束級数で 定義 されて い るの で、半古典極限 で も絶対収束す

る 可 能性を持つ
。 しか も定理 に よ りその 零点は固有エ ネル ギ

ーと共鳴に
一
致する の で 、 半古典量

子化 と密接 に関係 して い る 。 特に、カ オ ス系で は周期軌道の 個数が周期の 長 さに対 して指数関

数的 に 増大す る た め に 、級数 で 定義 され る半古典量子化が収束 しない とい う大 きな問題 があ る。

我々 の 方法 に基付い た半古典量子化の カ オス 系に対する収束性の 解明が今後の 課題で ある 。
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