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高次元 KAM ト ー ラ ス の 崩壊

早大理工 黒崎 暁

　 本稿で は主に 自由度 3保存系 の KAM ト
ー

ラ ス と eMptic 　normal 　modes の残存／崩壊を大域
的 に調 べ た結果に つ い て 報告す る 。 思 い 切 っ て計算を簡素化 した 。 その妥当性は数値計算に よる

傍証の みだが 、 下計算に使うに は十分で ある。 軽い 計算なの で 、よ り重要な計算を行なうため の

初期値探 しな どに も利用で きる と思 う。

1　高次元 KAM の 崩壊

次 の 4次元シ ン プ レク テ ィ ッ ク写像 を調べ る 。
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これは 自由度 3 の 保存系 flow の ボア ン カ レ断面 に相当する 。 文献 【1】では 自由度 3で KAM ト
ー

ラス の 崩壊する順 番 と非線形摂動の 性質の 関係が 調べ られ た 。 自由度 2 に あたる写像で は KAM
トー

ラス の 強 さは回転数の み で 決まる と信 じられ て い る 。 こ れを支持する数値結果 も報告され て
い るが 、こ れは torus　conjugation に 出て くる小 さ い 分母が 1次元の有理近似 の もの で 尽 きるた
めで ある 。 自由度 3 で は小 さい 分母 に 1 次元 と 2次元の有理近似 の もの両方が 出て くるため、加
える摂動に よ っ て より強 い トー

ラ ス は変わ っ て しまう。 技術的には コ ン ジ ュ ゲ イシ ョ ン の 直接構
成と収束周期点列の 安定性 に よる扇壊の チ ェ ッ クを用 い た。

2　大域的 な情報

位相空間 の 全域 を考察す る際に 、
い ち い ち周期点列 を追跡 した り、コ ン ジュ ゲ イシ ョ ン を構 成す

る とい うの は バ カ バ カ しい
。 以降、特 定の ト

ー
ラ ス の 近傍 に限定 して調 べ る の で な く、位相空間

の よ り広 い 領域 に つ い て調 べ る こ とを考える 。

　 図 1 は トー
ラ ス の 崩壊直前 、 直後の典型的 な運動 を示す。 変数　YI（； 婿

一Xl ）の 長さ 215 の

時系列 、 その パ ワ
ー

ス ペ ク トル で ある 。
パ ワ

ー
ス ペ ク トル は長さ 215 の デ

ー
タ の FFT で 図には

連続 した 8 本のデ
ー

タか らの平均 を示 した。

　 （近傍の KAM トー
ラス の 崩壊直前）　（a ）が典型的な Yl の 時系列 を示す。 ト

ー
ラス 上 の流

れを反映して準周期性が 図の 模様となっ て 現れ て い る。 （c ）は Vlの パ ワ
ー

ス ペ ク トル 〈 S（の 〉

を示す 。 低周波の成分は ない 。 い ずれ も∈ ＝ O．358 の 初期値 （後述）．
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Figure　1： 典型的な時系列 とその パ ワース ペ ク トル

　（近傍の 1（AM トー
ラ ス の崩壊直後 ）　（b）が典型的 な Yl の時系列を示す。 準周期性はすで

に見 えない
。 （a ）に 比 べ て 外形に 10−3

の ゆがみ が 出て くる 。 こ の 時間ス ケ ール で は一
見定常 に

み える 。
パ ワ

ース ペ ク トル は f ＝ 0 に小さい ピー
ク を持つ

。 （d）は （b）に対応す るス ペ ク トル
で 、こ れ は f ＝ o の ピー

クが比較的 目立 つ 例 で ある 。 e　＝ 　e．372．

　 ス ペ ク トル の 低周 波成分に注目す るこ とで ト
ー

ラ ス の 残存して い るこ とをチ ェ ッ クするこ とを
考える。 写像 （1 ）で 周期点列を用い た判定で は 、 崩壊の しきい 値の小数点 3桁目は出なか っ た。

典型 的な運動が 非線形摂動の 強さに対して どの よ うに分布する の かを調べ 、ス ペ ク トルで の判定
で も同程度の 精度は期待で きる こ とが分か っ た 。 具体的に は自由度 3 の 1ast　KAM の候補、回転
数ベ ク トル （τ

一2
，
T
−1
）（τ ＝ 2cos（2π17））の KAM トー

ラス の周 り、周期 1429 の近似周期点
の 初期点 を用い た

。

　注意 しなけ ればならない の は初期値に よ っ て は図 1 （a ）に当た る もの に長周期の構造 が現れ
る場合で ある 。

こ れ は摂動が 非常に小 さい場合の有理回転数で その 周期が 長い 周期点の近傍の トー
ラス で み られる。 時系列の が こ の周期を含むだけ長 くない と、 本来定常で あっ て （トー

ラ ス が残 っ

て い る ）もこ の ピー
ク の すそ を引 っ かけて しまう。

　 図 （2）（a ）は E ＝ 0．2 で 、 初期値 空間に メ ッ シ ュ をきっ て KAM または ENM （後述）の トー
ラ ス が残存して い る点をプ ロ ッ トして い る 。 x1 ＝ ・ 　x2 　＝ O に 固定して い る 。 （a ）の

一
点が 位相空

間の 2−torus　
一

つ に対応 して い る。 計算を軽 くするため に手順 を思 い 切 っ て簡素化する 。 時系列
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Figure　2：残存 KAM ト
ー

ラス と ENM 。
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は 215 × 2 で 揃 え、計算する の は もっ とも低周波の 成分の み に し、閾値 10
− 5

よ り小 さい もの をプ
ロ ッ トす る 。 図 （2）の ス ケー

ル （オ
ーダー 1 ）で は こ れ で 十分で ある 。 図 （2）（b）は （a）で 残 っ

た初期値に つ い て 回転数ベ ク トル を fi＝ （xi（215）一・xi （1））1215（mod は とらな い ）で 便宜的に計算
した もの で ある 。 写像 （1 ）で は e ＝ O で yi は回転数ベ ク トル の i成分 と一

致する 。
い ま ∈ は

小 さい の で こ の 対応 はかな りよ く残 っ て い る 。 （a ）（b）の各点の 対応 は明かで ある 。

　　（b）で 白抜 きに なっ て い る ところ は不安定帯を回転数の 空間で 見た もの に対応す る 。 中央

に線 が入 っ て い る もの と入 っ て い ない ものが ある 。 （a ）の （Y1， Y2）＝ （0．5，
0．75）の 付近の 丸い

一

団の 初期値が （b）の （f1，ノ2）＝ （0．5，
e．75）の

一点に潰れ て い る 。 これ らの 初期値の 集団は 回転

数 （O．5，
0．75）の 楕 円型不動点の 周 りに共鳴で 出来上が っ た 2−torusで ある 。 この トー

ラスが もつ

（O．5，
0．75）の 不動点に対す る回転数は （b）に は現れない

。 （a ）の ほ うで丸い
一

団の 初期値か ら別

の丸い
一

団の 初期値へ と伸び て い る四角 い 初期値の集合の ほとんどは不動点とトー
ラ ス の 直積か

ら先と同 じよ うに 高次共鳴で 出来た 2−torus で ある
。

こ れらは （b）で は直線 となっ て現れ る 。
こ

の ような中間次元 も許す トーラ ス は elliptic　n ・ rmal 　m ・ des （以後 ENM ）と呼 ばれ、一部数学者

の 興 味 を集め て い る 。 ［2］

　　（c ）は 写 像 （1）で 正負 の 両 方の 摂動の 関数 と して 、 （Xl ＝ x
’
2 ＝ 0）の 平面上 の 初期値の う

ち、残存 して い る ENM （resonant と書 い て ある ）ある い は KAM の 割合 を示す 。 摂動の 大 きい

領域で の ENM の 重 要性は 明かで ある 。

3　 今後の課題

不安定帯の 縁 の ところの幾何を小 さい ス ケ ー
ルで 詳し く調べ る こ とと 、 不安定帯の 幅の スケ

ー

ル 則 。
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