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1　 は じめ に

　 こ の 講演は非専門家の ため に共形場理論 （Conformal　Field　Theory，
　CFT ）と

そ の 応用 に つ い て 簡単な紹介 を す る こ とを 目標 に行わ れ ま した 。 もち ろん こ の

分野 の 全貌 を短時間で 説明 す る こ とは不可能 だ と思 い ますが 、 雰 囲気 だ けで も

伝 え られ た ら幸 い で す 。 なお 、 文献 は多数 あ る の で 、 入門的 な文献 で 取 り上 げ

られ る こ と の 少 ない パ ー
コ レ

ー
シ ョ ン に関 す る もの を除 く と 、 レ ビ ュ

ー や 教科

書の み を挙げま した 。

2　 CFT とは何か

　 CFT は 、 2 次元 （空間 2 次元 の 古典統計力学系 、 また は空間 1次元 ＋ 時間 1

次元 の 量子力学系）の 臨界現象 を記述す る理 論 で す 。 臨界現 象の 研 究 か ら 、

一
般

に臨界点直上 で は ス ケ
ー

ル 不変性が現われ る とい うこ とは良 く知 られ て い ます 。

簡単 に 言 う と、 長距 離 で の 系 の ふ る ま い は 、 系全体 を例 え ば半分 や 1／3 に 縮小

して み て も変わ らない とい うこ とで す 。

　 ス ケ ール 不変性 は 、 理論的 に は どの よ うに 理解 で き るで し ょ うか ？現在 の と

こ ろ 、
ス ケ

ー
ル 不 変性だ けで な く、 臨界現 象一

般 を理 解す る上 で 最 も強力 な概

念 は く りこ み 群で し ょ う 。 （田崎 さん の 講演 も参照 して 下 さい 。 ）く りこ み 群 と

は、 簡単 に言 うとあ る ハ ミル トニ ア ン な りラ グ ラ ン ジア ン な りが与え られ た時、

系全体を （例 えば）半分に縮小 して 見た時の 有効ノ ・ ミル トニ ア ン を求め る とい う

考 え方で す。 こ の 変換 （く りこ み変換）を く りか え し適用す る と、 原理 的に は長

距離で の 系 の ふ るまい が わ か ります。 例 え ば格子 間隔の 65536 倍の ス ケ ー ル で

の 系の ふ る ま い を元 の ハ ミル トニ ア ン を使 っ て 考え るの は （臨界点 の 近 くで は 〉
困難で す 。 しか し 、 系全体 を半分に縮小 して 見 る 、 と い う こ とを 32 回 く りか え

す と 、 最終的 に 得 られ た有効ハ ミル ト ニ ア ン で は格子間 隔の ス ケ
ー

ル で の 系 の

ふ るまい を調べ れ ば良 い こ とに な ります 。 （元 の 問題 に 引 き戻す と、 65536格子

間隔で の ふ る まい を調 べ た こ と に なる 。 ）
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　　もちろ ん 、 上 の よ うな く りこ み 変換 を、 具体 的 な系 に つ い て 実際に 計算 し よ

うとす る となか な か 難 し い 問題 が あ ります 。 し か し 、 少 な く と も原理 的 に は そ

の よ うな変換が あ る と信 じる こ とに よっ て い ろ い ろ な こ とを理解す る こ とがで

きます
1

。 先ほ どの ス ケ ール 不変性 の 話 に 戻 りま し ょ う。 く りこ み 変換 は 「全 て

の 可能 なハ ミル トニ ア ン の なす空 間」 の 中で の 写像だ と見 なす こ とがで きます。

つ ま り、 だ ん だ ん 系を縮小 して 大 きなス ケ
ー

ル で の ふ るまい を見 る こ とは、 く

りこ み変換 に よ っ て 生成 され るハ ミル トニ ア ン の 流れ を追 っ て 行 くこ とに 対応

し ます 。 系 が ち ょ うど臨界点 に あ る場合は 、 こ の 流れ の 行 き着 く先 に 、 く りこ

み変換を して もハ ミル トニ ア ン が変化 し ない 点 （固定点）が あ ります
2
こ の 場合 、

十分大 きな ス ケ ー ル で の 系 の ふ る ま い を考 え る とそ こ で 系 を縮 小 し て 見 て も有

効ハ ミル トニ ア ン は変わ らな い わ けで す か ら ス ケ ール 不変性が 自然に 理解で き

ます 。

　　さて 、 くりこ み群で 通常 も う一
つ 仮定 され る こ とは 、 最初 の ハ ミル トニ ア ン

で の 相互作用 が 局所的で あれ ば 、 く りこ み 変換に よ っ て 得 られ る有効ハ ミル ト

ニ ア ン も局所 的 な相互 作用 しか 持 た な い
、 と い うこ とで す 。 実 際に 例 え ば イ ジ

ン グモ デル に つ い て 標準的な方法で 実空間 く りこ み 変換 をす る と、

一
回で 遠距

離の 相互 作用 も出て 来て しまい ますが 、 相互 作用 は距 離の 関数 と して 十分速 く

減衰す る と仮定 します 。
こ の 局所 性 も真面 目に考 え る と非常 に 難 しい 問題で あ

り、 実際 「反例」 （く りこ み変換 をす る と相互作用 が局所 的で な くな る）も知 ら

れ て い ます 。 し か し 、 今回考 え る範囲で は局所性 も成立す る もの と信 じ る こ と

に しま し ょ う。

　　く りこ み変換され た有効ハ ミル トニ ア ン が局所 的相互作用 を持つ こ と と、 臨

界点で は ノ ・ ミル トニ ア ン が 固定点 に 行 き着い て く りこ み 変換で 不変 に な る こ と

を合 わせ て 考 え る と 、 臨界点上 の 系 の 長距 離で の ふ るまい は単 なる ス ケ
ー

ル 変

換 だ けで な く、 局所 的 な ス ケ
ー

ル 変換 に 対 して も不 変 に な る と考 え る こ とが で

きます 。 局所 的 なス ケ ール 変換 と は 、 無 限小 領域 に 対 して は ス ケr ル 変換 と見

なせ る が 、 場所 に よ っ て 拡大／縮小 の 倍率が 異なる こ と も許す よ うな もの で す 。

これ は等角写 像 （ある い は共形変換）とも呼ばれ る もの で す 。

　 局所 ス ケ ール 不変性 は 、 もちろん た だの ス ケ ール 不変性 よ りも強い 性質で す 。

　
1
くりこ み群 を臨界指数を計算す る単なる近似的な計算方法 と見なし て 、例えば 「高温展開 ＋

パ デ近似」等 と同列に扱 うの は 、 全 く的外れ な見方 と言 え るで し ょ う。 （近似的な計算方法に 意

味がない と言 っ て い るわ けで はあ りませ ん 。 ）

　
2
臨界点で な い 場合 も流れの 行 き着 く先 を固定点 と考 えるこ と もで きますが 、 こ の 場合 は 「固

定点」 は 自明 なもの とな ります 。 例 えば イジ ン グ モ デル の 場合 、 T ＞ Tc で は完全に 乱れ た状態

に 対応す る 「固定点」、 T く Tcで は完全に ス ピ ン の 揃 っ た状態に対応す る 「固定点」 に 行 き着

きます 。
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一
般の 次元 で は局所 ス ケ ー ル 不変性 もそれ ほ ど強 い 性質で は あ りませ ん 。 しか

し、 2次元 で は事情が 違 い ます 。 2 次元 で の局 所 ス ケ ー ル 変換 、 す なわ ち等角

写 像は複素正 則関数 に 対応す る こ と は良 く知 られ て い ます。 複素正 則関数 の 張

る空 間は 無 限次元 で す か ら 、 2 次元 で の 局所 ス ケ ール 変換 の なす群
3
は無 限次元

だ と言 う こ とに な ります 。

　 CFT とい うの は 、 簡単 に言 え ぼ系 の 性質を元 の ハ ミル トニ ア ン や ラ グ ラ ン

ジア ン を使 っ て 調 べ る こ とは一 旦 放棄 して 、 上 の よ うな く りこ み群の ア イ デ ア

を背景に して 系が共形不変性 （局所 ス ケ ー
ル 不変性）と言 う無限次元 の 対称性 を

持 つ こ とを仮定 し 、 この 対称性 を使 っ て 系の 性質を決 め て 行 こ うとい う考 え方

で す。 統計力学系は無限自由度で あ るが故 に 難 しい （そ して 面白 い ！）わ けで すが 、

無限次元 の 対称性が あ る と、 こ の 対称性 だけか ら無限自由度 を持つ 系の 性質が

か な り決ま っ て し ま うこ と もあ り得 るわ けで す 。 （もち ろん 、 後で 見 るよ うに 対

称性だけか ら完全 に決 ま っ て し ま うわ けで は な く、 他 の 情報 が 必要 に な る こ と

もあ ります 。 ）

　 なお 、 2 次元 以外 の
一般 の 次元 で は共 形不変性は有限次元 に な っ て しま うの

で こ れ だ けで は そ れ ほ ど強い こ とは言 えな い の で す が 、 それ で も共形不変性 を

使 っ て い ろ い ろな議論 が な され て い ます。 広い 意味で は これ も含め て CFT と呼

ぶ べ きか も しれ ませ ん が 、
こ こ で は話 を 2次元 に 限る こ とに します。

3　 CFT は本当に使え るか ？

　 CFT と い うの は共 形不変性 を仮 定 して そ の 帰結 を考 え る方法 だ と述べ ま し

たが 、 こ の 仮 定か ら何が言 え るか とい うこ とは数学 的 な問題 と して は そ れ 自体

に 意味が あ るで し ょ う。 しか し 、 統計 力学／物 性理論 をや りたい と い う立 場 か

ら は、 研究 の 対 象 とす る い ろい ろな系で 実際 に 共形不変性の 仮定 が成 立 しな い

とそ もそ も CFT は役 に 立 た ない と言 うこ とに な ります。

　 先ほ ど 、 く りこ み群 を元 に して 共形不変性が何故現 われ るか
、 とい う議論 を

し ま した 。 こ れ に よ る と、 局所的な相互 作用 を して い る 2 次元 系が 臨界点 に あ

れ ば一
般 に 共形不変性が あ りそ うだ 、 とい うこ とに な ります 。 しか し、 具体 的

な統計力学 や物性系 の モ デル に 対 して きちん と くりこ み変換 を実行す るの は実

際 に は非常 に難 し く、 くりこ み群 に よ る 「流れ」 が 一 体 ど うな っ て い るの か は

本当は良 くわ か っ て い ない わ けで す 。 したが っ て 、 現時点 で は先程の 議論は 「こ

うな っ て い るに 違い な い 」 とい う
一
種の 信仰に 過 ぎな い とも言 え ます 。 こ の 「信

仰」 が本当に 正 しい か ど うか チ ェ ッ ク しない と科学 に は な りませ ん ね 。

3
正確iには群 と呼ぶ の は問題 があ ります が 、 こ こで は大雑把 に考 えるこ とに します
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　　もちろん 先ほ どの くりこ み群に基 づ く議論を頑張 っ て 厳密化す る 、 とい う方

向性 もあ るで し ょ うが 、 現状で は ま だ無理で し ょ う。 今 の と こ ろ、 共 形不変性

の 仮定が正 しい か ど うか は、 CFT で い ろい ろ予言 をして み て 、 そ の 予言が実際

の い ろい ろ な系で 成立 して い る か ど うか をチ ェ ッ ク す る とい う方法 で 行 われ て

い ます。

　　この チ ェ ッ ク の 代表的な例 と して
、 イ ジ ン グ モ デル が あ ります。 共形不変性

か らい ろい ろな もの を決定す る 、 とい うの が CFT だ っ たわ けで す が 、 もちろん

共形不変性を持つ 理論は一 通 りに決 ま る訳で はな く、
い ろい ろな CFT が あ るわ

けで す 。 （実際、 無限個 の CFT が あ ります 。 ）2 次元 イ ジ ン グ モ デ ル の 臨界点 に

お け る長距離 の ふ るま い は ユ ニ タ リー ミニ マ ル 系列 と呼ば れ る CFT の 中で 最 も

簡単 （で 非 自明）な もの （m ＝ 3）に対応す る と考 え られ て い ます 。 2 次元正方格

子上 の イ ジ ン グ モ デ ル に つ い て は オ ン サ
ー ガ ー に 始ま る厳密解が 有名で す が 、

相 関関数 の厳密解で 長距離極 限を見 る と確か に CFT の 予言 と一 致 し ます 。 こ の

よ うに 、 厳密解の 存在 す る （可積分な）モ デ ル で は 、 そ の 厳密解 と CFT を比 較す

る こ とに よ っ て CFT の ア イデ ア を適用で きるか ど うか をチ ェ ッ クす る こ とがで

きます 。 実際 に
、 非常 に 多 くの 可積分系 の 臨界点 に お けるふ るま い は CFT で 記

述で きる こ とが わか っ て い ます 。

　　しか し、 可積分なモ デ ル とい うの は非常に 特殊 な もの で
、 ほ とん どの モ デ ル

は可積 分で は あ りませ ん 。 先 ほ どの く りこ み 群 に よ る議論で は 、 共形 不 変性 は

も との モ デル の 可積分性 に よ らず期待 で きるはずで す 。 可積分で な い モ デ ル に

つ い て も、 例 えば数値計算の 結果を CFT と比較す る こ とに よ っ て CFT が 適用

で き るか ど うか をチ ェ ッ クす る こ とが で きます 。 こ れ に よ っ て 、 非常 に 多 くの

2次元 統計 力学系や 1＋1 次元 の 量子多体系が CFT で 記述で きる こ とが わか っ て

きま し た 。

　 面 白 い 応用 と し て 、 講演で はパ ー コ レ ー
シ ョ ン の 問題 を紹介 し ま し た 。

パ ー

コ V 一
シ ョ ン とい うの は あ る意味純粋 に 幾 何学的な問題で 、 例 えば 2 次元 正 方

格子 の ボ ン ドをそ れ ぞれ 独立 に 確i率 p で 「オ ン 」 に し確率 1 −
p で 「オ フ 」 に し

ます 。 例 え ば 長方形 の 系 を考 えて 、 そ の 右側の 辺 と左 側 の 辺 が 「オ ン 」 に な っ

て い る ボ ン ドをた ど っ て つ なが っ て い るか ど うか を考え ます 。 系の 大 きさ を大

き くし た極 限で は 、 あ る 臨界値 p 。
が 存在 し て 、 p ＞ p 。 な らば系の 左 右 は確率

1で つ なが ります。

一
方 、 p く p， な らば同 じ極限で 左右が つ なが る確率は 0 に

な ります 。 p ＝ p 。 は臨界点 に な っ て い て 、 こ こで はつ なが る確率 は有限に な り

ます 。

　　こ の 有限の 確率 は系が大 きい 極 限で は系の 大 きさ に よ らな く （ス ケ ー ル 不変

性）な りますが 、 長方 形の 形状 に 依存 し ます 。 考 え る とす ぐわ か る よ うに 、 系が
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縦長で あ る方が 左右 が つ なが る確率が大 き くな ります。 こ の よ うに
、 左右 が つ

なが る確率は長方形の 縦横比 の 関数に なります 。 こ の 関数 は Cardyに よ っ て CFT
を用 い て 求め られ て い ます ［6」。 パ ー コ レ ー

シ ョ ン は計算機上 で シ ミ ュ レ
ー

シ ョ

ン す るこ とがで きます が 、 数値シ ミ ュ レ ー シ ョ ン の 結果 と CFT の 予言は非常 に

高 い 精度で 一 致 して い ます ［7］。 こ の よ うに
、 イ ジ ン グモ デル な どの い わ ゆ る 「ス

ピ ン 系」 に 限 らず 、 も っ と広い ク ラ ス の 問題 で も共形 不変性 と言 う概念 は成立

す る よ うで す 。

　 例 えば イ ジ ン グモ デル につ い て は既 に 厳密解に よ っ て い ろい ろ な こ とが知 ら

れ て い た の で 、 CFT に よ っ て 新 し くわ か っ た こ と と い うの は あ ま りない と言 え

るで し ょ うが 、 具体的なス ピ ン 系が 共形不変性 と言 う非常 に 高い 対称性 を獲得

す る 、 と い う事実そ の もの は非常 に 重要だ と思 い ます。 CFT が い ろ い ろ な系 に

実際に 適用で きる、 とい うこ とは また具体的に 計算す る こ とが 難 し い く りこ み

群の 考 え方を間接的に 支持 して い る と言え るで し ょ う。

4　 Virasoro代数

　 CFT の 考 え方を も う少 し具体 的 に 見て み ま し ょ う。 対称性か ら系 の 性質を

決め る 、 とい うこ とは 普通の 量子力学で も良 く行われ ます 。 典型的 な例 と して 、

角運動量 の 理論が あ ります 。 角運動量は回転対称性 に 関係 して い て 、 角運動 量

の 理論は数学的に は SU （2）の 表現論 に相 当 しま した 。
　 CFT も同様 に 、 共形不

変性 に 対 応す る代数 が あ り、 そ の 表現 を考 え る こ とに な ります 。 共形 不 変性 に

対応す る代数 を Virasoro代数 と呼び 、 これ は次の 交換関係 で 定義 され ます 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 c

　　　　　　　臨 偏 一 （n
− m ）L ・ ＋計 ガ （n2 − 1）δ… ，o

こ こ で n
，
m は整数値 を取 ります 。 （正 も負 も取 り得 る）（本当 は ViraSQro代数が

2組出て 来 るの で すが 、 今 は 簡単 の た め そ の あた りは省略 します 。 ）こ の 代数は

普通の 量子力学 と同様 に状態に 作用 する と考え る こ ともで きます し、 CFT で は

場 と状態 に 1対 1の 対応 が つ くの で 場 （全 て の 場 の つ くる空 間）に 作用す る と見

なす こ ともで きます 。

　 交換関係に 現 われ る c はセ ン トラ ル チ ャ
ー ジ と呼ばれ る定数で 、 こ れ は系 の

持 っ て い る 自由度 を表 し ます 。 例 えば 、 自由な ポ ソ ン 場が 一 つ あ っ た ら c は 1 に

な ります 。 具体的な物理的効果 と して 、 1次元 量子多体系が CFT で 記述 され る

場合 、 低温で の 比 熱 は温度を T とす る と cT に 比 例す る こ とが知 られ て い ます。

　 さ て 、 Virasoro代数 を眺 め て み ます と 、
　 Ln を作用 させ る と Lo の 固有値 は

一n だ け変化す る こ とが わか ります 。 こ れ は 、 角運動量の 理論で S±
が 3竃

の 固

有値 を 圭1 だけ変化 させ る こ と と類似 して い ます 。 そ こで 、 正 の n を持つ Ln を
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降下演算子 、 負 の も
・
の を上 昇演算子 の よ うに考 え ます 。 実 は 五〇 は

一
様 なス ケ ー

ル 変換 （どの 場所 も同 じ倍 率で 拡大縮小 す る 、 普通の ス ケ ール 変換）の 生成子 と

い う重要な意味 を持 っ て い て 、 こ れ を conformal 　weigh 七と呼びます 。 上 で 述べ

た よ う｝C　Virasoro代数は場に 作用す る と考え る こ とが で きますが 、 こ の時あ る

場 φが conforlnal 　weight △ を持 っ て い る とす る と、 φの 相関関数 は

　 　 　 　 　 　 1
〈φωφ（o）〉一

再

と な ります
4

。
こ れ は、 Lo が ス ケ

ー
ル 変換の 生成子で あ る こ とを考 え る と自然

に 理 解で きるで し ょ う。 こ こ で 相関関数の 距離依存性を あた え る △ は臨界指数

と呼ぼれ る もの の
一
種で す。 臨界現象の理論 に お い て は臨界指数が 重要 な量 だ っ

た訳で すが 、 CFT に お い て は そ れ が Virasoro代数 の 五〇 の 固有値 と い う代 数的

な量で 与 え られ る わ けで す 。

　　ある状態 （または場）が与え られ た時 、 そ こ に降下演算子 を掛けて い く と、 ど

ん どん conformal 　weight が小 さ くな ります 。 こ れ が 負に な っ て しま う と、 対応

す る場 の 相関関数 は距離 が 大 き くなる ほ ど大 き くな る とい う結果に な ります。

通常 の 統計 力学系で は相 関関数は距離 と と もに減少す る と考 え られ ます か ら、

対応す る CFT で は負の conformal 　weight は許 され な い
5
とい うこ とに な ります 。

した が っ て 、 適当 な状 態か ら出発 して 降下演算子 を掛 けて conformal 　weight を

下 げ る こ と を く りか え して あ る と こ ろまで 行 くと
、 そ こ に 降下演 算子 を掛 ける

とゼ ロ に な らな くて は な りませ ん 。 ち ょ うど角運動量 の 理論で 辞 ＝ − S の と こ

ろ に降下演算子 を掛け る とゼ ロ に なるの と似 た状況で す。

　　こ の 任意の 降下演算子 を掛 ける とゼ ロ に な る状態 （場）を、 primary 　state （pri−

mary 　field）と呼びます 。 逆 に 、 任意の 状態は primary 　state に 上 昇演 算子 を い

くつ か掛 ける と作れ る こ とに な ります 。 こ の よ うに して 作 っ た状態 を、 元 の pri
−

mary 　state の descendant （子孫）と呼 び ます 。

一
般 に 一 つ の primary か ら無 限

個の descendantを作れ ますが 、
こ れ らをま とめ て conformal 　familyと呼 びます 。

　
一

般に 場 の 理論 に お い て は無限個の 種類の 場が存在 し ます 。 こ こ で 言 う場 は、

統計力学で は測定可能な （局所的な）物理量 に対応 して い ます 。 （念の ため に言 う

と 、 例 えば 自由な
一

成分 の ポ ソ ン 場の 場合、
ボ ソ ン 場 は 一 つ しか な い わ けで す

が 、 物理 量 と して は例 え ば ボ ソ ン 場 の 微分 を考 え る こ と もで きます 。 高階微分

　
4
こ の 式で も Virasoro代数が 2組あ る こ とを無視 して い ます。 本当は もう

一
つ の con50rmal 　weight

も効い て 来ます 。

　
5
通常の ス ピ ン 系で はそ うで す が、もっ と

一
般の 統計力学系 を考え る と負の conformal 　weight

が 許され る場合 もあ ります。
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まで 考 え る とそれ だ けで 無 限個 の 物理量 が存在 し ます 。 上 で は こ の 意味で 無 限

個の 場が存在 す る と言 っ て い ます 。 ）

　　しか し 、 あ る
一

つ の primary か ら無 限個の descendantを作れ るの で 、 有限

の conformal 　familyだ けで CFT に 現 われ る場 を全て 尽 くせ る場合が あ ります 。

（無 限個 の conformal 　familyが必要な場合 もあ ります 。 ）primary の ふ るま い を

決 めれ ば descendantに つ い て は Virasoro代数か ら自動的に 決 ま っ て しまい ます 。

従 っ て 、 有限個 の conf 。rmal 　familyで 尽 くせ る場 合は 、 無限自由度の 場の 理論

が 、 有限個の primary の ふ る まい を決 め るとい うあ る意味で 有限自由度の 問題

に帰着す る と言え ます 。

　 なお 、 無 限個 の conformal 　familyが必要な場合は共形不変性 を使 っ て もまだ

無 限個 の 自由度の 問題が残 っ て い る た め 、 有限個 の conformal 　familyし か ない

場合に 比 べ る と難 し く理論の 構造 も未 だ良 くわ か っ て い ませ ん 。 （た だ し 、 Vi−

rasoro 代数 に つ い て の conformal 　familyが 無限個で も更 に 高 い 対称 性が あ っ て

そ の 代数 に つ い て の primary 　fieldが 有 限個 で あれ ば有限 自由度の 問題 に 帰着で

きます 。 ）

5　 0PE と相関関数

　 有限個の conformal 　familyの み 現 われ る場合 、
　 CFT が有限 自由度 に 帰着す

る とい う
一

例 と して 4 点相 関関数 を考 え ま し ょ う。 場 の 理 論／統 計力学 の基 本

概念 として く りこ み群 と同様 に重要 （だ が 、 く りこ み 群 ほ ど有名で ない ？）もの に

演算子積展開 （Operator　Product　Expansion ，
　OPE ）が あ ります 。 これ もア イデ

ア は単純 で 、
2 つ の 異 な る点 に あ る場 が 近付 く （あ る い は遠 くか ら見 る）と 1 点

に ある何 らか の 場 と して 見なせ るだ ろ う と言 うこ とで す 。 具体 的に 書 くと 、

φ。 （x ）φδ（o）〜 Σ　CE
、
x （Acre △・一△ b）

φ，（o）

と い うこ とで す。 こ の 式 の 意味 は両辺 の 場 を含む相 関関数が
一

致す る と言 う意

味で す。 こ こ で は あま り詳 し く議論で きませ んが 、 OPE は く りこ み群 と と もに

非常 な重要性 を持 っ て い ます 。

　 OPE を使 う と、 4 点相関関数 は 2 点相 関関数 の 和 と して 書 けます 。 イ メ
ー

ジ 的に は 、
2 つ の 場 をぶ つ け る と 「中間状態」 が で きて それ が伝播す るわ けで

す。 さて 、 中間状態 （OPE に よ っ て 生成 され る場）は無 限個 あ るわ けで すが 、
　 pri−

mary の 係数 が決 まる とその descendantの 係数 は Virasoro代数か ら全て 決 ま っ

て し まい ます 。 従 っ て 、 4 点関数 へ の 中間状態 の 寄与 も primary の 係数 さえ決

まれ ば そ の descendantの 分は 自動 的 に決 ま り、 4 点関数は conformal 　familyか
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らの 寄与 の 和で 書 けます。

（φ，（X ・）φ・（X ・）φ，（X ・）φ・圓 〉＝ Σ 0墓、0島脇 。d（X1 ，
X

・，
X

・，
X

、）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e

こ こ で e は primary に つ い て の み 和 を と ります 。　 F は conformal 　familyの 中か

らの 寄与 を足 し上 げた もの で 、 共形不変性か ら自動的 に 決 ま る部分で す。 OPE
の 係数 0島は共形不変性の み か らは決 ま りませ ん が 、 こ の 有限個の 係数 を決ま

れ ば 4 点関数が 決ま る こ とに な ります 。
こ の 係数を決 め るに は共形不変性 だけ

で は足 りない の で す が 、 しば しば相関関数が 1 価関数で ある こ となど別の 情報
か ら決め るこ とが で きます 。 この よ うな要請か ら 4 点関数 を決め る と OPE の 係

数 が決 まる こ とに な ります 。

　 CFT で は共形不変性 だ けか ら全 て 決 ま る わ けで は な く、 別 の 仮 定 も必要な

の で すが し ば し ば一 見 「当 り前」 の 仮 定 か ら非 自明 な結果 が得 られ る こ とが あ

ります 。 こ れ は雑に 言 えぱ 、 無限の 自由度 に つ い て 共形不 変性 を使 っ て 既 に 制

御 して い るた め 、
「あ と少 し」 の 情報 が 非 常 に役 に 立 つ と言 え ます 。 別 の 例 と

して 、
モ ジ ュ ラ

ー不変牲が あ ります 。 こ れ は 、 周 期的境界条件 を課 し た長方形

の 系の 分配 関数 を考 え る と、 縦 と横 を入 れ換 え て も分配関数は不変で あ る と言

うもの で す 。 当 り前 と言え ぱあ た りま え な の で す が 、 共形不変性 を使 うと分配

関数 が ViraSQre代数の 指標の 和で 書 けて 、 それ が モ ジ ュ ラ ー不変性 を持 つ こ と

を要請す る と分配関数に対 して 強い 制限が付 きます 。

6　 有限サ イズ効果

　 4節で は臨界指数が Virasoro代数 の 生成子 Lo の 固有値か ら求 ま る と述 べ ま

したが 、 Virasoro代数 の 表現論だ けか ら これ が 決 まる場合 もあ ります 。 しか し 、

表現論だ けか らは決 ま らない 場合や、 あ るい はそ もそ も CFT が元 の モ デル に 適

用で きる か ど うか確 認 し た い 場合 は数値計算や厳密解か ら得 られ る有 限サ イズ

の エ ネル ギ
ー ス ペ ク トル が利用で きます 。

　 CFT に つ い て の 概念 的 な興 味 を離れ て 「実用 的」 な立場 か らは 、 可積分系

は厳密に 解け るの に わ ざわ ざ CFT を持ち出す必 要が あ るの か 、 数値計算に よ っ

て 高精度 で わか る な ら CFT なん て い らない ん じ ゃ ない か 、 とい う疑問が あるか

も しれ ませ ん 。 こ れ に 対 して は 、 可積分系 は厳密に 解 け る と言 っ て も通常全て

の 欲 し い 量が 計算で き るわ けで は な く、

一 般 に エ ネル ギ ー ス ペ ク トル が 得 られ

た として も相関関数 の 計算は難 しい の で す 。 CFT を使 う とこ の エ ネル ギ
ー ス ペ

ク トル の 情報 か ら相関 関数 を決め る こ とが で きます 。 数値計算 に つ い て も、

一

般 に 数値計算は有限の 大 きさの 系 しか 扱えな い の で （特に 臨界点で は）熱力学的
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極限で の ふ る まい を直接外挿で 知 る こ と は難 し い わ けで す。 こ の 場合 も CFT を

組み 合わせ て 使 うこ と に よ っ て 熱力学的極 限の ふ る ま い を効率的 に 調べ る こ と

が で きます 。

　 有限サ イズ ス ペ ク トル を考察す るに は 、 平面を円筒に 移す共形変換 z ＝ exp

（2π ω ／N ）を考 え るの が便利で す 。 こ の 写豫で 、 z の 複素平面が w に つ い て の 幅

N で 長 さ無 限大の 円筒に移 され ます 。 こ の 時 、 Virasoro代数の 生成子 Lo を考

え る と、 これ は平面 で は全体 の ス ケ
ー

ル 変換 の 生成子で した 。
z 平面上 で 原点

を中心 とし た ス ケー ル 変換 は 、
W で は軸方向へ の 並進移動 に対応 します。 こ れ

は 、 周期的 境界条件 を課 し た有限サ イ ズ 系 を （虚）時間方向 に 並進移動 す る こ と

を意味 しま すか ら 、
Lo は ま さに 有限系 に対す る ハ ミル トニ ア ン に 対応 す る こ

と
6
に な り ま す 。

　 従 っ て 、 有限系の （低 エ ネル ギ ー の ）エ ネル ギ ー ス ペ ク トル を調 べ る こ とに よ っ

て Lo の 固有値すなわ ち臨界指数 を決定す る こ とが で き、
こ れ か らい ろい ろな場

の 相関関数を知 る こ とがで きます 。 有名 な応用 例 と して 、 朝永 一Luttinger液体

の 問題が あ ります 。
こ れ は物性物理 と して も面白 い の で す が 、 紙数の 関係 と既

に 圖 などの 日本語の 解説 も多 い の で 省略 します 。

7　 21 世紀へ 向けて

　 結局 CFT で わ か っ た こ と は何で し ょ うか ？共 形不変姓が現 われ る と い うこ

とその もの も面 白 い し 、 ま た CFT に よ っ て 得 られ た個 々 の 結 果を挙 げ る と切 り

が あ りませ ん 。 非常 に大局的 な見地 か らは 、 CFT と い うの は
’70年代 まで に

Kadanoff
，
Wilson等に よ っ て 構築 され た く りこ み 群 と OPE を骨子 とす る場 の 理

論／統計力学の 一 種の 数学的 な実現 と見なす こ とが で きるで し ょ う。

　　く りこ み 群 と OPE 自体 は 非常 に 一般 的 な概念で す が 、
ハ ミル トニ ア ン や ラ

グ ラ ン ジ ア ン を元 に具体的に 計算で きる の は普通は摂動論に 限 られ て い ます。

CFT は 、 あ る意味で 非摂動的 な場 の 理論 を具体 的 に構成 L 、 しか もそ の 場 の 理

論 と して の 構造 が明 らか に な っ て い る わけで す 。 逆 に 、 2 次元 の 臨 界点直上 に

限 らない 一
般的な概念 と して は く りこ み 群や OPE を超 え る もの は （未 だ）出て

来て い ない とも言 え る か もしれ ませ ん 。

　 個人的に は次 の よ うに考 えて い ます 。 例 え ば相転移 とい う概念はず い ぶ ん 昔

か らあ っ た と思 い ます 。 し か し 、 統計 力学の モ デル の 枠 内で 相転移 と言 うもの

が実際 に存在す る か ど うか に つ い て は良 く分か っ て い ませ ん で し た。 1944年 に

Onsagerに よっ て 2 次元 イ ジ ン グモ デル の 厳密解が提出され た わ けで す が 、 これ

　
6
こ こ で も Virasoro代数が 2 組あ る こ とな ど正確な話 を省 い て い る の で 、正確 な話 は 文献 を

見て下 さい 。
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は実際 に 相転移 と言 うもの が統計力学 の モ デル に よ っ て 実現で きる、 とい うこ

と を示 した上 で 大きな意味が あ りま した 。 しか し、 それ だ けで は な く、 イ ジ ン

グモ デル の 厳密解 に は例 え ば ス ケ ール 不変性 と言 っ た 当時知 られ て い なか っ た

概念 も隠れ て い た わ けで す 。 もち ろん それ だ けが 役に 立 っ た わ けで はあ りませ

ん が 、 イ ジ ン グモ デ ル の 厳密解が そ の 後 の 臨界現象あ るい は現代的 な場の 理論

の発展に 果た した役割は計 り知れ ませ ん 。

一方、 現在で は く りこ み群 と OPE は

臨界現象 と場 の 理論の 基本的 な概念 とな っ て い ますが 、 こ れ らをあ る意味で 実

現 した の が CFT で あ る と思 い ます 。
　 CFT に は それ以 上 の 何か が隠れ て い るの

か ど うか は わか りませ ん が 、 将来 の 大切 な概 念 に なる何 か が潜 ん で い るの で は

な い か と （私は）期待 して い ます 。 もち ろん CFT の 重要な利点は い ろ い ろな量が

具体 的 に 計算で きる とい うこ とで あ り、 今後 も具体的 な物理 の 問題 に 適用 して

結果 を得 る こ とが期待 され ます。 しか し同時に 、 何 か潜 ん で い る （か も しれ ない ）

概念 を探 し出す こ とも大切 なの で は な い か と思 い ます 。
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