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概要

　　2 次元 平面か ら可算無限個 の 点 を除 い て で きる非単連結空 間の 中を 1個 の 量 子

力学的粒子 が （非可換 ）ゲージ場 と相互作 用 をす る量 子 系 を考察 す る ．除か れ た

可算無限個 の 点にお い て ， ゲージ場は特異で あ りうる とす る ．ゲ ージ場が 平坦な

場合 ， 粒子 の 位置演 算子 と物理 的運 動量演 算子 （速 度演算子）の 組は正準交換 関

係 （canonical 　commutation 　relations ；CCR ）の 表 現 を あた え る．こ れが CCR の

Schr6dinger表現の 直和 と同値で あるため の 必要十分条件が平 行移動子 を用 い て 確

立 され る ．ζの 場合 ， Schr6dinger表現 の 直和 に 非同値な 表現 は ， 物理的に は （非

可換な）Aharonov−Bohm 効果 と対応 して い る こ とが 示される．ゲージ群 が 1次元

ユ ニ タ リ群であ っ て ， ゲージ場 の特異点が 無限格子 L を形成 す る場合 ， （i）い ま述

べ た CCR の 表現か ら ， 量 子平 面 ， 量子 ge　Uq（sl2 ）の L2（R2 ）上で の 表現 が構成 され

る ；（ii）あ るク ラ ス の ゲ ージ場 （ペ ク トルポテ ンシ ャ ル ）に対 し て は ， 考察下の 連続

的ゲージ理論の 簡約部 分 として ， 格子空間 L 上の 量子 力学の モ デル （Hofstadter
型モ デル ）が得 られ る．

1　 序

本論文 の 考 察の 対象 は ，
2 次元 平 面 R2か ら ， 可 算無限 の 点集合

D ：＝ ｛an ＝ （anl ，
αn2 ）∈ R2　1n∈ N ｝ （1．1）

（N ＝ ｛1，
2

，3，

… ｝は 自然数の 集合）を除い て で きる非単連 結空間

M ：＝ R2 ＼D （1．2）

の 中を 1 個の 量子 力学 的粒子 が （非可換 ）ゲ ー ジ場 と相互 作 用 をす る量子 系で あ る．

ゲ ー ジ場 は 各点 an にお い て特異で あ りうる とす る ．ゲー ジ 群 と して p 次元 ユ ニ タ リ群

＊ E−mail ： arai ◎ math ．sci ．hekudai．ac ．jp
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U（p）に とる． こ の ような量 子 系の 状態の ヒル ベ ル ト空聞は ， M 上 の CP 一値ボ レ ル 可

測 関 数Ψで ル ベ ー グ測度 に 関 して 2乗可 積分 な 関数か ら形成 され る ヒル ベ ル ト空間

L2（M ・C ・

）一 ｛・ ・M → … ポ ・ ・レ醐 んll・（・）1」e・
d・ ＜ ・・｝ （1．3）

に とるの が 自然で あ る
1
． しか し

，
D の ル ベ ーグ測度は 0で あるか ら ， 実は ， 自然 な仕

方 で

　　　　　　　　　　　　　　L2（M ；cp）窪 ゐ
2
（R2 ；cp）　 　 　 　 　 （1．4）

とい う同
一

視が で き る ．

　　ゲー ジ 場 が 平 坦 な 場合 （「平坦」 の 定義 に つ い て は
，
4．1項 を参照）， 粒 子 の 位 置演

算子 と物理 的運動量演算子 （速度演算子 ）の 組 は
， L2（R2 ；CP）上 に おい て ， 正 準交換

関係 （canonical 　eommutation 　relations ；GCR ）の 覦 をあ たえ る．こ の 覯 の 物理 的興

味は次の 点 にあ る ．すな わ ち ， そ れが Schr6dinger表現 の 直和 と同値に な らな い 場合 ，

そ れ は ， Aharonov−Bohm （AB ）効果 ［1，
29

，
25］の 数 学的表 現 の ひ と つ と見 られ る ， と

い うこ とで ある ．こ う して ， AB 効果 は ， 量 子力学 の 基本 的原理 で あ る CCR とそ の 表

現論 の 観点か ら ， 明晰に 理 解 され る
2
．こ の 例 は

，
ゲ ー ジ 場に 関わ る諸 々の 物理 的現 象

を表現 論の 観点 か ら認 識 し理解す る こ との有効性 を 示唆す る
3 ．本論文の 目的は ，

い ま

言及 した CCR の 表現 の解析 と ， これ に 関連 す る側 面の 研究 に つ い て
， 主要な結果 を報

告す る こ とで あ る ［2，
3

，
5

，
6

，
7

，
9

，
10］．

　 CCR の 表 現論に お い て は ， 諸 々 の 数学的概念の 厳密な 取扱 い が必 要不可 欠で あ る ．

そ こ で
，

ヒル ベ ル ト空間上 の 線形演算子 の 厳密 な理 論や CCR の 表現論 に あ ま りな じみ

の ない 読 者の た め に ， まず ， 第 2 節で
， 基本的な 数学的概 念の 復 習 を行 い

， CCR の 表

現 論 に お け る基 礎的事 実 を述 べ る．

　 第 3節 は ， 本論文で 扱 うゲー ジ理 論 にお け る物理 的運動量演算子の 基本的性質 （本

質的 自己共役性 ， ス ペ ク トル ）と物理 的運動量 演算子が 生成 す る強連続 1パ ラメータ ー

ユ ニ タ リ群 の 叙 述に 当て られ る．

　 第 4 節で ， 上 に言及 した CCR の 表現 を論述 す る ．こ の 表現 が Schr6dinger表現 と

同値で あ るた めの 必要十分条件が 平行移動子 を用 い て確 立 され る ．こ の 場合 ， す で に

ふれ た よ う に ， Schr6dinger表現 の 直和 に 同値で ない 表現 は ， 物理 的 には （非可換な ）

AB 効果 と対応 して い る こ とが示 され る．

　
1L2

（M ；CP）の 元の 間の 相等 は次の よ うに定 義 され て い る こ と に 注 意 ：Ψ ＝ Φ ⇔ Ψ（r） ；

Φ（r）， a．e ．r ∈ M （
「 a ．e ．」 は almost 　everywhere （ほ とん ど い た る と こ ろ） の 略 で あ り，

「 a ．e．r 」

は 「ル ベ ーグ 測度 drに関 してほ とん ど い た る と こ ろ の点 r に 対 して 」 と い う意味）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 言 い換え ると ，

L2（M ；CP ）は，　M 上 の ル ベ ーグ測度 に 関して 2 乗可積分 な CP一値関数の 全 ts　L2（MiCP ）そ の もの で は

な く （L2（M ；CP）は ヒ ル ベ ル ト空間にな らな い ）， L2（MiCP ）を ， ル ベ ーグ測度に関し てほ とんどい た

るとこ ろの点で等 しい 関数どうしは 同じ もの とみなす ， とい う同値関係で割 っ て 得 られ る 同値類 の 集合
な の で ある ．なお ， p ＝ 1の 場合は ，　 L2（MiC ）＝L2（M ）と記 す．

　
2
こ の 観点は ， ［28］に お い て 示唆された．

　
3
局所カ レ ン ト代数 の 表現論的観点か らの AB 効果 の 記述 が 【16］に見られ る．
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　 第 5節で は ， ゲー ジ群 が 1次元ユ ニ タ リ群の 場合 ， す なわ ち
，

1個の 荷電粒子が磁

場 と相互 作用 す るよ うな 系を考察する．こ の 場合 に は ， さらに詳 しい こ とが わか る ．特

に
， ゲー ジ場 （ベ ク トル ボテ ン シ ャ ル ）の 特異点 が 無限格 子 を形 成す る場合 ，

い ま述

べ た CCR の 表現か ら， 量子 平面 ， 量 子Pt　Ug（sl2）（　lql＝ 1 ）の L2（R2）上で の 表 現が

構成 され る．こ れ らの表現 の 特質の ひ と つ は ， そ れ らが 非 自明 な有限次元の 不変部分

空 間をもたない とい う意味で ， 本 質的 に 無限次元 で あ る こ とで あ る ．

　 最後 の 節 に おい て ， 関連 す る主題 と して ， （i）非相 対論的 ハ ミル トニ ア ン と Dirac−

Weyl 演算子 の 解析；（ii）無 限格子 系上の 量子 力学 との 関連 に つ い て 簡単 に 述べ る ，後

者に っ い て は ， ゲ ー ジ群が 1次元 ユ ニ タ リ群 で ベ ク トル ポテ ン シ ャ ル の 特異 点 の 集 合

が無 限格子 L で あ る場合 ， ある ク ラ ス の ベ ク トル ポテ ン シ ャ ル に 対 して は ， 考察下 の

連続的ゲ ー ジ 理論 の 簡約部 分 と して ， 格子 空間 L 上 の 量子 力学 モ デル （Hofs七adter 型

モ デル ）が 得 られ る こ と にふ れ る ．

2　 CCR の 表現論 の 基 礎

　 こ の 節で は ， CCR の 表現論に お い て よ く知 られ た基 本 的 事実 を叙述す る ．序で 述

べ た よ う に ， CCR の 表現論 に おい て は
， 諸々 の 概念 の 数学的 に 厳密 な取 扱 い が本質的

に重 要で あ る ．そ こ で ，まず，い くつ か の 数学 的概念 の 定 義 を復習す るこ とか ら始 め

る
4
．

2 ．i　 基本的な概念 の 復習

　 H をヒ ル ベ ル ト空 間 とす る．咒上 の 線形 演算子 T に対 して ， そ の 定 義域 を D （T ）で

表す．

　 D （T）の 点列 ｛ψn ｝譲1 ⊂ D （T ）が liMn
→ 。 。 ψ．

＝ ψ∈ 冗 ，
　liM

。 ＿、。。
　Tψn

＝ φ∈ H をみ た

す な らば ，
つ ね に ，ψ∈ 、D（T ）か つ Tψ ＝ φが 成 立 す る と き ，　 T は 閉で ある （closed ）と

い う．閉な線形 演算子 を閉演算子 （closed 　operator ）とい う．

　 咒 上の 二 つ の 線形演算 子 T と S に つ い て ， D （T ）⊂ D （S）か つ 任 意の ψ∈ D （T）に対

して ， Tth　＝・　SiPが成 り立 つ と き ，　Sは T の 拡大 （extensiOI1 ）で あ る とい う．

　 線形演算子 T と 5が等 しい こ とは ， T ⊂ Sか つ S ⊂ T と同値 で あ る．

　 、0 を線形演算子 T の 定義bj　D （T）に 含 まれ る部分 空間 とす る ．こ の とき ， D （TD ）：＝

D
，
TDth：＝ Tψ， ψ∈ D

，
に よ っ て ，　 D を定義域 とす る線形 演算子 TDが 定義 さ れ る ．明

らか に ， TD ⊂ T ．線形演算子 TD を T の D へ の 制 限 （restriction ）または 縮 小 とい う．

　 閉 演算子 の 拡大 を もつ 線形演算子 を可閉演算子 （closable 　operator ）とい う．

　 線形演算子 T が 可閉演 算子の とき ， 次 の よ うな仕 方で線 形 演算子7が定 義 され る ：

　　　 D （T）：＝ ｛ψ∈ Hl点列 ｛ψ。｝雛 1 ⊂ D （T）と ベ ク トル φ∈ H があ っ て

4
詳 し くは ， 拙著 18］を参照 され たい ．
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ψπ
→ ψ，

Tthn→ φ（n → Oo ）｝，

Tψ ：＝ φ．

演算子T を Tの 閉包 （closure ）とい う．容易に わか る ように
，　 T ⊂ T ．

7tt の線形顯 子 Tが対称 （エ ル ミ
ー

ト）［sy   etric （Hermitian）］で ある とは ， 叩 ）
が H で稠密で あ り， すべ て のψ， φ∈ 1）（T）に対 して ， （φ，

Tψ）＝ （Tφ，ψ）が成 り立 つ と き

をい う．こ こ で ， （・，
・）は 咒の 内積 を表す．こ の 場合 ，

一
般 に は ， D （T）⊂ D（野 ）（T

＊

は T の 共役 演算子 ）で あ っ て ， D （T）＝ D （T
’

）で あ る とは限 らな い こ とに注意 しよ う5 ．

稠密 な定義域 をもつ 線形演算子 T が 対称 で あ るこ とは ， 言 い 換 えれば ， T ⊂ T ＊

とい う

こ とで ある ．

　 T が対称演算子で あっ て ， かつ D （T）＝ D （T
＊
）が成 り立 つ とき， すなわ ち ， T ＝ 　T ＊

の と き ， Tは 自己共 役 （self
−adjoint ）で あ る とい う．

注意 2．1 定義域が ヒル ベ ル ト空 間全体 で あ る有界 な対称演算子 は 自動的に 自己共役で

ある ．だ が ， 非 有界 な対 称演算子は 自己共役で あ る とは 限 らない ．非有界 な線形 演算

子 に つ い て は ， 対称性の 概念 と自己共役性の 概念 を峻別す る こ とは本 質的 に重 要で あ

る6．

　 閉な対称演算 子を閉対称演算子 とい う．

　 対称 演算子 T の 閉包 Tは 閉対称演 算子 で あ る ．こ れが 自己共 役 の と き ， T は本 質的

に 自己共役 （essentially 　self −adjoint ）で あ る とい う． また ，　 D ⊂ D （T）を稠 密な部分 空

間 とす る とき ， TD は 対称 演算子 に な る が ，
こ れ が 本 質的に 自己共役で あ る とき，

　 T は

D 上 で 本質的 に 自己共役 で あ る とい う． こ の 場合 ， Tl） ＝ T が 成 り立 っ ．

　 Bd を ♂次元 ユ ー ク リ ッ ド空 間 Rd の ボ レ ル 集合体 （すなわち ， Rd の 開集合全体か ら

生成さ れ る最小 の 完全加 法族）と し ， P（H ）を 冗上 の 正 射影演算子 の 全体 とす る．Bd

か ら P（H ）へ の 写像 E ： B → E （B ）∈ P（H ）（B ∈ Bd ）が次 の 条件 （E．1）
一
（E．3）をみ た

す と き ， 正 射影 演算子 の 族 ｛E （B ）iB∈ Bd｝を 4 次元 めス ペ ク トル 測度 また は 単位 の 分

解 とい う ：

（E1 ）E（の）＝ O
，
　E （Rd ）＝ ・　L

（E2 ）B ＝ ∪陰 1β冗 ，
　Bn ∩ Bm ＝ の（n ≠ m ）（Bn ∈ Bd

，
　n ＝ 1

，
2

，

…
）な らば ， す べ て の

　　 ψ∈ H に 対 して ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　　　　　　　　帰Lm． 　E （B ）ψ一Σ E （Bn）ψ ＝ 0・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝1

　 5
稠密 な 定義域 をもつ 線形演算子 Sに対 し て ， Sの 共役演算子 S’は次の よ うに定義 され る ．

　　　　　 D （S
’

）：＝ ｛φ∈ 7t1ベ ク トル ηφ ∈ U が 存在 して ， す ぺ て のψ∈ D （S）に対し て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔ηφ， ψ）＝ （φ，
3ψ）が成立｝，

　　　　　 s
’
φ：＝

ηφ，　φ∈ D （3つ・

（D （5
＊

）の 定義 の 条件 に い うベ ク トル ηφ
は

，
D （S）の 稠 密性 に よ り， φに対 し て ただ ひ とつ 定まる ．）

　
6
たとえば ， 以下に述 べ る ス ペ ク トル 定理 が成立す る の は 自己共役演算子 に 対 して だけ で あ る．
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こ こ で
， ll・1は H の ノ ル ム を表す ．

（E．3）任 意の Bl
，
B2 ∈ Bdに 対 して ，　E （B1）E （B2）＝ E （B1 ∩ B2）．

　 ｛E （B ）IB∈ Bd｝を d 次 元の ス ペ ク トル 測度 と し よ う．こ の とき， 任意の ψ∈ H に

対 して ， μψ（B）：＝ （ψ，
E（B）ψ），

　B ∈ Bd
，
とすれば ， μψは可 測 空 間 （Rd ，

Bd）上 の 有界

な測度で あ る ．任意 のψ，φ∈ H に対 して ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　（ψ，
E （B ）φ）−

4｛μ… （B ）
一

μψ一・（B ）＋ 幅 φ（B ）
一

蜘 ・・φ（B ）｝

が成 り立 つ こ とに注意すれ ば ， 対応 ：B → （ψ，
E （B ）φ）は 可 測空 間 （Rd ，

Bd）上 の 有界 な

複素測度 をあた える ． こ の 測度 に よ る積分 を∫（→ d（ψ，
E （λ）φ）の よ うに 表 す ．

　　自己共役演算子の 重 要性 は
， 次の 点 にあ る ．すな わ ち ， 任意 の 自己共役 演算子 T に

対 して ，
1次元 の ス ペ ク トル測度 ｛ET（B）IB∈ Bl｝が た だひ とつ 存在 して

， すべ て の

φ∈ H とψ∈ D （T ）に 対 して

（φ・
・ψ）− fR・d（ip，・E・ （・）ψ） （2．1）

が成 り立 っ
， とい うこ とで あ る ．こ れ をス ペ ク トル 定理 とい う．式 （2．1）は ， 自己 共 役

演算子 T の ス ペ ク トル 分 解 とか ス ペ ク トル 表示 とも ば れ ， 通 常 ，

T ＝ fRλdE・（λ）

と略記 され る7 ．

2．2 　 CCR の 表現

定 義 2．1d を 1 以上の 自然数 と し， 〔2ゴ，
Pj

， 」≡ 1
，

…
，
d

， を ヒ ル ベ ル ト空 間 H 上 の 自

己共役演算子 ， 1）を H の 稠密 な部分 空 間 とす る ．次 の 条件 （i）， （ii）が み た され る と き ，

｛H ，
1）

，｛（gゴ，
　Pj｝彡＝1｝を 自由度 d の CCR の 表現 とい う ：

（i）　つ 　⊂　∩託た＝1［D （9ゴPk）　∩　D （Pk　9ゴ）　∩　D （Q3　Qk）　∩　D （Pj，Pk）］

（ii）｛（2ゴ，
Pj｝1≡ 1 は ，　D 上 で CCR をみ た す ：任意 の ψ∈ D に対 して

，

［（〜ゴ，
Pk］ψ ＝ ih6jkab

，

［9ゴ，
（2，］ψ ＝ 0

，　［1「hPk］ψ ・＝ 0
， ゴ，

k ＝ 1ヂ
・・

，
（i．

（2．2）

（2．3）

　　　こ こ で ， h ＝ h／2π （h は Planckの 定 数）．

　
7H

が有限次元な らば ， 自己 共役演算子 T は エ ル ミー ト行列 で表さ れ る．こ の 場合 ， 線形代数学で よ

く知 られて い るように ， T の 相異な る固有値 をA1
，

…
，
λn ，

とし ， 固有値λ
」
に属する 固有空間へ の 正射影

演算子 を Pjとすれば，ス ペ ク トル 分解 T ＝ Σ先1 λゴ乃が 成立 す る．こ の 分解 の 無限次元 へ の
一般化が

ス ペ ク トル 定理 で あ る．
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例 2．18 （Rd）を Rd上 の 無限 回微分 可 能 な関数 で その すべ て の 偏導関数が急減少で あ

るもの の 全 体 とする （Schwartzの急減少関数の 空 間）．Rd の 点 を z ＝ （Xl ，

…
，
Xd ）の

ように 表 し ＠ゴ∈ R
， ゴ篇 1

，

…
，
d）， 変tw　Xj に 関す る一般化 され た偏微分演算子 （超関

数的偏微分演算子 ） を D ゴと記 す ．演算子 q2，pゴを 次の よ うに 定義す る ：

　　　　　　　　　D （・・）・一 ｛・ ・ L2（Rd）臨 1… （x ）12dx〈 ・・｝1

　　　　　　　　　 （9ゴΨ）（小 ＝ 魂 （・），
Ψ ∈ D （qゴ），

　　　　　　　　　D （P・）　 ＝ ｛Ψ ・ L2（R りID・Ψ ・ L2（Rd）｝，

　　　　　　　　　 PjΨ ＝ − ih・DjΨ
， 　Ψ ∈ D （Pゴ）．

こ の とき ， gゴ，pゴは 自己 共役で あ り， ｛L2（Rd ），
8（Rd ）， ｛qゴ，pゴ哮； 1｝は 自由度 d の CCR の

表 現で あ る こ とがわ か る ．こ の CCR の 表現 は Schrδdinger表 現 とよば れ る もの で ，

最 も標準 的な CCR の 表現 で あ る ．　Schrδdinger流の 量 子 力学 は ，
こ の CCR の 表現 に

基 づ くもの で あ る ，Schrδdinger表現 をあ た え る 自己 共役演算子 ％ pゴはそ れぞ れ ， 位

置演算子 ， （自由粒 子 の ）運 動 量 演算子 と よば れ る．

　CCR の Schr6dinger表現 ｛L2（Rd），
8 （Rd）， ｛qゴ，pフ｝1＝1｝に お い て は ，　qゴ，pゴの い ずれ

も非有界 演算子 で あ る．実は 一般的に次 の 事実 を証明で きる
8
：

命題 2．2 ｛H ，
つ

，｛Qi，
　・Pj・｝∫＝ ユ｝を 自由度 d の CCR の 表現 とす る ．こ の とき ， 各 」に対

して ， eゴ，
　Pjの 少な くとも一方は非 有界 で あ る。

2．3　 CCR の Weyl 形式 と von 　Neumann の
一

意性定理

　 CCR の 表現 が 二 つ あ たえ られた と き ， それ ぞ れ の 表現 に基 づ い て 展開され る量 子

力学 の 内容が 同 じ物理 的 帰結 をあた えるか どうか は物理 的 に重 要な 問 題 で あ る ．こ れ

は ， 数学的 には CCR の 表現 の
一

意性 の 問題 と関 わ る．こ の 間題 に 関す る結果 を述 べ る

た め に ， 言葉 をい くつ か 用 意す る ．

定義 2。3 ｛H ，
D

，｛9ゴ，ろ｝夢。 、｝， ｛H
，

，
D ’

，｛（21，夸｝1＝ 1｝， を CCR の 表現 とす る．こ の と

き ，
ユ ニ タ リ変換 U ；H → H ’

が 存在 して
， 演算子 の 等式

　　　　　　　　　U（2jU
一ユ ＝ （み　σ乃σ

一1
； 考， ゴ＝ 1

，

…
，
d

，

が 成立 す る な らば ， こ れ らの 表現 は （ユ ニ タ リ）同値で あ る とい う．

注 意 2．2 ヒ ル ベ ル ト空 間形式 の 量 子力学 におい て は ， 同値な GCR の 表現は （外見は

異な っ て も）同 じ物理 を記述 する ．こ の 意 味で ， 同値 な CCR の 表現 は 同 じ表現で あ る

とみ なされ る．他方 ， 同値で ない CCR の 表 現 は ， 異 なる物理 を記述 す る と解釈 され

る．CCR の 表現の 一意性の 聞題 は ，　CCR の 同値な 表現の ク ラ ス （表現 の 同値類 ）を

決定 す る問題 に 他 な らな い ．

　
8
証 明につ い て は ， た と え ば ， ［8，命題 6．7］を参照 ．
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定義 2．4H 上 の 自己共役演算子の 組 ｛qj，乃ぢ； 1
に対 して ， 次の （i）， （ii）をみ た す互い

に直交す る閉部分 空問 7ち ，
n ＝ 1

，

…
，
N

， （N は 有限 または可算無限）が存在す る とき，

｛Qゴ，
　Pj｝彩1 を Schrδdinger　d一系 とい う ［26］：

（i）咒 ＝   雛1 咒 n ．

（ii）各 Hn は すべ て の （2j　，　Pjを簡約す る
9 ．

（iii）Qj，　Pjの Hn に お け る部分 を Q！・
”）

，
　Pi　

” ）
とすれば ， 各 n に 対 して ，

ユ ニ タ リ変換

　　 〔／が π n → L2（Rd）が 存在 して
， 演 算子 の 等式

　　　　　　　　　σ
。o！・

”）
σ汀

1 ； qゴ，
σ弛弯

η）
町

1 ＝ P」， ゴ＝ 1
，

…
，
n

，

が成立 する ．

注意 2．3 ｛（2ゴ，
Pj｝∫＝1 が Schr6dinger　d一系で あ る とい うの は ， 平 た く言 え ば ， そ れ が

Schr6dinger表現 の 直和 に 同値 で あ る とい う こ とで あ る．

　 Schr6dinger系で な い
，　CCR の表現 を単 に 非 同値 表 現 と よぶ こ とに する ．

　 CCR の 表現の
一意性の 問題 を考える にあ た っ て は ， 表現 を実現 する演算子 の非有界

性 （命題 2．2）がある種の 困難 を引 き起 こ す．この 困難を避け る ひ とつ の 方法 は ， CCR
の 表現 ｛フイ，

1）
， ｛（？ゴ，

」Pj・｝彡；1｝に 対 して ， （2ゴ，
Pjか ら つ く られ る何 らか の 有界 演算子 を 用

い て CCR を形 式的 に翻訳 しなお し ， そ う して 得 られ る 有界演算子 の 代 数の 表現 に つ い

て の ユ ニ タ リ同値性 を考察す る こ とで ある ．ej，
Pjは 自己共役 演算子 で あ るか ら

，
ス ペ

ク トル定 理 に よ っ て ， ス ペ ク トル 表 示

9ゴ
＝ 孟λ晦 （λ）・

P」　＝＝ 　fRλdEpj（λ）1

を も つ ．こ れ を利 用す る と ， 演算子 解析 に よ り ， R 上 の 任 意の 有界 な 連続 関数 fに 対

して ， 冗上の 有界演算子 f（◎」），f（Pj）が

∫（e」）− fR　f（λ）dEQ ，（λ），　 f（P」）− fR　f（A）dE ・
，
（λ），

に よ っ て 定義 され る
10 ．fと して ，　f（λ）＝ eitX

，
　t ∈ R

，
を選 べ ぱ ，

ユ ニ タ リ演 算子

e
’‘Q・ ・＝ 孟曲 Eg

、（λ），　 e
’tP

」 ・＝ 　fR　eitλdEp，（λ），

　
9A

を 冗 上 の 自己共役演 算子 ，
　M を 咒 の 閉部 分空問 ，

　 PM を M 上 の 正 射影演算子 とす る．任 意の

ψ ∈ D （A ）に 対 して ，PM ψ ∈ D （A）であ っ て APA ．tip ＝ PMACb が 成 り立 つ と き ，　M は A を簡約
す る （あ る い は A は M に よ っ て 簡約 さ れ る ） と い う．こ の 場 合 sM 上 の 演算 子 AM が D （A ，Lt）＝

p （A ）∩ M
，
AM ψ　＝ 　Ath

， ψ ∈ D （AM ）に よっ て 定義され ， 自己 共 役 で あ る こ と が 示 さ れ る．こ の 自己共

役演算子 AM を A の M に お け る （簡約）部分 と い う，　M が A を簡約すれ ば ，　A ：D （A ）∩ M → M ，
A ：D （A）∩ M ⊥ 一→ルf⊥ とい う意味で ， A は M ，　M ⊥

を不変にする．だが ，
　 A が非有界な場合に は ，こ

の逆は一般には成立 しない ．これは注意を要する事柄で ある （たとえば ， ［22，
2章 ， §2．3］を参照 ）．

　
10

詳 し くは ， ［8，
第 3章

， §3．3］を参 照 ，
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が得 られ る．ユ ニ タ リ演算子の 族 ｛eitQj ｝t∈R ，｛eitP）｝t∈R は ， それ ぞ れ
，
　ej，

　Pjに よっ て

生成 され る強連続 1 パ ラ メータ ー
ユ ニ タ リ群 とよばれ る．CCR （2．2）， （23 ）をこ れ ら

の 演算子 の 関係 式へ と形 式的 に翻 訳す る と

e
’tQ

・e凪 一 ・
一瀰

・ke ‘sPke ’‘Q ・

， 　 　 　 　 　 　 　 　 （2．4）
e
’‘Q ・e

’sQk
＝ ・

’sQke ”Q
・

，
・
‘‘P

」・
凪

一 〜
sPk

・鴫
， ゴ，

　k − 1
，

…
，
d

， ・
，
t ∈ R

， （2．5）

が得 られ る
11

．こ れ らの 関係 式を Weyl の 関係 式 とい う．CCR を実現 す る演算子 の 非

有界性か ら生 じる 困難は ， Weyl の 関係式 をみ た す自己共役演算子の 組 ｛（？」，
Pj｝錐、

を考

察す る こ とに よ り回避 され る．そ こ で 次 の 定 義 を設け る．

定 義 2．5Weyl の 関係式 をみ たす 自己共役 演算子 の 組 ｛（？」，
Pj｝1＝ 1 を 自由度 d の CCR

の W 砲 1型表現 とい う．

例 2．2Schr δdinger表現 ｛9ゴッPゴ｝∫＝1 は CCR の Weyl 型表現 で ある ．こ の 事実は ， よ

く知 られ た 公 式

げ
g・Ψ）ω ＝ e

伽
・Ψ（x ），

（e
ゆ 3 Ψ）（x ）； Ψ（Xi ，

…
，
Xj ＋ んち…

，
コCd），

を使 えば ， 容易 に確 か め られ る ．

Ψ ∈ L2（Rd），
　t∈ R

，

（2．6）

（2。7）

CCR の Weyl 型表現 に 関 して は ， 次の 定理 の 意 味で
一

意性が 成 り立つ
12

：

定理 2．6 （von 　Neumann の
一

意性 定理 ）ヒル ベ ル ト空間 H は 可分 で ある とする ．こ

の とき ， Hk で 実現 され る ， 自由度 d の CCR の Weyl 型表 現はす べ て Schr6dinger　d一

系で あ る．

注意 2．4 ｛Oゴ，
Pj｝1；1 を ヒル ベ ル ト空間 H 上 で の CCR の Weyl 型表 現 とす る．も し ， す

べ て の eitQ 」
，
eisP 」

， ち5 ∈ R
，」＝ 1

，

一・
，
d

，
と可換な 冗上の 有界線形 演算子 が 恒等演算子

の 定数倍 に 限 られ る ならば
，

こ の CCR の Weyl 型 表現 は既約で ある とい う．

　 CCR の Wey1 型表現 と して の Schr6dinger表現 は既約で あ る こ とが 示 さ れ る． した

が っ て ， 定理 2．6 か ら次 の こ とがわ か る ：H が可 分の とき ， 既 約な CCR の WeyI 型表

現 は Schrδdinger表 現 と同値 で ある ．

　
1工

自己共役演算子 A に対す る 形式的な 展 開 eitA ＝ Σ譲D（it　4）
n

！n ！を用 い れば よい ．ただ し，　A が 非

有界な場合 ， こ の 展開 は限 られた部分空間上 にお い て し か成立 しな い の で ，こ うした展 開 の 積に関わ る

形式的計算の 数学的な正 し さは保証 さ れな い ．実際 ， 以 下 に 述 ぺ る定理 2，6 に よ り， Schrδdinger表現 の

直和 と同値 で な い CCR の 場合，（2．4），（2．5）は み たされな い ．

　
12
証 明につ い て は ， ［23］，［261を参照 ．
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　 CCR の 表現の
一

意性 に関 して注意 すべ きこ とは
，
　Weyl 型の 表現で はな く， も とも

との CCR の 表現 に関 して は ，
　 von 　Neumann の

一
意性定理 は一般 に は成立 しない と

い うこ とで あ る．実際 ， Schr6dinger　d一系で ない CCR の表現 ， す なわ ち
， 非 同値表現

が 存在す る ，次節以 下 にお い て考察す るゲージ理 論 に現れ る CCR の 表現は ま さに そ の

よう な表現 の ク ラス に属す るの で あ る （4 節 を参照）
13 ．

3　 物理 的運動量 演算子 の 基本的性質

3．1　 基本 的な 枠組 み

　 序で ふれ たように
， （L2 ）に よっ て あた えられ る非単連結空 間 M 上 の ゲ ー

ジ理 論で ，

ゲ ージ群が U（p）で あ る もの を考察す る ．ある 数学的な技術上 の 理 由か ら ， こ の 空 間に

関 して次 の こ とを仮定 す る ：

仮定 （M ） 各 ゴ＝ 1
，
2 に対 して ， 数列 ｛α

。ゴ｝鑑 1は 集積 点 をもた ない ．

　 こ の 仮定 に よ り， M は 開集合で あ る こ とが 示 され る ，

　 p 次 元 ユ ニ タ リ群 U （p）の リー
環 を u（p）で 表 す ． こ れ は PXp 反 エ ル ミー ト行列の

全 体で あ る ．ゲ ージ場 （ゲ ージ ポテ ン シ ャ ル ）A は
， M 上 の u（p）

一値 1形 式

A（r）：＝ Al（r）dx 十 A2（r）dy，
　 r ＝ （x ， y）∈ M

， （3．1）

に よ っ て あ た え られ る ．こ こ で ， Aゴ，ゴ＝ 1
，
2

，
は ， M 上 の u （p）一値関数で あ り， 連続微分

可 能で あ る と仮定 する，ゲ ージtZ　A か ら ， ゲ ー
ジ 場の の 強 さ （gauge且eld 　strength ）F が

F ：＝ （IA十 A 〈 ノ1 （3．2）

に よ っ て 定義 され る．こ れ は M 上の u（p）一値 2 形 式で あ る ．簡 単な計算 に よ っ て ，

FA ：＝ ∂IA2
− ∂2 ・41十 ［．4ユ ，

且2］ （3．3）

とすれば （∂1 ：ニ ∂1∂x
，
∂2 ：＝ ∂／∂y）・

F ＝ FAdx 〈 dy （3．4）

で あ る こ とがわか る．

　 以 下 ， h ＝ 1 とな る単位 系 を用 い る 。

　 M の 中をゲ ー ジtz　A と相互作用 を しな が ら運動 する量子 力 学 的粒 子 を考 え る．序

で述 べ た よ うに
，

こ の よ う な 量 子 系の 状態の ヒル ベ ル ト空 間 と して ， L2（R2 ；CP）or

　
13 も と も と の CCR の 表現 に 関 し て ，　von 　Neumann の

一
意性定理 の結論を成立させ るには ，　Qj，

Pjに

付加的な条件を課す必 要が ある ．こ の 範疇で の 基本的 な 結 果 と して ， Rellich−Dixmier の定理がある

（た とえ ば，［26］を参照 ）．
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L2（M ；CP）を と るこ とが で き る ．こ の 粒子 の 物 理 的運動量 を P ＝ （Pl，
P2）とすれ ば

，

各成分の 演算子 乃は ， L2（R2 ；CP）で 働 く演算 子 と して ，

　　　　　　　　　　　　P1 ＝ P一 紬 ，
　 P2　 ・ P2 − iA2

，

に よ っ て 定義 され る ．こ こ で ， Piは CCR の Schr6dinger表現 にお け る運動 量演算子 （例

2．1 で d ＝ 2 の 場合）で あ る
14
．

　 こ の 節で は ， Pjに 関 して ， ゲ ー ジ tz　A の 詳細に よ らな い 性質を調べ る．

3 ．2　 物理的運動量演算子 の 本質的自己 共役性 とス ペ ク トル

　 Pjが 対称演 算子 で ある こ とは 容易 にねか る ．こ れ が物理 量 で あ る こ とを保証 す るた

め に は ，そ の 本 質的 自己 共役 性 を示 さな け れ ば な らない ． こ れ に 関す る結果 を述 べ る

ために ，
い くつ か 言葉 を用意す る ，

　 p 行 p 列 の 複 素行列 の 全体 を Mp （C ）で 表 す 、　a
，
b ∈ R

，
α ＜ b と し

，
　B ： ［a ，

　b］→

M
，（C ）を閉区 間 ［a ，

b］上 の Mp （C ）一値関数で 連続 かつ 区 分 的に微分可能 な もの とす る ．

｛So ，
Sl

，
…

，
Sn ｝を ［α ，

　b］の 分割で

　　
α ニ 5 ・ ＜ s ・ ＜ 3

・ ＜ ”’く 5
− ・ 〈 5

・
＝ ゐ

農◎丕。

1・k − Sk − ・1→ °（・ → ・。），

をみ たすもの とす る．こ の とき， B に対する乗積 積分 （product　integral）nl　eB （s）dsが

　 　 　 　 　 　 b

　　　　　rl・B 〔8匹 無 ・
B （Sn ）（s ・

− Sn −1）eB （s ・ 一・）〔Sn −・
− s ・ 一・）… eB （s ・〉（s ・

’
・・）　 （3．5）

　 　 　 　 　 　 a

に よ っ て 定義 さ れ る ［12｝．

　 0 を M の 中の 連続 で 区分 的 に微 分 可 能 な 曲線 と し
， そ の 媒 介 変数 表示が 7（T ）＝

（71（T ），72（T）），
τ ∈ ［a ，

bユ（a ＜ b
，
　a

，
b∈ R ）で あ たえ られ る とす る．　 u（p）埴 1形 式 A の ，

0 に 沿 っ て の 線積 分 をfc　A と記す．区 間 ［α ，
　b］上 の u（p）

一値 関数 ：

　　　　　　　　　　 ・ → 一｛A ・（ッ（・肺 （τ）＋ A ・（7（切 楓 ・）｝

（llゴ（T ）：＝ 47
ゴ（T ）／4τ

，ゴ＝ 1
，
2）の 乗積積分

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b

　　　　　　　　　　肱 ［0］：＝ fi　e
’
｛A ・（c「（τ 恥 ・（「 ）＋A2 〔or〔T ））

’V2（T ）｝dT　　　　　　 （3．6）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a

を曲線 0 に 沿 っ て の 平行移動子 （parallel　transporter）とよぶ ．こ れは ， 物理 学の 文献

で ， 通 常 ，

　　　　　　　　　　　　　　　町 o］− PeMfcA 　 　 　 　 　 （3．7）

と表 記され る （P は
“

path−ordered
”

の 意），容易 にわ か る よ うに ，　WA ［C］∈ U（p）が成
り立 つ ．

14
演算子 T

，
S の 和 T ＋ 5の 定義域 は ， 特に断らな い 限 り，　D （T ）∩ D （S）で あ る とす る．
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注意 3．1VVA ［C］の 幾何学 的意味．点 r にお け る フ ァ イバ ー
　CP を Vr で 表そ う．曲線 0

の 始点 を a
， 終点 を b とすれば

，
こ の とき， WA 【0］は ，　A を接続形式 と して ，

　Vaの ベ

ク トル を Vbの ベ ク トル に 平行 移動 す る演算子 で あ る （た とえば ， ［15，
4 章］を参照 ）．

注意 3．2 任 意の r
，
r

’

∈ M と ゴ識 ＝ 1
，
2 に 対 して ，　Aj（r）と Ak（r

’

）が 可換 な らぱ ， す な

わ ち ， ［Aj（r），
Ak（r

’

）］＝ ＝ 　O な らば ，

　　　　　　　　　　　　　　　肱 ［c］＝ e
−
∫f・

　A

とな る．

　 D を R2 の 開集合 とす る ．D 上の CP一値 関数 で m 回連 続微分 可能 な もの の 全 体 を

0縦D ；CP）に よ っ て 表 す （m ≧ 0 ）．関数空 間 cm （1）；CP ）の 元 で ， その 台が D の 内

部に含 まれ る有界集合 となる よ うな もの の 全 体を C
，

m

（1）；CP）と記す．

　 M の 部分 集合 を二 つ 導入 す る ：

　　　　　　　　　　　 M1 ：＝ ｛（x ， y）∈ Mly ≠α n2 ，
n ∈ N ｝，　　　　　　 （3．8）

　　　　　　　　　　　 M2 ：＝ ｛（x ，
　Y）∈ Mlx ≠ a 。 1 ，

n ∈ N ｝，　　　　　　 （3．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3。10）

とお く．仮定 （M ）に よ っ て ， 各 M ゴは R2 の 開集合 で あ る．

　 点 r ∈ R2 か ら ri ∈ R2 へ と至 る直線 を Lr
；r

’ に よ っ て 表 す．

　 （x ，Y）∈ M1 （M2 ）な らば ， す べ て の T ∈ R に対 して ， （7x ，y）∈ M1 ［（x ，
TY ）∈ M2 ］

で あ る こ とに 注意 して ， Mj 上 の σ（p）値 関 数 gゴσ ＝ 1
，
2）を

　　　　　　9・（x ， 〃）・一 肱 ［五（・，、）；（x ，、）］
”

， 9・＠，9）・＝ 鴨 ［妬 ，。）、（x ，、）］
”1

， 　 （3．11）

に よ っ て 定 義する ．こ の とき ， 乗積積分 の 基本 定理 ［12，
Theorems 　2．1

，
52

，
5．3］を応用

す る こ とに よ り， gゴ ∈ C1 （Mj ；CP ）か つ

∂ゴ9」（r ）＝ 9ゴ（r）ん（r） （3．12）

で あ る こ とが 示 され る．

　 集合 M ＼M ゴの 2次元ル ベ ー グ測度は 0で あ るの で ， 関数 gゴは ， L2（R2 ；CP ）上 の か

け 算 ユ ニ タ リ演算子動を一意的 に定 義す る ：

　　　　　　（∂」Ψ）（・）・＝＝
　9i（・）W（・），

Ψ ∈ L2（R2 ；
　cp），

・ ∈ Mj ．

（3．12）を利用 して ， 次 の 定理 を証 明す るこ とがで き る．

定 理 3．1 各 Pjは 0δ（M ゴ；
CP ）上 で 本 質的に 自己共役で あ り， 演算子 の 等式

　　　　　　　　　　　　　Pj一 ρノPゴ9ゴ， ゴ＝ 1
，
2

，

が 成 り立 つ ．

（3．13）

（3．14）
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証明 （概略） まず ， （3．12）に よ っ て
， 任意 の Ψ ∈ 06（M ゴ；

C ，

）に 対 して ，

PjΨ ＝ ∂∫
1P

ゴ（9」Ψ） （3，15）

が 成立 す る．ユ ニ タ リ演 算子ρゴは oa（Mj ；CP）か らそ れ 自体 へ の 全 単射で あ る　他方，

Pjが OS（Mj 　l　CP）上で 本質的に 自己共役で あ る こ とを示 すの は そ れほ ど難 し くな い ．ゆ

えに
， （3．15）は ， Piが σ訌M

ゴ；CP）上 で本質的 に 自己共役で ある こ と を意味 する ．こ れ

が ひ とた び わ か れば ，
ベ ク トル 方程式 （3．15）に現れ る 両辺 の 演算子の 閉包 を考察す る

こ とに よ り ， 演算子 の 等式 （3．14）が得 られ る．■

　 定理 3．1 か ら
， 自己共役演算子Pjの ス ペ ク トル の 性質が わ か る ．自己 共役 演算子 T

に対 し て ， そ の ス ペ ク トル ， 絶対連 続ス ペ ク トル
， 特 異連 続 ス ペ ク トル

， 点 ス ペ ク ト

ル をそ れぞ れ ， σ （T），
σ

。 。 （T）， σ
、 c （T ），

σ
p（T ）で 表 す．

定理 3．2 各 ゴ＝ 1
，
2 に対 して ，

σ（Pi）＝ σ
。，（乃）＝ R

，
σ

、c（P」）＝ σ
，（乃）； の． （3．16）

　証 明 （3．14）に よ り， σ ＃（Pj）＝ σ
＃（Pj）．他方 ， よ く知 られ て い るよ うに ， σ （pゴ）＝

crac（pゴ）＝＝ R
，

σ
，c（Pj）＝ σ

p（Pj）＝ の．ゆ え に
， （3．16）が 成立 す る ．■

3．3　物理的運動量演算 子 が生成 す る強連 続 1 パ ラ メ ー タ ー
ユ ニ タ リ群

　 定 理 3．1 に よ り，物理 的運動量演 算子 の 閉包 Pjは 自己共役で ある の で ，
これが生 成

す る強連続 1 パ ラ メータ ー
ユ ニ タ リ群

男ω ：＝ ε
壱嶋

，　オ∈ R
， （3．17）

を 考え る こ とが で きる．

定理 3．3 すべ て の Ψ G 　L2（R2）と t ∈ R に対 して
，

（T 、（t）Ψ）（x ， ・）一 剛 ゐ
（x ＋t，y ）糊 ］蜘 ＋ ちy），

・ ．e ．（鋤 ・ R2
， （3。18）

剛 Ψ〉＠，〃）一 肱 ［L（。 ，、＋ 幗 ］Ψ（・ ，y ＋ t），
・．・．圃 ・ R2． （3．19）

証 明 ［5 ，
Theorem 　2．2】の 証明 を参照 ．■

注意 3．3 注意 3，1 を考慮す る と ， （3．18）は 次の よ うな幾何学的意味を もつ ：a ．e ．（x ，y）∈

R2 に 対 して ・ （処 ωΨ）（・ ， y）iま・ 恥 翩
の ベ ク トル 如 ＋ t

，
　Y）を直線 妬 ＋ t

，、）、（。 ，、）に沿 っ

て 平行移動 して得 られ る ， 巧鋤
の ベ ク トル を表す．式 （3．19）に つ い て も 同様 ．
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　 定理 3．3 を用 い る と
，
Tl（5）と T2（t）の 交換関係を求め る こ とがで きる ．そ の 結果 を

述べ る た め に い くつ か の 対象 を導入 する ．

　 実数 t
，
s に対 して ，

　　　 M
・，t ・＝ ｛＠，の ∈ R21・ ≠ ・ n ・ 、

・n 一 s
，
　y ≠・ n 、，

an 厂 t
，
　 n ∈ N ｝　 （3．20）

とお く．M
、，tの 点 （x ，Y）を出発 して ， （x ，y）→ 　（x 十 s

，y）→ ＠十s
，y 十 t）→ （x ，y 十 t）→

（x ，y）の ように点 （x ，y）に もどる ， 長方形 の 閉曲線 を 0
。，y；。，t とする （図 1 を参照 ）：

　　C
・ ，… ，

t ・ ； 　L （x ，y）；（x ＋ ・
，y）

。 五
（・ ＋蝋 ・ ＋・

，y＋t｝
。 五

〔x ＋51 嗣 、（x ，Y＋亡）
O ゐ（x，y＋の，（x，y）．　　　（3．21）

（x ，y ＋ t）

（x ， y）

（x 十 s
， タ十 t）

（x ＋ s
，y）

　　　　　　　　　　図 1： 閉 曲 線 0（x ， Y；s ，
t）（s ，

t ＞ 0 の 場合）

　 こ の 閉曲線 に 対応 して ， M
。，t上 の U（p）埴 関数 を

　　　　　　　　　鴨 （x ，y）＝ 肱 ［o＠，y；s ，
t）］， （鋤 ∈ M 、，t，

に よ っ て 定義す る こ とが で きる （＠，y）∈ M 、
，
tな らば ，　C（x ，y；s ，

t）は D と交わ らな い

こ とに注意 ）．任 意の s
，
t ∈ R に対 して ， 鴨 は M

。
，
tt の U（p）埴 連続 関数で ある ．

　 集合 R2 ＼M 。，オの 2 次元ル ベ ー グ測度は 0 で あ るか ら， 関数 鴨 に よるか け算演算

子 は L2（R2；　CP ）上 の ユ ニ タ リ演算 子 を
一

意的に 定義 す る ．こ の ユ ニ タ リ演算子 を噸
で 表す ．

定理 3．4 すべ て の s
，
t ∈ R に 対 し て

，

　　　　　　　　　　　　 鵯 鶤 （s）T2（t）＝ T2（t）T，（s）

が成立する．

（3．22）
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　 g1，g2を 自由度 2 の CCR の Schr6dinger表現 に お け る位置演算子 とする （例 2．1で

d ＝ 2 の 場合 ）．そ れ ぞ れ が 生成 す る強連続 1パ ラ メ ター ユ ニ タ リ群を

Sゴ（の：＝ ε
吻 丿

， 　t ∈ R
， ゴ＝ 1

，
2

，

と しよう．こ れ らと Tj（t）の 交換関 係 は次 の 定理 に よ っ て あた え られ る ．

定理 3．5 す べ て の s
，
t∈ R に 対 して

Sj（5）Tk（孟）＝ ε
一iδ

」

・
kstTk

（オ）53（5 ），　ゴ，
　k ＝ 1

，
2．

（3．23）

（3，24）

4　 ゲ ー ジ 理論 に お け る CCR の 表現

4．1　 一 般的構造

　 容易 にわ か る ように
， 03（M ；CP）土で 次の 交換関係 が成 り立 っ ：

［qゴ， 用 ＝ 晦 ， ［P、，
P 、］＝ − FA． （4．1）

こ れか らわ か る よ う に ， も し ， FA ＝ 0 （これ は F ＝ 0 と同値）な らば ， 演算子 の 組

｛gゴ，
Pi｝1己 1は 03（M ；CP）上 で CCR をみ たす ．

　 とこ ろで ， 微 分 幾何 学で 知 られ て い る よ う に ， F ＝ 0 の とき ， A は （M 上 で ）平

坦 （且a七）で あ る とい われ る．

　 すで に 見 た よ う に ， Pjは 自己 共 役で あ る ． こ う し て 次 の 事実が確認 され る ：

命題 4．1

　　　　　　　　　・… 一 ｛L2（R2 ；cp），
08（M ；cp）， ｛％ 為｝1。 、｝　 　 　 （4．2）

が 自由度 2 の CCR の 表現で あ るための 必 要十分 条件は ，
　 A が 平坦で あ る こ とであ る ．

注 意 4．1A が 平坦 の 場合で も，M が非単連結 であ る ため に ， 考察下の ゲ ージ 理 論は 自

明な もの に なる とは 限 らな い （後 の 注意 4．3 を参照 ）．

　 命題 4．1 に よ り， A が平坦 な場合 ，
π A は 自由度 2 の CCR の 表現 をあたえ る．そ こ

で
， 次 の 間題 は ，

こ の 表現が Schr6dinger系で あ るため の 必 要十 分 条件 を求 め る こ と

で あ る ．そ の ため に は ， von 　Neumann の
一

意性定理 に留 意 し ， ｛9」，
　Pj｝1＝ 1

が CCR の

Weyl 型 表現 に なる ための 必要十分 条件を考察すれ ば よい ．

　 定 理 3，4 と定理 3．5 か ら次の 定理 が 得 られ る ．

定理 4．2 ｛9b　Pj｝1； 1が CCR の Weyl 型 表現 に な るた め の 必 要 十分条 件は ， す べ て の

s
，
t∈ R に対 して ， 噸 ＝ ＝　1が 成立 す る こ とで あ る ．
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注意 4．2 定理 4，2 に お い て は ， A が 平坦 で あるこ とを仮定 する 必要 はない ．

定理 4．2 か ら次の 結果 が得 られ る．

定 理 4．3A は 平坦 で あ る とす る．こ の と き ，　CCR の 表現 lrA が Schr6dinger　2一系で あ る

た めの 必要 十分 条件は ， すべ て の s
，
t∈ R に対 して ，噸 ＝ ∫が 成立 す る こ とで あ る ．

　 こ う して ， CCR の 表現 π A が Schrδdinger　2一系 で あ るか 否 か は
， 閉曲線 0（x ，y；s ，

t）
に対 す る 平行移動子に よ っ て 完 全に 特徴 づ け られ る．

注意 4．3A が 平坦で ，　R2全休そ連続 微分 可 能 で あ る場合 は ， すべ て の s
，
t ∈ R に対

して ， 鴫 ＝ 」とな る こ とが 示 さ れ る ． した が っ て ， こ の 場 合 は ， CCR の 表 現 πA は

Schrδdinger　2一系に な り，
こ の 表現 か ら展 開され る 量 子 力学の 内容は 自由粒 子の 理 論 と

同等 にな る ．ゆ えに ， CCR の 表現 πA に よ っ て 展開 され るゲー ジ理 論が 非 自明で ある た

め に は ， ゲ ー ジ場 A が D の 中の 少 な くともひ と つ の 点 で 特 異で ある こ とが 必 要で あ

る ．実際 ， そ の よ うな ゲー ジ場 A で CCR の 表 現TA が Schr6dinger　2一系で な い もの は

た くさん 存在す る （以 下 の 5。3項お よび ［5， §V］を参照 ）．

4．2　 AB 効果 と の 照応

定理 3．4 よ り， す べ て の s
，
t ∈ R とΨ ∈ L2（R2 ；CP）に対 して ，

（T，（s ）T2（t）Ψ）＠，y）　・＝ 鴫 （・c， 〃）
− 1
（乃觚 （・）Ψ）（吻 ，

・ ．e ．＠，y）． （4．3）

注意 3．3 に よ っ て ， 左 辺 （右辺 ）は ， V
（。 ＋ 。，y＋ t｝

の ベ ク トル Ψ（x 十 8 沼 十 t）を 曲線

L
（x ＋ ，，y＋ t）；（x ＋、，y）

oL
（x ＋、，Y）；（x，Y）（L （x ＋。，y＋り；（＝，Y＋の

oL
（x ，y＋t）、＠四））に 沿 っ て 平 行移動 して

得 られ る ベ ク トル を表す ．式 （4．3）は ， こ れ ら二 つ の 平行移動 に お ける ， 波動 関数Ψの

位 相 の ず れ がユ ニ タ リ行 列 唱 （x ，y）
− 1に よ っ て あ た え られ る こ とを示 して い る ．他 方 ，

A が平坦で あれ ば ， M の 中に 存在 す る量子 力学的粒子 は ゲ ージ 場の 強 さ F （p ＝ 1の

場合で 言えぱ ， 磁場 ）とは相互 作用 を しな い ． しか し ， こ の 場合 で も ， 膿 ＠， y广
1
は ，

恒等 的に単位行 列で あ る とは 限 らず ， 非 自明な位相の ずれ をあ た え う る 。こ の 意味で

の 非 自明な位相 の ずれ の 生起 に 対応す る現象 は ， AB 効果 とよ ば れ る
15 ．

　 定 理 4．3 は次の こ とを意味する ：AB 効果 は CCR の 表現 πA が非 同値 な 表現 （非

Schr6dimger　2一系の 表現）とな る場合 に よ っ て 記述 され る ．

　
15

こ の 効果 は，本来 ， 磁場 と荷電 粒子 の 相互作用 に関わ る 量子力学的現象 で あ り，理 論的 に は
， p ＝ 1

の場合の ゲージ 理 論，すなわち，U （1）一ゲ
ージ理 論に よ っ て 記述 され る ［1，

29
，
25］．AB 効 果 の 実験的 な

側 面 に っ い ては，たとえば，［24］の 6章 ， 7章を参照 ．だが ， こ こ で は，こ の概念 を一
般 の ゲージ 理 論

へ と拡張 し て 用 い る．そ うする こ とに よ り，たとえば，ク ォ
ー

クに関す る
“ AB 効果

”

を語る こ と も可能

にな る で あ ろう．
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4．3　 平行移動子 の 条件

　 すべ て の s
，
t∈ R に 対 して

，　vi・
「s，

　＝ 　1が成立す る条件を計算 しや すい 別 の形 に言い

換 え るこ とを考 え る ．

　中心 が a
・ ・ 半径が ・ ＞ O ・ 始点 と終点 が r （1・ 一

・nl ・一 ・）の 円周 を 0∫（・n ）で 表 す
（回 る向 きは反 時計 回 りで ・ そ の回数 は 1阿とす る ）版 定 （M ）に よ り，

δ・

  凝臨，NI
・・

一
・

・ 1・ 0・

次 の 事実 を証 明で き る ．

定理 4．4 す べ て の s
，
t ∈ R に 対 して ， 鵯 ＝ 」が成 り立 つ ための 必要十分条件は ，

　A
が 平坦で あ り ， か つ 定数 6 ∈ （0，

60）と lrn− a
。 ト εを み た す rn ∈ R2 が存在 して ， す

べ て の ε く δに対 して ，

　　　　　　　　　　　　　WA ［0雲
π

（a胡 ＝ ∬
，
　 n ≧ 1

，

が 成立す る こ とで ある ．

　 こ の 定理 は ， 乗積積 分 に 関 す るい くつ か の 結果 を援用 す る こ と に よ り証 明 され る

（［5， §III｝を参 照 ）．

　 定 理 4．3 と定理 4．4 か ら次の結果 を得 る．

定 理 4 ．5A は 平坦 で ある とす る．こ の と き，　CCR の 表現 π4 が Schf6dinger　2一系で あ

る た めの 必要 十分条件は ， 定数δ∈ （0，
60）と 「rn − anl ＝ εをみ た す rn ∈ R2 が存在 し

て ， すべ て の ε ＜ δに対 して
，

肱 ［o野（an ）］＝ ・　 1
，
　 n ≧ 1

，

が 成立 す る こ とで あ る ．

注 意 4．4 ゲー ジ 場が 平坦 な 場合 ， ゲー ジ 場の 強 さの 成分 凡 は D の 部 分 集合 に 集 中 し

て い る ． した が っ て ， FAは
，　R2 上 の CP一値超関数 としては ， 点 a

． 1n 　＝ ＝ 1
，
2

，

…
，
に質

量 をも つ デル タ超 関数 とそ の 微 分 の
一

次結合で 表 され る． こ れ は
， 物 理 的 には あ る 種

の 理 想化 とみ な され る ． しか し， FAの 存在 す る領 域が孤 立 点の 集合で は な く， 正 の ル

ベ ー グ測度 をも つ 開集 合 で あ る場 合 に も ，
こ の 節 の 考 え方 をす こ し変形す る こ とに よ

り ， CCR の 表現論の 観点か ら AB 効果 を考察す る こ とは 可 能で あ る．こ の 方 向の 研究

は ， p ＝ 1 の 場合 ， ［17］に お い て な され た．
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5　σ（1）一ゲ
ー ジ理 論の 場合

　 こ の 節で は ， p ＝ 1の場合 （U（1）一ゲ
ー ジ理 論），すなわ ち ， 1個 の 荷電粒子 が磁 場

と相互 作 用 を す る量 子 系の 場合 を考 察す る ．こ の場合 ， M 上 の 磁場 B は

B ＝ iFA ＝ ゴ（∂・A ・
一∂2A 、） （5ユ）

に よ っ て あた え られ ， 磁 場 の ベ ク トル ボテ ン シ ャ ル は （iA ，，
iA2）であ る （iAjが実数値

関 数 とな る こ とに注意）．

5．1　 CCR の 表現 と磁 束 の 局 所 的量 子 化

p ＝ 1 の 場合 ， 曲線 σに対す る平行移 動子 は ，

WA ［o］＝ 〜蚓 σ］

と書 ける ．た だ し，

　　　　　　　　　　　　　　　ΦA ［o］・− if
。

A

で あ り，
こ れは物理 的には ， 0 の 内部を貫 く磁 束 を表す ． したが っ て ，

噸 ； ・畷   s
，
t ∈ R

（5．2）

（5．3）

（5．4）

ただ し，

　　　　　　　　　　　　 ¢ e
，
、（・ ，

　y）・＝ ¢
”

［0 （・ ， Y；・
，
オ）］．　 　 　 　 （5．5）

ゆ えに ， すべ て の s
，
t ∈ R に 対 して ， 囎 ‘

＝ 1が成立 す る こ と と実数値関 数Φ轟が す べ

て の s
，
t ∈ R に 対 して ， 2π Z一値で あ る こ と とは 同値 で あ る．後者が成 立 す る と き

， 磁

束は 局所的に量子化 されて い る とい うこ とに す る．こ の 概念を 用い る と， 定理 4．3 は次

の よ うに 言い 換 え られる ：

定理 5．1A は平坦で あ る と き ，　CCR の 表現πA が Schr6dinger　2一系で あ るた めの 必 要十

分条件は
， 磁束 が局所的 に 量子化 され て い る こ とで あ る ．

5 ．2　 既 約性

　 U （1）一ゲ
ー ジ 理論の 場合 は ， CCR の 表現 πA に つ い て ， ある種 の 既約性 を証 明 す る

こ とが で きる．こ の こ とを 正確に述 べ る ため に言葉 を用 意す る．L2（R2）上 の 有界線形

演算子 の 全体を B （L2（R2 ））で 表す．

　 演算子 の 集合

　　　　　　　　　　　　　　　」CA ：＝ ｛qj， 乃｝夛＝ 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．6）
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に 対 して ， そ の 弱可換 子集合 （weak 　commutant ）が

　　Lk ・一 ｛T ∈ B （L2（R2 ））1（T Ψ
，
5Φ）＝ （TS Ψ

，
Φ），

Ψ
，
Φ ∈ 0ぎ（M ），

　S ∈ L 。｝ （5．7）

に よ っ て 定 義 さ れ る ．また ，
ユ ニ タ リ演算子の 集合

WA ・＝ ｛5ゴ（t），乃（t）lt∈ R
， ゴ＝ 1

，
2｝ （5．8）

の 可換子代 数

　　　　　　　　　yvA ・＝ ｛T ∈ B （L2（R2））ITS− ST
，
　S ∈ ）・v。｝　 　 　 （519）

を導入 す る． こ の と き ，

　　　　　　　　　　　　　　　　 W 急⊂ 紘　　　　　　　　　　　　　（5．10）

で あ る こ とは容易 に わか る ．演算子 の 集 合 LA
，
）／VAは次 の定理 に述 べ る意 味で既 約で

あ る ．

定理 5．2 （［21］）L気＝ 》鵬 ＝ CI ．

　 こ の 定理か ら ， CCR の 表現 TA が Schr6dinger　2一系で あ る場合 （した が っ て ，
　Weyl

型で ある場合）， それ は既 約で あ り， ゆ えに
， Schr6dinger表現 ｛％ pゴ｝3＝1 に 同値で あ

る． こ の 事実 と定理 5．1 を合わ せ ると次の 結果 が得 られ る ，

定理 5．3A は 平坦で あ る と き ，　CCR の 表現 rrA が Schr6dinger表 現 に 同値 で あ るた め

の 必要 十分 条件は ， 磁束が 局所的 に 量子 化 され て い る こ とで あ る ．

5．3　 非同値表現 の 例の 構成

　 磁 束が局 所 的 に量 子 化 され て お らず ， しか も平 坦 で あ る ベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル は ，

実際 ， 無限 に 多 く存在 す る こ と ， した が っ て ， Schr6dinger表現 に 同値で な い CCR の

表現 πA （非 同値表現 ）が 無数 に存在 す る こ とを示 そ う．

　 点 an に 対応 する複 素平 面 の 点 を α n
＝ α n1 ＋ ia

。 2で 表 し
，

　　　　　　　　　　　　　　　M ：＝ C ＼｛α
n ｝鍵1 　　　　　　　　　　 （5．11）

とお く．1α11 ≦ ia21≦ … と仮定 して
一

般性 を失わ な い ．仮定 （M ）に よ っ て ， 1α。 1→

oo （n → ◎○）で あ る．各 n に対 して
， 関数

　　　　　　　　Pn（の 一 識 ・ 讒 ）
・
＋ ・

…

（畿 ）
・

を考 える．こ こで ， 砿 ∈ N
，

cn ，」∈ C （ゴ＝ 1
，

… kn）は任意の 定数で あ る．Mittag−LeMer
定理 に よ っ て ， 次の 性 質 （i）， （ii）を も つ 有理 型 複素関数 ∫（x）が 存在す る ：
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（i）fは M 上で 正 則．

（i三）z ＝ an にお け る fの主 要部 は Pn（1）で あ る ．

この 関数 fを用い て ， Al
，
　A2 を

Al （x ， y）＝ 一倫 ∫（x 十 吻），　 A2 ＝ − inf （x 十 iy）， （5．12）

に よっ て定義す る．こ の とき ， fに 対する コ ー
シ ー一リーマ ン方程式は ，

　M 上 で の 方程 式

　　　　　　　　　　 ∂1五・
一∂・ム ー 0

，
∂，A ・ ＋ ∂・且・

− 0
， 　 　 　 （5，13）

を導 く． した が っ て
， 特に

， A ＝ Aidx 十 A2dy は 平 坦 で あ る ．さ らに
， 留 数 定 理 を応 用

す れ ば ，

　　　　　　　　Φ艶 ワ）− 2・ Σ se・・
。 ，・　7 （x ，y）∈ M

。，t， 　 　 （5．14）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 an ∈D （x ，y ；s コt）

で あ るこ とが わ か る ．こ こ で ， D （x ， g；s ，
t）は 0 （x ，Y；s ，

t）の 内部領域 を表す． した が っ

て
， 況転 1が 整数 とな らな い n が ひ とつ で もあれ ば ， 磁 束 は局 所 的 に 量子 化 され な い ．

こ う して
， 各特異点 an におけ る磁束の 値の 取 り方 に応 じて ，

　CCR の 非 同値表現が無 限
に 多 く存在す る こ とが わか る．

5．4 　 量 子 平 面 ， 量 子 群 の 表 現

　 ω 1 ＞ 0
，
ω 2 ＞ 0 を定 数 と して ， 集合 D が 無 限格子

　　　　　　　　　L（ω ・ ・
w2 ）・＝ ｛9 叩

・＝ （rn ω ・，
・ω 2）IM，

・ ∈ Z ｝　 　 　 （5．15）

の場合 を考 え よう．

　　　　　　　　　　　　　　 Ωm ，n ＝ rn ω 1 十 inw2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．16）

と し ，

　　　　　　　　　　　　　 ML ・＝ C ＼｛Stm，n ｝m ，n ∈z 　 　 　 　 　 （5．17）

とお く．ML で 正 則な有理 型 関数 fで ， 点Ωm ，η に お け る留数の 実部が m
，
n に よらず

一
定

の 値 c をとるも の を任意 に 選ぶ 16 ．5．3項の 例 と同様に ， （5．12）に よ っ て ， A ，，
A2 を定義

す る．D ＝ L（Wl ，
ω 2）の 場合の 集合 M

。 ，，　e　M9 ，t としよう．こ の とき， （5．14）によ っ て
，

　　　　　　　　Φ轟（・ ， の 一 2π ・ Σ 1
， ＠， y）∈ M ま，

，

　　 　　　　 　　　　 　　　　　 nm ，．∈D （Xty ；s，t）

　
16

こ の ような関数 ∫の 典型 的 な 例 と して は
， たとえば ， Ω

  In ，
m ，n ∈ Z

，
に特 異点をもつ Weierstrass

の ゼー
タ関数 の 定数培 があ る．
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とこ ろで ， 任 意の （x ， y）∈ M81
μ 、

に対 して ，　D （x ，y；ω 1，
ω 2）は L＠1，

ω 2）の 点をただ ひ

とつ だ け含む ． したが っ て ，

　　　　　　　　　　 Φ島，。，剛 一 2・ ・
， （・ ，y）∈ M8

、，
。

、

．

ゆえ に
，

　　　　　　　　　　　　　 U」（・）・＝ 男＠ゴ）・ ゴ＝ 1
，
2

， 　 　 　 　 （5．18）
とおけ ば ， 定理 3。4 と （5．4）に よ り，

　　　　　　　　　　　　 σ・（・）U・（・）イ
2
吻 ・（・）σ・（・）　 　 　 　 （5．19）

が得 られ る ．こ れ は ， π
、

：＝ ｛Uj（c）｝1＝ 1 が ， 変形パ ラ メ ー
ター

g ＝ 　 e
−2π‘C

の 量子 平 面 （回
転代 数）の ユ ニ タ リ表現 で あ る こ とを示 して い る17．こ うして ， 量 子平面の ユ ニ タ リ表
現 の 1 パ ラ メ ーター族 ｛π

， ｝，∈R が構成 され る．容易 に わ か る よ うに
，

c ≠c
’

な らば ， π
。

とπ ct は ユ ニ タ リ同値で は ない ．

　 定理 3．2 とス ペ ク トル 定理 を用い る こ とに よ り， 次の 事実 を証 明で きる ．

命題 5．4 任 意 の c ∈ R に 対 して ， π c
一不変な ， L2（R2）の 非 自明 な 有限次元 部分 空間は

存在 しな い ．

　 こ の 命題 は
， 表現π

。
の 任意の 既約成 分が 無限次元で あ る とい うこ とを意味す る．こ

う して ， 量 子 平面の 表現π
，
は 本質的に 無限次元 で あ る こ とがわか る ． したが っ て ，

こ

れ らは ， ［30，
20］に お い て 論 じ られ た量子 平 面の 表現一 こ れ らは 有限次元 表現一 と 同

値 で はな い 。こ の 意味で も表現7r
。 は興味深 い ．

　量 子 平面の 表現が あたえ られる と ， こ れか ら量 子 群 Uq（sl2 ）の 表現を構成す る方法

が あ る ．詳細 に つ い て は ， ［7］を参照 され たい ．

6　 他の 側 面

　 最後に ， こ の 論文で 考察 した ゲー ジ理 論の もつ 他 の 側面 や 発 展 性 に つ い て 簡単 に ふ

れ て お く．

6．1　非相対論的 ハ ミル トニ ア ン と Dirac−Weyl 演算子 の 解析

　 A が 平坦 で あ り， CCR の 表ee7rAが 非 同値表現 で あ る場合 に ， こ れを用 い て 展 開さ
れ る量子 力学 の 内容が どの ような もの で あ る か を探 究 す る こ とは興味が あ る

18 ．こ の よ

うな探究 の 重 要 な対象 と して ， 表現 TA に 付随 す る非相対論的ハ ミル トニ ア ン

　　　　　　　　　　　　　　H ・＝ 素（坪 ＋ 瑠）　　　　　　 （6．1）

　
17

量子平 面や以下 で言及 す る量子群につ い ては，たとえば ， ［19］を参照 ．

　
18

πA が Schrδdinger　2一系 で ある場合 は ，
こ れか ら定義さ れ る量 子 力 学 の 内容 は ， 自由粒子 の 理論 と同

等 で あ る ．
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と Dirac−Weyl 型演算子

　　　　　　　　　　　　　　P ＝ σ1   ・P1十 σ2   P2　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．2）

が あ る ．こ こ で
，

m ＞ 0 は質量パ ラ メ ーター
， σ 1 ，

σ2 は パ ウ リ行列 で あ る ．

　 H に関 して は ， Aj ∈ 0♂（Mi 　CP）ゴ＝ 1
，
27で あ っ て ，　CCR の 表現 7T

’
A が Schr6dinger

2一系で ない 場合 ， H は 0訊MCP ）上 で本 質的 に 自己共 役 で な い こ とが わか る ［4］． し

た が っ て ，
こ の 場合 ， H の 0舐 M ；CP）へ の 制限 H   。 ：＝ E σ訊 MICp ）

は複 数の 異な る

自己共役拡大 を もつ 可能性が ある ．そ こ で ， H に 関 す る基本的な問題 の ひ とつ は ，

（H ．1）Hminの 自己共役拡大 をすべ て 決定 する こ と

で あ る ．こ れ は未解決 問題 で あ る ．

　 Hminの あ る意味で 自然 な 自己共役拡大 は容 易 に見 い だ す こ とが で きる ．実際 ，
ヒ ル

ベ ル ト空 聞上 の 2 次形式 の 理 論 （た とえば ， ［27， §VIIL61）を応 用する こ とに よ っ て ，

　　　　D （IEi　
1／2

）− P （瓦）∩ 嘔 ）， 　 　 　 　 　 　 　 （6。3）

　　　　（π
1／2・

，
万・／・

Φ）一素｛（Pi・ ，
P・・）嘔 ・

，
P2・）い … （互

・／・

）， （・．4）

をみ たす非負 自己共役 演算子 H が た だ ひ と つ 存在す るこ とがわ か る ．こ れ は
，
H の ひ

とつ の 自己共役拡大 をあたえ る． こ の 場合 ， 興味あ る問題 と して 次の も のが ある ：

（H ．2）H の ス ペ ク トル を同定せ よ．

（H ．3）e
− tH

の 積分核 （熱核 ）e
−tH

（r ，
r

’

）の 存在 を示 し
， その t → 0 に お ける漸近 展 開 を

　　 求 め よ ．

Dirac−Weyl 演算子 p に関 して は ， 次の 間題 が 完全 に解か れ る こ とが 望 まれ る ：

（D ．1）〃 は本質的に 自己共役で あ るか ？

（D ．2）iPの ス ペ ク トル解析 ．特に ，　pの 零 エ ネル ギー
状態 の 同定 ．

間題 （D ．1）は ， ゲ ー ジ場 が特異 性 をも ち う るた め に ， 全 然 自明で はな い ．（D2 ）に つ い

て は ， p に よ っ て 記述 され る超対称 的量 子力学 を考察 する上 で特 に興 味 が あ る．こ れ ら

の 問題 に 対す るい くつ か の 部分 的解答は ［3，
61におい てあた え られ た ．特 に ， A の 特異

点の 数が N 個 （N 〈 QQ ）の 場合 ，
　iPの あ る 自己共役拡大の 零 エ ネル ギー状 態は非 自明な

縮退 を もち ， あ る付加 的な条件 の も とで ， そ の 縮退 度は ， N → OQ の とき ， 無限大 に

な る こ とが示 され る ．こ う した数理 的構造 に対 応す る物理 現 象 （AB 効果 に付 随 して

起こ るべ き物理 現象 ）が 何か あ るはずで あ るが ， そ れ が ど うい うもの で あ るか ，
い ま

の とこ ろ ， 筆者 に は わか らな い ． ご 存知 の 方 は教 えて い た だ け れ ば有 り難 い ．
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6．2　無限格子系 との 関連

　 通常 ， 無限格子 上の 量 子系の モ デ ルは
， あ る種の 物理 的描像に基づ い て ， 何 らか の

特別の 仮定を手で い れて つ くられ る ．量 子 力学 の 原理 に基 づ い て ， あ らゆ る現象 を論
理 的に 首尾

一
貫 した 形で 厳密 に認識 しよ う とする観点 か らは

，
こ の よ うな状 況 は 明 ら

か に 不満足 な もの で あ る ． したが っ て ， こ の よう な観点か らは ， 連 続 的な空 間上 の 量
子力学か ら格子 系の モ デル が 自ず と派生 す る機 構が 存在す る か どうか を調 べ る こ とは

重要 で あ る． こ の 論 文で 考察 したゲ ー ジ理 論 に 関 して は ， 少 な く とも ， p ＝ 1 の 場合
に は ， そ の よ う な機 構が 実際存在 す る こ とを示 す こ とが で き る ．以 下 ， そ の 概 略 を述
べ る．

　 U（1）一ゲ
ー ジ理 論 に お い て ， 5．4 項 の よ う に ， ゲ ー ジ 場の 特異 点が 無 限格 子 L ：＝

L（ω 1 ，
cv2）を形成 す る場合 を考 え る ．こ の とき ， 五 上 の 量 子系 を考える こ とが で き る ．

こ の 格子量子 系の 状態の ヒル ベ ル ト空 間は

　e2（L）・＝ ｛ψ ＝ ｛ψ（nm ，n ）｝m ，n ∈zlψ（Om ，n ）∈ C
，　m

，
n ∈ Z

， Σ 1ψ（Om ，
n ）」

・
〈 。。｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ，n ∈Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6．5）
に よ っ て あ た え られ る．

　頂点 を9m ，n ，　nm ＋i，nRm ＋i
，
n ＋1 ，

　nm ，n ÷1 とす る長方形 の 内部を Sm ，n と し
， その定 義

関数 を・・，・とす る ・各 S
・

，
・ 上 で一定 の 値 をとる ・

　 L2（R2 ）の 元 の 全体 を L9
、。 、（R

・
）と

しよ う． こ れは ， L2（R2）の 閉部分空 間で あ る ．こ の とき ，

　　　　　　　　　　 σψ・一 Σ ψ（9 嗣 x
＿ ， ψ∈ e2（L），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n
，
m ∈Z

に よ っ て 艤 され る写像 σ le2（L）→ LZ
、。 、（R2）は ユ ニ タ リで あ る．こ の 麟 で ，

・e・

（L）
と LZ

… （R2）は 同覗 され る・ したが ・ て ・ も し
・
L2（R2）上 の 鷆 子 で L9

、、
、、ig（R

・

）｝・

よ っ て 簡約 される もの が あれ は ， そ の 簡約部分は ， 格子 量 子系の 演算子 をあたえ る ．こ

の よ うな場合 ， 連続空 間上 の 量子 系 の 理 論か ら
， 理 論 自体の 内的構造 と して

， 格子 上
の 量 子 系の 理 論 が導か れ る こ とに な る． これ が 上 に 言及 した機構 の 意味で あ る．

　実際 ・ ある ク ラ ス の ベ ク トル ボテ ン シ ・ ル 1こ対 して は ・
ユ ニ 列 演算子 T

、，町
・

，ゴー

1
，
2

，
が L乙

、μ 、（R2 ）によ っ て 簡約 され る こ と を証明す るこ とが で きる ［10］．こ の 場合 ， その

簡約 部分は ・ 格子 L 上 に鸛 が か カ’
っ た量 孫 の 磁気並進 演算子 （m ・g・・ti・ t・・n ・1・ti・ n ）

をあた え る
19

．こ れ らの 演算子 は ， い わ ゆ る Hofstadter型の モ デ ル を定義す る （た と
えば

， ［18， 30，
20］を参照 ）．こ う して ， 格子 空 間 L 上の Hofstadter型 の モ デル を連 続

的な 量 子 系の 簡約部 分 と して 導出 す る こ とが で きる ．詳細 に つ い て は ， ［10］を参照 さ

れ た い ．

　
19
磁 気並進に 関する研 究は，たとえば ， ［11，

13，14，30，
20］に見い だされ る．
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