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非線形減衰振動子 に対す る量子確率微分方程式 の 微視的導出
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1　 は じめ に

　 散逸 の あ る 非線形量子 系 で は ， 系 の 緩和過程 は非線形性 に よ り影響 を受 ける。系 の 非線形性

が緩和に及ぶ す影響 を取 り入 れた量子 マ ス タ
ー方程式が ， 減衰理論 ［1，

2］の 枠組み で導出 された

［31−［7］。

　 注 目す る系の ハ ミル トニ ア ン が

　　　　　　　　　　　　　　　H ・
一 ω ・

t
・ ＋1・蜘 　 　 　 　 　（1）

で与 えられ る非線形減衰振動子 を考えよ う。α，atは交換関係

［・ ，
・
†
｝＝ 1

， ［・ ，
・］＝ o

， （2）

を満 たすボ ゾ ン 演算子で ある。減衰理論 にお ける non −conventional な取 り扱 い ［3］一［7］では ， 注 目

する系内 の 非線形性がそ の 緩和 に与 え る影響が考慮 され る。 その 結果系の ダイナ ミク ス は ， 注 目

する系の密度行列ρs（t）が正 しい 終状態で あるカ ノ ニ カ ル 平衡状態 の密度行列 e
一
βHs

に 収束する こ

とを保証す る
。

一方 ， 減衰理論に お ける conventional な取 り扱い では ， 系の 非線形性 が緩和に及

ぼす影響は無視 され ， ρS（t）は調和振動子 の カ ノ ニ カ ル 平衡状態 e
一βω α

†a
に収束す る 。 こ の こ とか

ら， 系 の 非線形性が緩和 に及 ぼす影響は ， 系 の 長時間 の 振 る舞い に重要な役割 を果た して い る こ

とが分か る。Haake等 ［7】は減衰理論 にお けるnon −conventiona1 な取 り扱い によ り，非線形減衰振

動子 に対す る量子 マ ス タ
ー方程式 を導出 した。

　 非平衡 Thermo 　Field　Dynamics （NETFD ）［8］
一
［12］の 枠組み にお い て ，量子 Langevin方程式 と

量子 確率 Liouville方程式 を含む量子確率微分方程式の 系統的な正 準演算子形式 の 体系が構成 され

た 【10］一［23］。こ の 体系におい て ，前述の 非線形減衰振動子 に対する量子確率微分方程式が構成され

た ［20］。

　 Accardi等 E24］一［28］は ， 量子確率過程に対 して微視的な基礎付 けを与えた。彼 らは，ボ ゾ ン場の

熱浴 と相互 作用す る量子系を考察 し， 熱浴 の ボゾ ン 場 によ り構成 され る集団的ボ ゾ ン 場 （collective

boson　field）とよばれ る場が ， 弱結合極限 （van 　Hove極限）［29］で量 子 Wiener過程に収束する こ と
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を示 した。また ， 相互 作用表示にお ける波動関数の 時 間発展方程式が
， 無限小 時間発展演算子 に

量子 Wiener過程の増分を含む 量子確率微分方程式に収束する こ とを示 した。

　 こ の 論文で は ， こ の Accardi等の 手続 きを NETFD の枠組み で非線形減衰振動子に適用 し ， 系

の 非線形性 が緩和に及ぼす影響を考慮 した非線形減衰振動子 に対する量子確率微分方程式を微視

的な モ デル か ら導出する 。

2　微視的モ デル

熱浴 と相互 作用す る非線形振動子を考える。系の ハ ミル トニ ア ン は

H ； 　Ho ＋ Hl
， （3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Ho ＝ Hs 十 HR
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　H ・ ＝ iAΣ（・
†bk− bL・），　　　　　　　　　 （5）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

で与 えられ る 。 Hs は注 目す る非線形振動子の ハ ミル トニ ア ン （1）で あ り，
　 HR は熱浴 の ハ ミル トニ

ア ン

　　　　　　　　　　　　　　　　　HR ＝ Σ E，blb，，　　　　　　　　　　　　 （6）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ん

で あ る。 た だ し ， α
， a †お よび bk，　blはそれ ぞれ 交換関係 （2）および

　　　　　　　　　　　　　　　［bk，
　bfl＝ δ、、， ［う島 う、1＝ o

， 　 　 　 　 　 　 （7）

を満たすボゾン 演算子で ある 。

　テ ィ ル ド演算子 a
，
諍

，
　5，，

51を導入す る。テ ィ ル ド共役 〜 は ，

（AIA2 ）
〜

＝ AIA2
， （8）

　　　　　　　　　　　　　　（CIAI ＋ ・2A2 ）
’“
　・ ・　clAi ＋ らム2 ， 　 　 　 　 　 　 　 （9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A）
〜

＝ A
，　　　　　　　　　　　　　　　　 （10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A†）
’“

　
＝ 互†

，　　　　　　　　　　　　　　 （11）

で定義 され る 。 た だ し ， Al
，
A2

，
　A は任意 の 演算子 であ り，

　 Cl
，
　C2 は C一数で あ る。（α ，

　at
，
a

，
　dt）の 表

現空間を咒 s ， （b，
　bl

，
5、，
SI）の 表現空間 をrR と記す 。

　 rR の熱真空 （七hermal　vacuum ）iOR＞お よび くIRIは数演算子の 真空期待値

（1Rlblb，IOR＞二nkδkt， （12）
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によ り特徴付け られ る。ただし， nk は プラ ン ク 分布

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　
nh ＝

e ・k1T − 1
・

で ある。 rR 上の 消滅演算子 （C島 Ck ）と生成演算子 （c孟，
δZ）をボ ゴ リュ

ーボブ 変換

　　　　　　　　　　　　　（：1）一 巴
1 −

lk）（舞）1

に よ り導入 する 。 （Ck ，
ik）お よび （cZ ，9量）は正 準交換関係

　　　　　　　　　　　　　　　　［Ck ，　c尹｝＝ 　［〜≡k ，　ff含］＝ δkl，

を満た し
， 熱真空 を消去 す る ：

　　　　　　　　　　　・klOR ＞＝ δ・IOR＞＝ 0
， 〈1誠 ＝ 〈1． raX　＝ 　O．

（13）

（14）

（15）

（16）

表現空 間堀 は ， IOR＞に （cX ，
∂わを ， ＜IRIに （Ck ，輸 を繰 り返 しに作用す る こ とに よ り得 られ る基底

ベ ク トル に よ り張 られ る 。

　 相互作用表示 の 時間発展演算子OA（t）を

に よ り定義す る。ただ し，

伍（t）＝・eiH
・te− iHt

，

H ＝ H − H ，　 He ＝ Ho − Ho
，

で ある 。 砥 （t）は熱空間 （thermal　space ）咒 s   TR に作用す る演算子 で あ り， そ の 時間発展は

　　　　　　　　　　　　　　　影（t）・一 一iei （t）o・（t），

によ り記述 され る。ただ し ， Hf （t）は無限小時間発 展演算子

　　　　　　　Af（t）＝ eiH ・t
（Hl 一君1）e

−iH
・
t

　　　　　　　　　　− iAΣ｛・
†bk・

一
帽 ω ＋・“

†
α）］t − ・1・輸 呻

†
・

喝
一・・C・

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

で ある。t．c ．はそ の 前の 項 の テ ィ ル ド共役 を意味す る 。

　 真空状態 10，0＞お よび 〈0，
01を

　　　　　　　　　　　alO
，
6＞＝δIO，6＞＝ 0

， 〈0，61a†＝ 〈0，
61a†＝ 0

，

に よ り導入 し ， ケ ッ トベ ク トル lm，
fi＞お よびブラ ベ ク トル 〈m ，刺を

　　　　　　　　　岡 一 豊牒 1  〉， ・畔 く・，
・磯 零，

一 782一

（17）

（18）

（19）

（20）

（21）

（22）
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と定義する 。 1π L
，勅お よび くπ ↓

，刺は規楮直交条件

　　　　　　　　　　　　　　 〈m ，
hlm「

，
ft

’

〉＝ δmm
’tinnt

，

と完全性 の 条件

　　　　　　　　　　　　　　　 Σ　lm，
　ft＞〈m ，

fi1＝ 1
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

を満足す る 。 表現空 間 ns は基底 ベ ク トル 「m ，
fi＞および 〈m ，刺に よ り張 られる。

　呑f（t）は ベ ク トル Im，　ft＞お よび （m ，
　h ［を用い て

　　　　　　　　Af（の ＝ 乞λΣΣ｛・桶 lm＋ 1
，
n＞（m ，甑 ・

−d（・ k −dim）t

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 mn 　 k

　　　　　　　　　　　　
− b鬼ei（

Ck 一φγ拠 ）tVEi
−
iFillm

，
ft＞〈m ＋ 1

， fi1｝
− t・c ・

，

の よ うに展開 され る。ただ し
， φπ

＝ ω ＋ gn で ある 。 （25）にお い て

　　　　　　　　　　　　1m，　ft＞〜＝ ln， 角〉，　〈m ，
覚1〜＝ 〈n ，

　M
，

が 成り立 っ こ とに注意する 。

3　〔fA（t）の 評価

（23）

（24）

（25）

（26）

　厂R に属する集団的指数ベ ク トル （collective 　exponenti α1　vector ？　ieλ（Σ n
　Zn ［Sn，

　Tn］， ΣnWn ［SA ，
TA］）〉

お よび （eλ（Σn 　Zn ［Sn　
，
　Tn］，

　£ n
　Wn ［SA，T脆1）1を

1・・（Σ ・。 ［Sn，臨1Σ ω
。 ［Sh，％］）

n 　　　　　　　　　　　　 n

〉… ［￥写色細 幅 ［轄 ）］1・・ 〉， （27）

〈e・（IIP　・・　［
・

・　・　
・

・ ］　，　lll］　Wn ［SA ，
・TA］）1− … 呵早写偽 隣 ］・副 瑳・呵 （28）

に よ り定義す る。ただ し ， Znk ［Sn，
Tn］，

ω nk ［鑑，
TL］は c一数 Znk

，
　Wnk を用 い て ，

　　　　　　　　　　　砺 翻 一 ・鵜（ご蝋 e−
・ 　 　 （29）

　　　　　　　　　　　喇 瑳 ，嘲 一λ鴈ご幅 評 執 　　　　　（・・）

と定義され る 。 指数ベ ク トル は Ck ，　c2 とそのテ ィ ル ド共役の 作用に対 して次の性質を もつ ：

・i・1・λ（Σ　Zn ［S・ ，
T

・］，Σ ω
・ ［SA．

TAI）〉一 Σ　・。k［S。 ，
T

。］1・・（Σ・
。 ［3 ，轟 LΣ副 5糾 ］）〉， （3・）

　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　 n

ak　l・λ（Σ　Zn ［S・ ，
T

・ ］，2 ω ・ ［SA ，
TA］）〉＝ Σ嚥 ［SA ，

TA］1・λ（Σ ・
。 ［S。 ，

T
。 ］，Σ副 5義，叫1）〉， （32）

　 　 　
n
　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　　n
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〈eλ（Σ　Xn ［S・ ，
T

・ ］，Σω
・ ［sa，TA］）1・遣一 くeλ（Σ Zn ［Sn ，

T
。］，2 ω n ［SA，

　TA］）1　E 　・：k［Sn，
T

。］， （33）
　 　 　 n　　　　　　　　　　　　　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　　 n 　　　　　　　　　　　　　　　n

〈・・（Σ剤 臨 Z』】，Σ副 鵲 窺Dl魂＝ く・λ（Σ ・
。 ［Sn，

Tn］，ΣWn ［3繍 DlΣ嘱 3∴，％】． （34）
　 　 n 　　　　　　　　　　　　　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　　 n 　　　　　　　　　　　　　　　n

これは ， 集団的指数ベ ク トル が コ ヒ
ー

レ ン ト状態で ある こ とを示 す 。

　＆ （t）を

　　　　　　　　K λ（t）； 〈・λ（Σ・・n ［Sln，
Tln］，ΣWln ［S｛n ，

TI
。 ］）10A（t／λ2

）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　 ・1・λ（Σ ・・。［s・n ，
T・。］，Σ ω ・。 ［s6。 ，

　T6n］）〉，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n　　　　　　　　　　　　　　　　 n

と定義す る。（19）を用い る と ，
K λ（t）の運動方程式は

　 　 　 　 　 dA 　　　　 ユ　　 d　　 ．

　　　　　読
κ ・（の；

平 酬
・
）
K ・（オ）

　　　　　　　　一 〈・心 ・・ ［Sl・ ，
　Tln］，Σ ・ ln ［・棚 ）iンW ）鰰

・

）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　・1・λ（Σ Z・n ［S・。 ，
T・n］Σ ω ・。 ［S6n，

TS
。 ］）〉，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　n

（35）

（36）

となる こ とが 分か る 。 （25）式 の （bk，
bZ

，
6κ，
51）を （cκ，

c2
， 軌 ，

∂X）を用 い て 書き換えた表式を（36）に代

入す ると，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　　　　　　　　　　　　　　　読
κλ（の ； 厶 ＋ llλ ，

を得 る ． た だ し ， 厶 ，
U λは ，

　　　　　i・ − 1〈・λ（Σ ・1・ ［・・n ，
Tl

・］，Σ ・ 1n［Slnl・i。 ］）1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 粘 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　n

　　　　　　　　・ ΣΣ｛Vi」1
’
iFiitm＋ ・

，
・〉〈m ，

・麟 e
−‘（c・

『
醐

2

　 　 　 　 　 　 　 　 mn 　k

　　　　　　　　
−
（nk ＋ ・）・X・

’（輪 ）オ1λ2

而 丁 11姻 〈m ＋ ・lfil ＋ ・・c ・｝0・（t／λ
2
）

　　　　　　　　・ 1・λ（Σ Z ・。 ［S ・n ，　T ・。 ］，ΣW ・nlSl 。 ，
Ti

。1）〉，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 物　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

および

　　　　　　rt・ − 1〈・λ（Σ・1・ ［Sl・ ，
　T ・n ］，Σ・ ・n ［st。 ，

・TI
。］）1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　冗

　　　　　　　　　　× ΣΣ｛而 耳 丁1m＋ 1
・酬 m

，
iLl・ke

−’（Ek
一φ皿 ）オ1λ2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 mn 　 k

　　　　　　　　　　− 5k・
’（c・

一φ一 ）t1λ
2

・廂 lm，
苑〉〈m ＋ ・

，
fi1＋ ・… ｝0・（t／λ

2
）

　　　　　　　　　　・ i・λ（Σ ・・。 ［s・。 ，
T・n 】Σ ω ・・ ［SS。 ，

　T6n］）〉，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

（37）

（38）

（39）
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で ある。

　 （31）
一
（34）と関係式

　　　　　　　　　　　 ・贏 （tハ
2
）＝ θ叉（t／λ

2
）・k ＋ ［・k ，砿（t／λ

2
）1，

　　　　　　　　　　　 乙諏 オ／λ
2
）＝ OA（孟／λ

2
）ffk＋ ［ik，

0叉（t／A2）］，

を用い てム とIIλの λ → 0 極限を評価する と，

　　　矗（・）一 麟 喇 ム・竕

　　　　　　一 一琶Σ｛iVimlm ＋ ・
，
fi＞〈m ，

・it12・（φ・ ）n（φ・ 剛 φ・ ）X ［・i調 。】（・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 mn

　　　　　　　　
− i2・（φ鵬 ）［n （iPm）＋ 1］塩 （φ皿 ）X［S 、m ，T 、m ］（t）〉雁 コm

，剛 m ＋ 1
，
fil

　　　　　　　　＋ε〉写 再 lm，・ ＋ 1＞〈m ，
・ftl2・（ip。 ）n（iPn）・f。 （φ。 ）x［Sl。 ，

Tl． ］（オ）

一i2・（φ・ 〉［・（φ・ ）＋ ・1… （φ・ ）・［・iみ （・）・荊 1輙 〉〈m ・
nτ ・1｝齣

一1Σ｛iVili
’
；i］lm・ ・

，
・・〉圃 ・・（φ・ ）… （φ・ ）・［・、轟 （・）

　 mn

一唇而 不Tl頗 〉伽 ＋ 1
，
ft12・（φm 臨 （φ皿 ）X［・6。n ，％。 】（孟）

＋i・簡 囮 ・ ＋ 1＞〈傾 ［2・（φ。 ）妬。 （φ。 ）x［・6。、，・6。］（亡）

一茗・／涌 1呻 〉伽 「平11・・ （φ・ ）酬 φ・ ）・［・，幽 （・）｝齣
一髫（A ＋   左（t），

を得 る 。
た だ し

，

　　　　　　　　　　　　　　　　　K （t）＝ li皿 ・K λ（t），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ→ 0

である  X［S，T］（t）は

　　　　　　　　　　　　　　　・（t）一 ｛1： 1鍬
で定義 され る ス テ ッ プ関taθ（t）を用 い て ，

　　　　　　　　　　　　　　　x［s，z （t）＝＝　e（t．− 5）θ（T − t），

と定義 され る。また ，演算子 △ お よびllはそれぞれ

　　　　　　　ム ー P μ幕｛［・（c）・ ・〕
φ姿皇，

（m ＋ ・）m ＋ ・
，伽 ・ ・

，
・・1

　　　　　　　　　　《 m ・ ・）圃 く癖 （の
、景

（2
，

一・・｝・

　
’
この 論 文 で は ，λ → 0極 限 に お い て K

λ（t）が 収 束 す る こ と を 仮 定す る。

（40）

（41）

（42）

（43）

（44）

（45）

（46）
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お よび

　　　　　　　　∬ ＝
一
Σ｛κ（φm ）［n （φ  ）＋ 1｝伽 ＋ 1）lm＋ 1

，
・fi＞〈m ＋ 1

，刺
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 mn

　　　　　　　　　　　　＋（m ＋ 1）lm，
n＞〈m ，姻 φm ）n （φm ）＋ t．c．｝

　　　　　　　　　　　・・Σ｛（m ＋ 1）im＋ ・
，
．r「F1＞〈顧 1・（φ訓 φ。 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　　　　　＋κ（φ瀧 ）［n（φ瓰 ）＋ 1】（m ＋ 1）lm，　in＞〈m ＋ 1
・
mX 　1｝，

と定義され る。（42）を導出するに際 して ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σδ（c − ・k）＝

ρ（E），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

（47）

（48）

によ り定義 され る ス ペ ク トル 関数ρ（c）を用い て kに関す る和を Eに関す る積分に変え，また
， 関係式

　　　　　　　　　　　　　　f．
°°

．

　・・　・
± ’・・

一
・… v

− … （・ 一
φ・ ）， 　 　 　 （49）

を利用 した
。

4 量子 Wienbr 過程

　　こ の 章で は ， 注 目する系の 非線形性 の 影響を受けた量子 Wiener過程 を構成す る 。

　 次の 正 準交換 関係 を満 たすボ ゾン演算子 Ct（φπ ），c敷φπ ）とそ の テ ィ ル ド共 役を導入す る ：

　　　　　　　　　　　　　　［・t（φ。 ），・夛（φの亅＝ δ（t − t’）δnn ’，　 　 　 　 　 （50）

　　　　　　　　　　　　　　［Et（qsn）， 弓（iPnt）］＝ δ（t − t’

）6nn” 　　　　　　　　　　　（51）

こ れ らは真 空 1＞と 〈1を消す ；

　　　　　　　　　　・t（φ・ ）1＞− ti‘（φ・ ）1＞＝ 0， 〈1・2（φ。 ）＝ 〈1δ夛（φn ）＝ 0．　 　 　 （52）

（c撫φπ ），嘸（φπ ））を真空 「〉に ， （q ，k（iPn）， 転配（φ  ））を真空 （1に繰 り返 し作用 して作られ る基底ケ ッ

トベ ク トル お よび 基底ブ ラ ベ ク トル 上に作られ る Fock 空間をrw と記す 。

　 rw に属す る指数 ベ ク トル を

　　　　　　1・（Σ　・ ・ ［s・ ，
　Tn］，Σω n ［SA， ％D＞

　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　− ・xp 　lf。

°°

d・　Z ｛・
・ ［… T

・ ］（t）輛 ・ wn ［SA，
・

，Z］瞬 （・n ）｝1＞， 　 （53）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n
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　　　　　　〈・（Σ・
。 13・，

（T
。1，Σω 。 ［SA，

TA］）1
　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　7L

　　　　　　　
− （・・xplf

。

° °

・・

写｛・A［・・ ，
Tn］（… 幅 ［・A・

・A］（・）・・t（i・n ）｝］， （54）

と定義する 。 ただ し，Zn ［Sn7　Tn］（t）と Wn ［SA ，
TAユ  は c−ta　Zn （φn ），

ω n （iPn）を用い てそれ ぞれ

Zn ［S・ ，
T

・］（t）− 2・（φ・）X［s。 ，
Tn］（t）Zn （φ・ ）， 嚠 θ毳，鱗］（t）； 2・（φ。 ）X［SA，。A］（t）w 。 （din）， （55）

と与 えられ る 。

　指数ベ ク トル は，消滅演算子 （Ct（iPn），
6t（iPn））と生成演算子 （c2 （φπ ），

EIL（φπ ））の 固有ベ ク トル あ

り， 次 の性質をも つ ：

・・（φ・）1・（Σ ・
。 IS。 ，

Tn］，Σ嚠 SA
，
TA］）〉＝ ・

。 ［5。 ，
Tn】（オ）1・（Σ　・。 ［5。 ，

Tn］，Σω 。 ［SA；TA】）〉，

　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　7し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7》　　　　　　　　　　　　　 n

it（φ・ ）1・（Σ ・
・ ［3・ ，

T
。1，Σ Wn ［SA，TA］）〉＝ 哺［SA ，

TA】（オ）1・（Σ ・
。 ［5。 ，

Tn］，Σ ω
。 ［SA ，

TA］）〉，

　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　 n

〈e（Σ　Zn ［Sn ，
T

。］，　2 　Wn 【3a，
TA】）lc夛（φ。 ）＝ 〈e（Σ 之

。 ［ε。 ，
Tn］，Σ ω

。［SA ，
TA］）lx孟［θ。 μ司（オ），

　 π　　　　　　　　　　　　　　7↓　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 7↓　　　　　　　　　　　　　 7乙

（56）

（57）

（58）

く・（Σ・
・ ［s・ ，

T
・ ］，Σw ・ ［SA ，

TA］）la；（φ。 ）＝ く・（Σ　・n ［s。 ，
T

。 ］，2WnlSA，TE］）】ω n 【SA ，TA］（t）． （59）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n　 n 　　　　　　　　　　　　　 n

量子 Wiener過程 を

Ct（φ・ ）一 ズ觚 （φ・ ）・
（場（φ・ ）イ d・ c夛（φ・ ）， （60）

とその テ ィル ド共役に より定義する 。 増分 dC ア ，
　dα鼻とそ の テ ィル ド共役の積の規則は，　d（草（φπ ）d（］t（iln’）

などの 指数ベ ク トル に関す る行列要素を ， 指数ベ ク トル の 性質 （56）
一
（59）を用 い て 評価す る こ とに

よ り調 べ る こ とがで き る 。 そ の 結果 ，

　　　　　　　　　〔ICt（φη ）dO夛（iPnt）＝δnn
’dt

，　　dOt（φη ）〔オ∂多（φπ
’）＝δnn

・dt
，　　　　　　　　　　　　（61）

を得 る。他の 積は 0で ある ［231。

　 量子 Wiener過程 Bt（φπ ），
　B2（φπ）とそ の テ ィ ル ド共役を

　　　　 Bt（φη ）＝ Ct（φn ）＋ rt（φπ ）（う夛（φπ ），　B ；（φη ）＝∂，（φπ ）＋ ［n （φπ ）＋ 1］0夛（φ几 ），　　　　（62）

とその テ ィル ド共役によ り定義する、Bt（φη ）とB；（φπ ）の定義 （62）と積の規則 （61）よ り，増分 dBt（φπ ），

dB；（φ． ）とそ の テ ィ ル ド共役 に 関す る積 の 規則が次 の ように なる こ とが分か る ［23］：

　　　　　dBt（φ。 ）姻 （ip。 ・）＝ ［it（φ。 ）＋ 1］δnn
・dt

，
　 dBt（φ。 ）姻 φ。

’）＝ n（φ。 ）δnn
’dt

， 　 （63）

　　　　　dB！（ip。 ）dBt（φ。
’）＝ n （φ。 ）δnn ’dt

， 姻 （φ。圃 （φの 一 ［n（φ。 ）＋ 1］δ。 。
’dt

， 　 （64）

　　　　　dB，（φ。 ）dBt（φ。
’）＝ fi（φ。 ）δ。。

・・dt
，
　 dB 、（φ。 ）姻 （φ。

’）＝ 　［n （φ。 ）＋ 11δnn
・dt

， 　 （65）

　　　　　d理（ip。 ）dBl（φn
・）＝ 匝（φ。）＋ 1］δ。 。

・dt
，
　 d司（ip。 ）dBt（φ。

’）− it（φ。 ）δ。 。
’dt，　 （66）

他の積 は 0で ある。
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5　確率的時間発展演算子

　 演算子U（t）を

　　　　κ（t）＝ 〈・（Σ　・1n 【S・ ，
T

・］，Σ ω ・n ［SA，TA］）1∂
‘
（のr・（・・。 ［S。 ，

T
。 ］，Σ w 、。 ［SA，

T61）〉，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 7し　　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

によ り定義す る 。 （56）
一
（59）を用い る と， （42）よ り0（t）は量子確率微分方程式 ．

dO （t）＝
− i｛（ム＋ 遊 ）o（重）dt

　　　　　＋iΣ［2κ （φ冊 ）〉裲 lm＋ 1
，
fi＞〈． ，

　filo¢ ）。 d（］t（φm ）
　 　 　 　 　 　 m π

　　　　　
一 2κ（φm ）倆 lm，

　ft＞〈m ＋ 1，n10（孟）。 鵡 （φm ）

　　　　　＋ 2・（φ。 ）Vii
’
丁了lm，　nT1 ＞〈m ，

　ftlO（t）。 鵡 （φ。 ）

一 2 ・（φ・ ）・刷 1瞬 〉〈m ，
・1・：11σ（t）・ dCt（φ・ ）］

・ ・

驀［2κ （φη↓）d∂夛
L

（φm ）倆 lm・ 1脚 1・（…

− 2・ （φ皿 ）de ，

’
（φ恥 ）V簡 1噸 〉〈m ＋ 1

，
nl［n（φη ）＋ 11

＋ 2・（φ。 ）d（）i
♀
（φ。 ）備 lm，nT1 ＞〈m ，湘 φ。 ）

一 ・・ （・・ ）・φ（・・ ）・痢 頗 〉〈・ ，
nT ・「［咽 ・ ・］］・ ・（の｝・

（67）

（68）

を満 たす こ とが分か る。（68）は，演算子 に対す る通常の （確率的で ない ）微分方程式 （19）か ら導かれ

た もの で ある。こ こ では ， （68）が表す微分が，元の （19）の 微分が したが う通 常の 微分の 計算規則に

した が うよ うに ， （68）を Stratonovich型の確率微分方程式 と解釈して い る†
。 記号。 は Stratonovich

積を表す。

　 S七ra 七〇novich 積 と Ito積 を結び つ ける関係式 ［23］

　　　　　　　　　　Xt ・ dC・（φ・ ）− X ・dCt（φ・ ）・ i・X ・dCt（φ。 ），
・…

， 　 　 （69）

よ り，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　
X ・叫 （φ・ ）＝ dCt（φn ）° X ・ ＋

蔘脚 α（φ・ ）
一

・dCt（φ・ ）dXt］，
・t・

・ 　 （7・）

　
tStratonovich

積 と lto積を結び つ け る関係 式 （69）を 用 い る と

　　　　　　　　　　　　o（t）。 dCt （ip・ ）　； 　O（t）dCt （祠 ＋ ；dO （t）dCt（di・）T

　　　　　　　　　　　　d（堤（φ・ ）。 殉 とd（季（φ・＞o（t）＋ 1癖 （φ・ ）dO （t），

と なる 。
こ れ らを用い て （68）を lto型 に書き換 え るこ とが で きる。 しか し，　 Stratonevich積 とIto積 の 差 で あ る上 式 の

右 辺第 二 項 が 0に な る の で ，形を 変え る こ とな く（68＞を lto型 に 変換す る こ とが で き る。こ れ は ， （68＞を初め か ら lto
型 と解 釈 で き る こ と を示 して い る。
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とな るこ とが分か る 。 （70）を用い て （68）中 の 0（t）と dCt（iln），
　dOt（φπ ）の 順序を入れ替えると，

　　　　　　　　　　　　　　dO （t）；
− i（Adt＋ d躍）。 0（t），　　　　　　　 （71）

を得る。 ただ し ，

　　　　　　　　d瑠 一 iΣ 2・（φ・ ）［・扁 1m＋ 1
，
n＞〈蜩 衂 φ。 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 mn

　　　　　　　　　　　　　
− dB2 （φ・ ）倆 圃 〈m ・ ・

，
・1］一・… ， 　 　 （・2）

で あ る。

6　 量子 確率微分方程式

6．1　 量子確率Liouville方程式

　 確率的時間発展演算子Vf（t）を

　　　　　　　　　　　　 Vf　（t）＝ e
“’Hsto ’

（t），
　 Hs ＝ Hs − Hs

， 　 　 　 　 （73）

と定義する 。 （71）を用 い る と，Vf（t）の 時間発展方程式 は

　　　　　　　　　　　　　　　 dVf（t）＝ − iHf，tdt 　o 　Vf（t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（74）

とな るこ とが分かる 。 ただ し ，

　　　　　　　　　　　　　　　Hf，tdt ＝ （ffs十 ∠1）dt十 dMt
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（75）

　　　　　　　 d！t2f， 一 ・

一沼
吻 躍 ・

iH・ t

　　　　　　　　　　− iΣ ・・（φ・ ）［・廂 瞬 ・
，
ft＞〈  舸 φ・

衂 φ。 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 mn

　　　　　　　　　　　
− dB2（φ・ ）・

‘φ・

・扁 1姻 くm ＋ ・
，
fi1］一・…

， 　 　 （76）

で あ る。

　 （69）を用い る と， Stratonovich型の 方程式 （74）を Ito型に書き換える こ とがで きる 。 そ の 結果は ，

　　　　　　　　　　　　　　　　dVf（t）ニ ーinf，tdtVf （t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（77）

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　 ・　　　　 ・　　　　 1 ．　　 ．

　　　　　　　　　　　　　　nf ・
・dt ； Hf ・・dt　

一
　isHf，・dtHf，，dt， 　 　 　 　 （78）

で ある 。 積の 規則 （63＞一（66）を用 い て H
∫，
tdtHf ，tdt を計算する と ，

　　　　　　　　　　　　　 Hf，tdtHf ，
tdt ＝ dMtdMt ＝ − 211dt

，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（79）
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を得る。 したが っ て ， 7tf，tdt は

　　　　　　　　　　　　　　チごノ，t（lt＝ （Hs 十 △ ！−i” ）dt一トdMt ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（80）

となる こ とが分 か る。

　　熱真空 10f（t）〉を

　　　　　　　　　　　　　　　　 10ノ（t）〉＝ Vf（t）IOf（0）〉，　　　　　　　　　　　　　　（81）

と定義す る。（77）を用い る と ， 1七〇型 の 量子確率 Liouvil正e 方程式

　　　　　　　　　　　　　　　 dFOf（t）〉＝− i7tf
，
tdtlOf（t）〉，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（82）

が 得 られ る 。 7tf，tdt は （80）で与 え られ る 。

　　Tw の熱ブ ラ真空 く1を Ito型の 確率 Liouville方程式 （82）に作用する と，

　　　　　　　　　　　d〈］Of（t）〉＝ − i〈iチtf，，dtlOf（t）〉＝ − iHdt〈IOf（t）〉，　　　　　　　　　　　　　　　（83）

とな るこ とが分か る。ただ し，H は

　　　　　　　　　　　　　　　　　H ＝ Hs 十 ∠玉十 琶∬
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（84）

で あ る。こ こ で ，｝Of（0）〉が ， 注 目する系の 時刻 t ＝ 0で の 熱真空 IOs＞とrw の 熱真空 1＞を用 い て

lOf（0）〉＝ 　10s＞1＞と表 され る こ とを仮定す ると，
　 Ito積の性質

　　　　　　　　　　　〈ldB・（φ。 ）蜘 ）1＞＝ 0
， ＜ldB2（φ。 ）Vf（t）1＞； O

， 　 　 　 　 （85）

　　　　　　　　　　　〈1dBオ（φ。 ）Vf（t）1＞＝ O
， 〈ldBl（φπ ）脅（t）1＞＝ 0

，　　　　　　　 （86）

によ り

　　　　　　　　　　　　　〈］dハ4tlO∫（t）〉＝ （1　dMt　Vf（t）IO∫（0）〉＝ Oi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（87）

が成 り立つ こ とを用い た。10（t）〉＝ 〈10f（t）〉とお くと，（83）よ り量子 マ ス il　Y 方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　房
IO（の〉＝ − iHIO（t）〉，　　　　　　　　　　　 （88）

が得 られる 。

6．2　量子 Langevin方程式

　 注 目す る系の 任意 の 演算子 A に対 し て
，
He おenberg 演算子

　　　　　　　　　　　　　　　　A（t）＝ Vii（t）AVf（t）， 　 　 　 　 　 　 （89）
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を定義す る。Ito型 の 計算規則 に したが い
， （89）の 微分を計算する。そ の 際 ，

　Vf（t）の 方程式 （77）
と咋

1
（t）の 方程式

　　　　　　　　d咋
1
（t）一 吻

1
  礁

1）dt
，

711
，

’）dt− 71f，，dt　＋・idA2fl，dth，， 　 　 （9・）

を用い る と ， Ito型 の 量子 Langevin方程式

　　　　　　　　dA（t）＝ d咋
1
（t）Agf（t）＋ 咋

1
（t）AdVf （の＋ d咋

1
（餌 鵡 ω

　　　　　　　　　　　
一 i［蘭 如 （t）］　

一　・th（t）［dth（・），
・A （・）］， 　 　 　 （・・）

を得 る。た だし ，

　　　　　　　　　　　　　　　Uf （肋 一咋
1
傾 μ 覇 （t）， 　 　 　 　 　 （92）

お よび

　　　　　　　　　　　　　　　　蜘 三咋
・

（繊 舳 ， 　 　 　 　 （93）

である 。

　 真空 《11＝ 〈1〈lslを（91）に 作用する と，
ベ ク トル 《1［A （t）に対す る方程式

　　　　　　　　　　d《1 姻 一 一i＜＜・IA（t）　［a・（糊 如 蜘 齲 ］， 　 　 （94）

を得る。た だ し，

　　　　　　　　　　　　　　　《117
」t∫（t）＝ 0

，　　＜＜11dM （t）； O
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（95）

を用い た 。 さらに ， 10＞＞＝ 】Os＞1＞を （94）に作用 し，熱状態条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　　く11A†（t）一（11A（t）， 　 　 　 　 　 　 　 （96）

と （85）および （86）を用 い る と， 真空期待値 1〈1iA（t）lO》の 運動方程式

　 　　 　　 　　 　　 d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ．

　　　　　　　　　EE《liA（t）10＞〉− i＜＜1胆 ・¢ ）， 繝 1・＞＞＋ （（・IA（t）IT（t）10＞＞， 　 　 （97）

を得る。（97）は量子 マ ス タ
ー

方程式 （88）か らも得る こ とがで きる。

7　ま とめ と議論

　　こ の 論文で は，Accardiらの 手続きを熱浴 と相互 作用す る非線形振動子 に適用す る こ とに よ り，

非線形減衰振動子 に対す る量子 確率微分方程式 を導出 した。

　 熱浴 の 表現空間に 属す る集団 的指数ベ ク トル を用い て時間発展 演算子の 行列要素 を作 り， そ の

運動方程式が弱結合極限にお い て ， 確率的時間発展演算子 の ， 量子 Wiener過程の 表現空間に属す
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る指数 ベ ク トル による行列要素 の 運動方程式に 収束す る こ とを示 し た
。 そ の 確率的時間発展演算

子 は量子確率微分方程式を満 たす こ とが 分か っ た 。 こ の よ うに ， ミク ロ なモ デル の 時間発展演算

子 の 方程式が 量子確率微分方程式 に収束す る こ とが示 された 。 ただ し ， こ の 収束は演算子の 行列

要素の 意味で の 収束で ある こ とに注意す る 。 こ の こ とは ， 演算子 に対す る通常の 微分方程式 か ら

量子 確率微分方程式 へ の 移行 が ， 弱結合極 限に よる表現空間の 変更 と捉 えられ る こ とを示 す。 す

なわ ち， NETFD の 体系の 中心 的な概念で ある表現空間 の 変更 とい う概念で ， 系の ダイナ ミク ス の

粗視化の レ ベ ル の 変更 を捉え るこ とがで きるこ とが示 されたわけで ある。

　 注 目す る系内の非線形性 の 効果 を考慮 した量子 Wiener過程を，そ の 表現空間 とともに構成 し

た 。 こ の量子 Wiener過程が時間発展 に与 える影響 は ， 量子 マ ス タ
ー方程式 と観測量 の 期待値に対

する運動方程式の 表現に現れ て い る。非線形性 の 効果 を考慮 した量子 Wiener 過 程が系 に 与 え る 影

響をさらに調 べ て い くこ とは ， 今後 の 課題 である 。
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