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Abstract

　 量子力学では，様 々 な意味で 不確定性や不確定性 関係が議論される．しか し ， 測

定による不確定性を厳密に評価 した研究は数少ない ．量子推定理論は ， 推定誤差の視

点か ら量子力学の持つ 不確定性 を厳密に捉えるため の 枠組み と言 っ て もよい ．本稿で

は Spin　l12 系 の純粋状態に的を絞 っ て ，
こ の よ うな視点か ら議論する．

1　 序章

　 近年 ， 光通信に関する関心 の 高ま り と関連 して ，量子力学 に よ っ て記 述 され る通信 シ

ス テム の 受信過 程の 最適化 に 関す る研究の 必 要性が増 しつ つ ある 【2］．本研 究テー マ で あ

る量子状態の 推定問題 は ，こ の 受信過程の最適化の 研 究 として ， 1960年代後半 か ら 70年

代にか けて ， Holevo ら旧 ソ連の数学者 ， お よび Helstrom，　Yuen らア メ リカ の応用物理 学

者に よっ て定式化 された 【4 ，
5］．量子推定理論の 目的は ， 未知の 状 態を推定するに は どの よ

うな観測が適切か調べ る こ とに ある．初期 の 特筆す べ き成果 として は，Yuen らに よ る背

景熱ノ イ ズ 中の コ ヒ
ー

レ ン ト光の 複素振幅の 推定 ［6］， 及び それ を
一

般化 した Holevoに よ

る量子ガ ウス 状 態の 期待値 パ ラメータの 推 定が あ げ られ る 圖．初期 の 量子推定理 論は 光

通信の 受信過程 の 最適化 との 関連で発展 した こ とか ら，未知 の 状態 の 1つ の サ ン プル に対

す る測定の誤差評価に 重点が置か れ て い た ．この結果 ， 漸近的推定理 論 として の 考察 を欠

くこ とに なっ た，1980 年代に 入 る と， 量子推定理論に関す る研究 は停滞 し，
こ の 分 野の 研

究者す らい ない状況が しば らく続い たが，近年に な っ て 欧米で 状態推 定 （sもate 　estimation ）

に関す る話題 に関心が集ま りつ つ あ る．

　 基本 的に ， 未知の 量子状態の 1 つ の サ ン プル か ら未知の 量子状態を推定す る こ とは不

可 能で ある 117］．従っ て ， 未知 の 量子状 態の 精度 の 高 い 推定には，サ ン プル を複数準備す

る こ とは もはや避 け られ ない ．特 に，量子状態か ら何らか の 情報を引き出す行為 は （単な

るオブザーバ ブル の 測 定や 連続 測定を含む，）い わ ゆる
一

般化測定に よ り記述 され る こ と

が 知 られて い る §2．1 【4 ，
5

，
16］．これ らの 基本的事 実に 基づ い て ，状 態推 定に 関す る様 々 な

問題設 定が提唱 され っ つ あ る．

　 こ の よ うな問題設定の 下 ， 欧米で 注 目を集めて い る もの に ， 次 の よ うな研 究が挙 げら

れ る．それ は ， 主に Tom 。graphy と呼ばれ ，
パ ラメ トライズ され た フ ァ ミリ

ー
を仮 定せ

ず ， 未知の 量子状 態に対応する，密度演算子 を推定する 問題 を扱 う［18，
191．こ の 定式化の

下で は量子系 の 表現空間が 有限次元で ある ときは パ ラメ
ー

タ推定 に帰着で きるが ， 無限次

元である ときにはパ ラメ
ー

タ推定 に帰着で きな い ．量子光学と関連 して ， 量子化 され た輻

射 場で の こ の 種の 研究が 盛ん に行われ ， ホ モ ダイ ン測定や光子 数測定 を用い る手法が提 案

され て い る．これ らの 研 究で は ， 主 に個 々 の サン プル に対 して適当な測定を行 い ，その 後
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に 適切なデ ータ処理 を行 っ て
， 状態を推定する方法が 提案され て い る ．ただ ， 数学的に厳

密な誤差評価が なされて い ない ．

　
一

方 ，
日本で は 1980 年代末か ら現代に かけて ， 長岡 ， 藤原 ， 松本 らに よ り 1970年代の

一
連の 量子推定理論の 研究 が再評価 され ， 統計学の 視 点か ら ， よ り深 く掘 り下 げた研 究が

な され た ．これ らの 研 究の 動機 の 1つ に ， 量子力学の 持 つ 不確定性 を統計学の 視点か ら厳

密 に定式化 しよ うとの 試みが挙げられ る．これ らの 研 究は古典統計学 で の パ ラメータ推定

に対応す る研究で あ る とも言 え る ［8 ，
9

，
10

，
111．欧米 で盛 んに研 究 され て い る Tomography

に比 べ る と，数学的に 厳密で 数理統計学 （統 計力学で はない ）の 用語 を用い た定式化 とな っ

て い るため，物理学者には な じみに くい 定式化 とな っ て い る．1970年代の研究 と異な り，

サ ン プル を複数準備 した場合の 漸近的な誤差評価を試み た研究もな されて い る 【1，
12］．こ

の よ うな視 点 で 書 かれ た量子 推定理論の 入 門書に藤原 に よ る参考文 献 【211が ある．その

他，広 田 に よ っ て 書かれ た参考文献 【22jもこ の 分野 に 関す る数少 ない 日本語文 献で ある．

こ の よ うに ，量子推定理論の 流れ を概説 したが ， 散発的に研究が進む こ ともこ の 分野 の 性

質で あ る，従 っ て ，先の 流れ に含まれ ない 優れた研 究も少なくな く ， こ の 分野全体を余す

こ と無 く簡 単に紹介す る こ と は容易で はな い ．

　 本稿で は ，
こ れ らの 統計学の 視点か ら掘 り下げられ て きた量子推定理論 の 流れを受け

て ，Spin　1！2 系の 未知 の 純粋状態の推定問題を扱 う．特に本稿で は ， 未知の 量子状態は

Spin　1／2 系の 純粋状態 で あ る こ とが既知で ある との 仮定の 下で ， どの 純粋状 態で あ るか

推定す るた めに最適 な測定方法 とそ の 最適測定の 誤差に つ い て考察す る ．表 現空間の 次

元 が有限で ある ときに は 本稿 と同様の 結果 が得 られ るが
， 具体性 を持 たせ るために ， Spin

l12 系に 限定 して 話を進 め る．本稿の 目的は参考文献 田 で得 られ た結果を解説す る こ と

に ある ．た だ ， 参 考文献 国 で用 い られて い る記 号と本稿で 用い られ て い る記号が若干異

な る の で 参照の 際に は注意を要す る．なお ， 本稿で 紹介す る結果 の 特別 な場合に つ い て

は ， 部分的 に文 献 【23亅に よ り既 に得 られ てい る．

　 本稿で は 未知状態の 独立か つ 同
一

なサ ン プ ル が複数準備 され た と仮定 し ， それ らの サ

ン プ ル に 対 して ， 量子 測定 を行 っ て未 知状態を推定す る問題 を扱 う．最 初に，各 サン プ ル

間の 量子相関を用 い る量子測定を考え ， そ の 範囲 で椎 定量 （推定方 法）に関す る最適化を

行 う．その ため に ， §2 で 問題の 数学的定式化 にっ い て議 論す る．さらに §3 で こ の 数学的

問題を解決する た め に有効 な Holevoに よ り定式化 され た量子版 Hunt−Steinの 定理 を紹

介す る ［5，13］，そ して §4 で §3 の 理 論 を §2 に適用す るこ とに よ っ て ，最適測 定 （最 適推

定）を構成 し ， そ の 最適測定に 関す る漸近誤差につ い て議論す る．次 に，§5 では量子測定

に つ い て各サ ン プル 問 の 量子相関 を許 さな い 範囲で考 え ， 前者 の 最適測定 とどの 程度誤差

の 開きがあ る か考察す る．

2　 問題の数学的定式化

2．1　 量 子測定

　 最初 に
一

般 の ヒ ル ベ ル ト空 間 H 上 の 量子測定の 数学的定 式化 に つ い て述 べ る ．従 っ

て
， 測定に つ い て議論する こ とになるが

， 本稿で は ， 測定器の ダイナ ミ ッ クス や物理 的構
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造よ りも ， 測定値の 確率分布に注 目する ．そ の 理由は ， 我々 は未知の 状態を
“

知る
” ため

に測定を行 うか らで あ る．基本的に測定後の 量子状態に つ い て は本稿では議論 しない ．そ

れ ゆえ， 量子 測定を測定値 を得るた め の 行為 として 捕え る と， 測定器は Black　Box とみ

なすこ とがで き，次の よ うに表すこ とが出来る．

Input　　　 Black　Box　　　 Output

P　 H 　　 M 　　 H 　　∂

状態　　　　測定器　　　 測定値

　 従っ て ， Inputで ある量子状態 ρ と Black・Box で ある測定器 M のみに 依存 して Outpu七

で ある測定値 θ の 確率分布 瑞 が決ま る．

　 例 えば ，
い わ ゆる物理 量 X ； Σゴ酬のくeil　（縮退 は無い と仮定す る．）の 測定 Ex を

状態 ρ に行 うと ， 次の よ うな確率分布が得 られ る．

PSx （｛αi｝）＝ t・ρ1・i＞〈e ・1・
一

般に物理 量 X の ス ペ ク トル 分解を E夂で 表すと物理量 X の 測定 Ex を状態 ρに対 し

て 行 っ た ときに 得 られ る確率分布 は 次の よ うに 表す こ とが 出来る．

∫「島r（dθ）
； trρEk （dθ）・

確率分布 P鴨x
の み に注 目す るの で あれ ば ， 測定 Ex に関 しては ス ペ ク トル 分解 醵 が

分っ て い れ ば十分で ある の で ，両者は同
一

視で き Ex で表わす こ とにす る．一
般に ス ペ

ク トル 分解 Ex は次の よ うな性質を満たす．

　 （1）任意の （Bore1）集合 B ⊂ R に対 して
，
　 Ex （B ）は 射影 （Proj  七ion）で あ り

，

　 （2）Ex （の ＝ 0
，
　Ex （R ）＝ Id となる，

　 （3）さらに ， 互い に粗な加算個の R の （Borel）部分集合 ｛Bi｝巽1 に対 して ， Σ毘1　Ex （Bi）＝

Ex （∪毘1及 ）となる ．

　 各 Ex （B ）が射影 （projection）となるこ とか ら， 上記の条件を満たす Ex を測定値集合を

R に持 つ 射影値測度 （projectien　valued 　measure ）と呼 ぶ．単純測定 （simple 　measurement ）
と呼 ばれ るこ ともあ る

2 ．

　 上の 条件の 中の R を
一

般の 測定値集合 Ω （例 えば ，
Spin　1／2 系の 純粋状態全体な ど）

に 置 き換え る と ， 測 定値 集合 を Ω に 持 つ 射影仙測度の 定義に なる ．

　 1970年頃まで は，
一

般に 量子測定は上記の 射影 値測度で 書き表 され る もの との 考 えが

一
般的で あ っ たが ，

1970 年 に な っ て Davis　and 　Lewis に よ り， 量子 測定 を射影値測度よ

り
一
般的 な一

般化測定3
で 考え る べ きで は との 提案が な され た β｝．

一
般化測 定の 定義は 先

の 条件 （1）の 射影 とい う条件を非負定値な Hermite演算子 に条件 を緩め る こ とに よ り得

られ る．

　
2
単純測定 とい う名称 は次に導入する

一
般化測定に 対 す る名称で あ る．

　
3
英語で は generalized　measuremnet また は positive　operator 　valued 　measure と書か れ，　POM や POVM

と省略 され る．
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　 一
般化測定 で あ っ て ， 単純測定で ない もの の 例 は単純測定の 凸結合を考える と構成 で

きる．単純測定の 凸結合で 表 され る
一般化測定は ラン ダム 測定 と呼ばれ ， 異な る単純測定

をある確率 で行 えば実現で きる．

　 そ の 他 ， 量子 光学で重要な役割を果たす ヘ テ ロ ダイ ン 検波器 は ， 単純測定に含まれ な

い 重要な例の 1つ で あ る．ヘ テ ロ ダイ ン 検波器は熱ノイ ズ中の コ ヒ
ー

レ ン ト光の複素振 幅

の 推定に関 して は最 適測定にな るこ とが知 られ て い る ｛5，
6］．

　 そ の 後，Holevo に よ り，
一

般化測定に 対する 次の よ うな物理的意味付 けがな され た．

Neumark 拡張 と呼ばれる もの で ， 任意の
一

般化測定は射影値測度で 表す こ とが可能 で あ

る との 主張 で あ る 【5，
7

，
14

，
16】．

定理 1 測定値集 合 を Ω に持 っ 量子 系 冗 上の 任意の
一

般化測定 M に対 して適当な量子

系 fttと 冗
’ 上の 状態 σ と測定値集合を Ω に持つ 7t  Z ’ 上の 射影値測度 E が存在 して

次の 条件 を満 たす．

tr
？てρ1レ1（〔如）　； 　tr？topu 厂（ρ  σ）E （〔如）， （1）

こ の 定理 は式 （1）の 条件 を満 たす （咒
’

，
σ，E ）の 3 つ 組が 存在す るこ とを主張 して い るが，具

体的に （H
’

，σ ，E ）の 3 つ 組 を構成す る
一

般的手法 は 見っ か っ て い な い ．わ ずか な具体例で

しか上記の Neumark 拡張 は構成 され て い な い ．例えば ， 先に 述 べ た ヘ テ ロ ダイ ン 検波器

は そ の Neumark 拡張が構成 され て い る数少ない 例の 1つ で ある 【5］．また坂 口 に よ り Q
と P

− 1
の 同時測 定 の Neumark 拡張 が構成 され て い る 【20］．

　 ただ ， Neumark 拡張 （7tt，　q 　E ）の構成がす ぐにその
一

般化測定の物理的実現に つ なが

らない こ とに 注意を要す る．測定器の 物理的実現に は そ の ダイナ ミ ッ クス を考え る必 要が

あ る．逆に，実際に実現 で きる測定による測定値 の 確率分布 は ，

一
般化測 定で表され るこ

とが 知 られ て い る 固．従 っ て ， 今後 ， 量子 状態の 推定を 考え る際に は最初に ，

一般化測 定

の 範囲で 最適化 を行い （§4）， そ の 次に ， 最適な一
般化測定 の物理的実現に つ い て 若干 の

考察を加 える （§5）．今後 ， 本稿 で は測定値集合を Ω に 持 つ 量子 系 胃 上の
一

般化測定の

集合を M （St，7t）で表す こ とに する ．なお ， この 小節の 内容に 関す るよ り詳 しい 解説 とし

て
， 参考文献 【21］の §1，§2 が ある．

2．2　 量子 i．i，d．条件

　 §1 で も述 べ た よ うに ， 本稿で は ，未知の 量子状態は Spin　1／2 系の 純粋状態 で ある こ

とが仮定され て い る の で ， 測定値集合が Spin　l12系の 純粋状態全体 （P （c2 ）で表す ）に な

る
一

般化測定を考え ，その 中で 最適化 を行 うこ とにす る．た だ し，本稿で は純粋状 態に つ

い て も密 度演算子 （1次元 射影）で考え る こ とにす る，

　 まず最初 に n 個 の サ ン プル が どの よ うに表 され るか 考えるこ とにす る．未知 の 量子状

態 ρ の サ ン プル が n 個独立 に準備 され る と ， 量子系 は次 の よ うに記述され る 112］．

πω
・一璽 ・

　 　 　 　 　 　 n

一 851 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

研究会報告

さ らに量子状 態は 次の よ うに 記述 され る．

　　　　　　　　　　　　　ρ
〔n ）

・＝＝ px …
  ρ ・n・n （n ）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一

従 っ て ， 量子状態の フ ァ ミリー
｛p（n ）1ρ ∈ 1）（C2）｝の パ ラメ

ータ ρ を推定す る問題 とな る．

ちなみ に ， この 条件は古典統計学の 独 立同一
分布条件 （i，i．d．条件）の 量子 力学的対応に な

り
， 量子 i．i．d．条件 と呼 ばれ る．

　　こ こで
， 我々 は n 個の サ ン プル に対 して あ らゆる測定手段を考慮に い れ るた め ， 測 定

値集合が P （C2 ）に なるテ ン ソル 空間 IFt（n ）上の
一
般化測定を考え る．こ の 中に は ， 各サン

プル に 対 して逐 次測定 を行い 全測定終 了後に測定値の データに 統計的処理 を加えて 推定

す るとい う操作も含まれる．また ， 逐次に 各サンプル を測定 し， その 際これまで の 測定結

果 を考慮にい れ て新た な測定を行 う場合も含まれ てい る．さらに ， 各サ ン プル 間の 量子相
関を用 い た測定も考慮に入れ られ て い る．

　
一

方で，各 ρ
（n ） は テ ン ソル 空間 π（n ）上の状態で あるが ， 対称テ ン ソル 空間 毎

π ）上
の 状態 と考える こ ともで きる．従 っ て ， 以下の よ うに測定値集合が 1）

（C2 ）にな るテ ン ソ

ル 空間 n （n ）上の 任意の
一
般化測定 M と以下に 定義する測定値集合 が P （C2）に な る対称

テ ン ソル 空間 7tSn）上 の
一

般化測定 Ms は量子状態が フ ァ ミ リー
｛ρ

（n ）lp∈ 1）（C2）｝に 含
まれ る とき は ， 同 じ確 率分布 を実現す る．その Ms は M 。 （B ）：＝ P

。
M （B ）Ps（B ⊂ P （C2））

で与え られ る．た だ し，テ ン ソ ル 空 間 U （n ）か ら 対称 テ ン ソ ル 空間 毎
π ）へ の 射影を Ps

で 表 した ．

　従 っ て ，測 定値集合 が 7）
（C2）に な る対称テ ン ソ ル 空間 冗ln）上 の 任意の

一
般化測定の

中で最適化を行 うとよい ．

2．3　 ミニ マ ッ クス 法 とベ イズ法

　次に最適化 の た めの 誤差評価の 方法 を議論す る．まず最初に P （C2）に次の よ うに距
離を定義す る．

定義 1Fubini −Studyの 距ele　dfsを次の よ うに定義す る ：

　　　　　　　　　… d・・（・・ρ）一

・砺 1 ・≦ d
・・ （P，」5）≦穿　 　 　 （・）

さらに Bure の 距ewE　d， を次の よ うに 定義す る’

　　　　　　　　　　　　　　db（ρ，ρ）：＝ 　　1
− trρ15・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

こ こ で ，未知 状態 ρ に 対 して 測 定値 ρを得 た ときの 誤差 を W （ρ，p）で 表わ し ， 誤 差関数
と呼ぶ ．よ く用 い られ る誤差関数 と して は先に 定義 した 距離 の 2乗 が挙げ られ る．

補題 1 誤差関数 W （p ，li）に関 して 以 下 は 同値で あ る。

　　　　　　o 　W （ρ，P）； 1〃（9P9
＊

，gfig
’

）Vg ∈ SU （2），
∀ρ，

∀ρ∈ P （C2）．

　　　　　　。 W （ρ，の ＝ ’こ。 d∫s（p，
　fi）となる ［0 ，

11上 の 関数 h が存在す る．
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さらに ， 誤差関数 W （ρ，fi）が FN）bini−・Study の 距離 d
∫s に関 して単調 増加 との 自然 な要請

を課 す こ とに する ．未知の 量子状態 が p で あ る とき測定 H ∈ M （St，7t｛
n ））を行 っ て 推定

した ときの 誤 差関数 1・1・「（p，p）の 下で の 平均 誤差は 次で与 え られ る ．

・辞
ω

（・）・一

ム。 、
，

w （P，ρ）・・（・（吻）P‘n 》）・ （4）

本稿で は ミニ マ ッ ク ス 法 とベ イ ズ法 を取 り上 げる．まず ミ ニ マ ッ ク ス 法では ， 次 に定義す

る最大誤差 Dw ，（n ）
（H ）を最小化す る．

　　　　　　　　　　　　D ” ’（n ）（H ）・一
，跚 、

のy（H ）・　 　 　 　 （・）

さらに ，
ベ イ ズ法では P （C2）の 事前分布 （prior）v （dp）の 下で 次の 値を最小化する ．

の野ω （n）・− fp。。（。
、
）

py （n ）・（吻）・

これ らの 問題 に つ い て 解を得る ため，次節で量子版 Hunt−Steinの 定理 を概説する ．

3　 量子版 Hunt −Stein の定理

　 こ の 節で は ， Holevo に よ り定式化 され た量子 版 Hunt−Steinの 定理 を紹介す る 15，13亅．
群 作用 に関 して ある種の 共 変性を満 たす揚 合 ， 先 に述 べ たベ イ ズ 法及 び ミニ マ ッ ク ス 法の

解が どの よ うな形 で得 られ るか概説す る．まず G を コ ン パ ク トなパ ラメ トリッ ク空間 θ

に 推移的に 作用す る コ ン パ ク ト Lie群 とし ， ｛Vg｝を 有限次元 Hilbert空聞 ft ：＝ ぴ 上の

G の 連続既 約 ユ ニ タ リ表現 とする ．さらに
， μ を全測度が 1 に なる G 上の 不変測度 とす

る．今後 ， 5（n ）で量子系 冗 上 の混合状態全体の 集合 を P （n ）で 純粋状態 全体の 集合を

表わす こ とにす る．こ の 節で証 明を省略 した所に つ い て は参考文献 ［5，
13］を参照の こ と．

定義 2 一
般化 測定 rI∈ ル 1（θ，冗）が次の 条件を満 たす とき表 現に関 しそ ｛Vg｝共変 的で

あ る とい う．任意の g ∈ C と任意の Borel　SC合 B ⊂ θ に対 して ，

Vg　H （B ）Vg 二 H（Bg−・）

た だ し ，

Bg ：＝ ｛gele∈ B ｝．

今後 M （θ，V ）で表現 ｛Vg｝に 関 して 共変的 な測定 の 集合を 表す．

定理 2 任意の θ∈ θ に 対 し て
， 次 に定義する 写像 レ

e
：8 （冗）→ M （e，V）は全射にな る．

こ こ で ， 任意の P ∈ 5 （H ）に対 して
，
ve（P ）は次の よ うに 与 え られ る ．

　　　　　　　　　　　・
θ

（・）（・）・− kf
，，、∈β、

職 ・（吻）

ただ し
，

B は任意の Boret　｛k 合 ．
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さらに パ ラ メ トリ ッ ク空間 θ で パ ラ メ トライズ され た フ ァ ミ リー
｛Sθ　1θ ∈ θ｝を考える ．

定義 3 フ ァ ミ リ
ー

｛Se　1θ∈ θ｝が 次の 条件を満たす ときθ に作用す る群 G の 表現 ｛Vg｝
に 関 し て 共変的で あ る と言 う．

Sge ＝ ％5θ吩 ，
∀9 ∈ G

，
∀θ∈ θ・

以 下で は ， 未知状態が フ ァ ミリ
ー

｛Se｝に含まれて い る こ とが既知で あるとして 出来るだ

け正確 に真の パ ラメータ を推定す る 問題 を考え る． この 問題 を数学的 に厳密に 扱 うため

に
， 若干の 数学的準備 をする ．

　 最初に，真の パ ラメータ 0 の ときに ， 測定値 0 を得た ときの 推 定誤差 を W （e， の で表

わ し ， 誤差関数 と呼ぶ ．

　 そ して ， そ の 誤 差関数 W （e，θ）に以下の 自然な不変性 を要請す る ．

w （θ，
θ）＝ w （9θ，9θ）∀9∈ G

，
∀θ

，
∀θ∈ θ． （6）

真の 状態が Seであ るとき ， 測定 n ∈ ル 1（θ，
n ）を行 っ た ときの誤差関数 W （θ，

∂）に関す

る平均誤差は以下で与えられ る．

・勢
3
〔・）・− f。 W （・，∂）・・（・（d∂）Se）・

こ こ で，§23 で取 り上 げた ミニ マ ッ クス 法 とベ イ ズ法を よ り
一
般的な枠組みで 考え る．ベ

イ ズ法で は ，θ の 事前分布 （prior）u （dの を仮定 し ， 以 下に定義す る量を最小化す る測 定

H を捜す．

・野
5
（・）・一曾

3
（卿 ・）・

さらに ， 事 前分布 〃（dθ）にPt　C の 作用 に不 変との 自然 な仮 定を課す．以後 u （dθ）はav　C
の 作用 に関 して 不変 とする．

　
一

方 ， ミニ マ ッ クス 法で は ， 次に 定義す る誤差関数 W （e，e）に 関す る最大誤差 を最小

化する測定 H を捜す．

　　　　　　　　　　　　　が 5
（H ）・＝

聡 曙
5
（H ）・

こ こ で ， 事前分布に群の 作用 に関す る不変性 を課 した ときの ベ イズ 法 と ミニ マ ッ ク ス 法で

は 同
一

の 共変測定によ り最適値が実現 され る こ とを示す．この た めに ， 任意の 測定 n ∈

M （θ，U ）に 対 して ， 測定 Hg ∈ M （θ，7t）を次 の よ うに 定義す る．任意の BoreI集合

B ∈ θ に対 して ，

　　　　　　　　　　　　　　「ly（B ）：＝ VgR（Bg）Vg
’

・

続 い て ， 平均測 定 n を次の よ うに 与 え る．

fi（B ）　・一 　f． ・9
− 1（・）・（dg）・
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する と，

・野
5
（H ）一 伊

3
（ng−1）・（・g）一 ・野

5
（・）・

従 っ て ，

　　　　　　　　　　　 DW ，s
〔H ）≧ P 勢

5
（rI）＝＝　z）野

3
（rt）．

ミニ マ ッ ク ス 法及び群作用不変な仮定の 下で の ベ イズ 法の 解は共 変測定で得 られ る こ とが

分る ．しか も次の 量子版 HunレSteinの 定理 よ り， 両者の解が一
致する．

定理 3 任意 の 共変測 定 n ∈ M （θ，
V ）に対 して ， 次の等式 を得 る．

　　　　　　　　　　　 呼
3
〔H ）一 の野

3
（H）− DW ，s

（11）．

従 っ て，次の 量を最小化すれ ばよい ．

　　　　　・膨
5

・ ve（・）一 砿W （・・9・）・・S・V・
PV；ti（d・）一 ・・細 ）P ，

ただ し ，

　　　　　　　　　　　呻 ）・一 砿 w （・・ 9θ）畷・・Vg・（吻）

　　　　　　　　　　　　　　− kf
．
　w （θ・の亀〃（紛

結 局ベ イ ズ法及び ミ ニ マ ッ ク ス 法 は以 下の 量 の 最小化問題 に 帰着す る ．

　　　　　　　　　　　 min 　 trW （θ）P ＝ min 　 tr駅 θ）P
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P ∈s〔H ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P ∈P （H ）

4　 最適測 定

　 こ の 節では §3 の 理論 を §2の 問題 に次の よ うに して 適用す る．

　　　　　　　　θ ：＝ア（C2）， 刀 ：；7tln），
　G ：≡SU （2），

　Sp：；ρ
（n ）．

さらに ， ｛Vg｝を群 G 　＝・　SU（2）の 対称 テ ン ソ ル 空 間 7tSn）へ の 自然な表現 とする．こ の 場

合 冗5n）の 次元 は n ＋ 1 となる．

定理 4 誤 差関数 W （p ，t｝）が Fubini−Studyの距離に 関 して 単調増加 で ある とき，

　　　　　　　　　　　　 min 　 tr　VV（ρ）Po＝ tr　W （ρ）ρ
（n ）

　　　　　　　　　　　 R
。∈P（瞭

｝

）

とな る．

一 855 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

研究会報告

証 明は 国を参照の こ と．誤差 関数 W （p，li）が定理 4 の 仮定 を満 たす とき ，
　 VP（p（n ＞）は

事前分布が SU（2）不変なベ イズ法及び ミニ マ ッ クス 法に関 して 最適測定になる （γ
ρ の 定

義に つ い て は 定理 2 を参照 ．）．vpa（p6n
）
〉＝ γρ

（ρ（T’））で あ るか ら，こ の 最適測定は p や

W に依存 しない ．この最適測定 を nn で 表 し，以下の よ うに表す こ とが出来る．

　　　　　　　　　　　　 Hn（dP）：＝ （n ＋ 1）ρ
｛n ｝y （dfi）．　　　　　　　　　　　　 （7）

最適測定は 次の よ うに表す こ とがで きる ．

　　　　　　　　　　II7
、（dp）＝ 　（n 十 1）1φ（θ）（n ）

〉〈φ（θ）
（n ）lv（dθ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

ただ し，

　　　　　φ（・） ・一 （，鑞の，
・一（・，… ），

・≦ el・ … ≦ ・・ ≦ ・1・

とする．不変測ts　v （dθ）は   の 座標系で は以下 の よ うに 与 え られ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l
　　　　　　　　　　　　V （dθ）＝ 　

− sin θ1　cos θl　dθi　dθ2，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 π

さ らに ， Vt，
T

（p ，li）＝ ’tod
∫e （p ，p）とす る と，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ！

　　　　　　　　pw ，‘n ）
（・n ）一・（n ＋ ・）f。’

h（・）…
2叶 1

θ・… d・

（9）

が得 られ る．証 明は ［1］を参照の こ と．誤差関数 W （p ，fi）が Bure の 距離 db（p ，
　p）の 2乗

の ときに つ い て 考える と最適測定に つ い て 次の 式 を得 る．

　　　　　　　　　　み、。
、
、
鰤 ）・・（・・ （dρ）ρ（n ’

）一
詣 　 　 　 （1・）

証明 に付い ては ［1亅を参照の こ と．

　 さらに ， 平均 2乗誤 差の 漸近的評価につ い て考える．こ の 場合 ， 距離に つ い て は ，
Bure

の 距離 db（ρ，ρ）FUbini−Studyの 距離 d∫。 （ρ，β）両方に つ い て 考察す る．式 （10）を用い る

と， 最適測 定に関 して 次の 式 を得る．導出に関す る細かい 議論は 国 を参照 の こ と．また ，

式 （5×4）及び ， 定義 1 を参照の こ と．

　　　　矗螂 つ磆，（n ）
（H π ）　一 　遮 ρ昂穃2）

nfp

（c2）
婿（P ，ρ）tr（1

’
ln（dP）ρ

‘n ）
） − 1

　　　無 ・ ・弗，＠ ）
（nn）一楓 羅 、

・厶。、
、
弗（・・ρ）・・（聯 ）ρ

〈” ）
） − 1・

同様に
， 最適測定に 関 して 次の 大偏差型の 式を得る．

　　　　　　　　麟 1・gP 暗
1

｛P ・ ・（C2）ldfs（・，fi）・ ・｝ − 21・9・…

　　　　　　1蝉 麟 1・gP婿
’

｛ρ・ P （・
・

）ldfs（・iρ）・ ・｝ 一 一1
，

（11）

（12）

（13）

（14）

た だ し，P翁 で 状態 S に対 し て 測定 M を行 っ た ときに得 られ る確 率分布 を表す こ とに

す る．証明は ll］を参 照の こ と．
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5　量子相関を許さない測定

　 これまで は ， 複数の サ ン プ ル に 1っ の 測 定を行 っ た ときの 最適測 定 に付 い て 考えて い

たが ， 次に
， 各サン プル に同

一
の 測定を行っ て ， その 後統計的処理 を行う場合に つ い て 考

える．これ は 各サ ン プル 間の 量子相関 を全 く使 わない 測定 に限 るこ とにな り， 前者の 場合

と比 べ る と，誤差は大 きくなる．こ の 節で は ， 量子 相関を許 さな い 測定に 限 っ た とき ， 式

（12）（14）と同様の 誤差評価 を行 うと， §4 の 最適測定 と比 べ て どの 程度の 誤 差が実現で き

るか考 察す る．

5．1　 数学的 構成

　 多変数の パ ラメータ を持つ 確率分布 の フ ァ ミ リ
ー

に つ い て 考える と ，

一
次の 漸近論に

関す る次の 補題 が成立す る．

補題 2 ｛Pelθ∈ θ｝確率分布の フ ァ ミ リ
ー

とす る．｛T
（n ）｝塁 1 が

一
致推 定量 で ある とす る

とき， 次の 不等式が成立．

　　辧 〃
… forJ（T ‘” ’（Xl ，

x ・，
… 1Xn ），

・）P・（… ）・・（d・・）… P・（・t・・ ） ≧ ・… （15）
　 　 　 　 　 −
　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　　　　l鵬 纛1・9P・｛d・（T ・nl
，
・）・ E｝ ≧ −1 （16）

ただ し ， 」 は ｛Pe　lθ∈ θ｝の FiSher計 量を表 し，　dg は Riemann 計量 g の 測地的距離を

表す．また ｛T
（n ）
｝譲 1 が次の 条件を満たす とき

一
致推定量で ある と い う．

　　　　　　　Pe｛d，（T （n ）
，
θ）≧ c｝　一→ 0　αs　n −→ oo ，∀θ∈…θ，∀c　＞ 0．

T （n 》が 最尤推 定量の とき ， 上の 2つ の 不 等式で 同時に等号が成立す る．

次 に ， 確率 分布 の フ ァ ミ リ
ー

｛tr　H1（dfi）ρ1ρ ∈ IP（C2）｝に話題 を移す．　 Jfi
、

を確率分布 の

フ ァ ミ リー
｛tr　H1（dP）ρ1ρ ∈ 1）

（cr）｝の Fisher計量 とす る と

　　　　　　　　　　　　　　　　dJn1 一 佃 ∫、 　 　 　 　 　 　 　 （17）

が得 られ る ．こ の 式の 証明は ［i］を参照 の こ と．

　 こ こ で ， 測定 H1   nl   …   rl1か ら得 られ る n 個 の データに 対 して最尤推 定 を行
一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

うとい う量子 系 冗（n ）上 の 測定を考え ， この よ うな測定 を T（n ）で表わす こ とにする．T｛n ｝

の 定義に注意 して ， 補題 2 と式 （17）を用 い ると，測定 TCn）に対 して次 の 等 式 を得る ．

　　　無 ・ ・伽
嗣 一

無
，跚 、

・ ムσ 、

di
・（・・P）・・（T・n ・（dfi）・

（” ）
） − 1 （18）

　　　　　　　　　　　1鵬 纛1・・P峨；｛，Ci・ ・（C
・

）i… （・，P）・ ・｝ 一 一L （19）

式 （12＞（14）と上記 の 結 果を比 較する と，平均 2 乗誤差 ， 大偏 差型評 価双 方の 意味 で ， 測定

7扁 は最適測 定 nn と漸 近的 に 同程度の 性能を有す るこ とが わ かる．
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5。2　 物理 的構成

　 最後 に T（n ）
の 物理的実現に つ い て考え る．その た めに は IIIを物理 的に実現す るこ と

を考えれ ばよい ．n1 は実 はラ ン ダム 測定 （§2．1 を参照）で あ るこ とがわか る．まず測定値

集合を P （c2）に持 つ 単純測定 Ee（θ ＝ （θ1 ，
θ2）lo≦ θ1 ≦ 2π

，
o ≦ θ2 ≦ π12）を次の よ うに

構成する．

　　　　　　　　　　　Ee（｛rφ（の〉〈φ（θ）1｝）訓 φ（θ）〉（φ（θ）l

　　　　　　　　　　E ・（｛1φ（θ
⊥

）×φ（o
⊥

）1｝）＝ 1φ（θ⊥

）〉〈φ（θ
⊥

）1・

た だ し， θ
⊥

は （φ（θ）1φ（θi）〉＝＝ 　O となる よ うに 定義す る ，今定義 した Ee は角度 e 方向の

Stern−Gerlach型 の 測定 を行 うと得られ る．さらに ，　 n1 は次の 式 で ラ ン ダム 測定 として与

え られ る こ とが容易に わか る．

・1 − fp、講 … θ1C ・・θ・d・，・dθ・・

すなわ ち，測定 H1 は角度 0 方向 の Stern−Gerlach型 の 測定を重み 券　sin 　el　cos 　e2　dθ1　de2
で 行 え ばよ い ．こ の よ うな ラン ダム 測 定の 物理 的実現は 容易で あ る と思われ る． この小

節で議論され た測 定 Ee と Stern−Gerlach型の 測定との 対応に付 い ては 121］の §3 におい て

よ り詳 し く議論 され て い る．

6　 結論

　 Spin　l／2 系の純粋状態全体か らなる フ ァ ミリー
に対する状態推定に つ い て ， 量子相関

を許す場 合 と許 さな い 場合 とに っ い て比 較 した．前者範 囲で の の最適測定 は 式 （7）（8）で

与 え られ る ， nn で あ る こ とが 分 っ た．一
方 ， 後者の 範囲で は ， 測定 TCn）が存在 し，測

定 T｛n ）は式 （19×19）に 見られる よ うに ， 漸近 的に平均 2乗 誤差 ， 大偏差型双 方の 意味 で ，

前者の 最適測 定 rInと同 じ精度を実現するこ とが分 っ た．しか も ， §5．2 で も議論 したよ う

に ， 測定 T〈n ）
の 物理 的構 成は 容易で あ る こ とか ら，漸 近的 に最適値 を実現す る測定の構

成は容易であ る．

　
一方 ， サ ン プル ta　n （＞ 1）が有限の ときにつ い て は事情が異な る．サン プル ta　n （＞ 1）

が有限と きは ， 確実に ， 前者の 最適測 定 nn の方 が ， 測定 T（n ）よ りも小 さい 誤差を実現

す る． しか しなが ら， 最適測定 Hn の 物理的構成 につ い て は ， 難 し い と思 われ る ．基本

的に サン プ ル 数 n （＞ 1）が十分大きくな い ときに つ い て は，漸 近的理論 は使 えない ．従 っ

て，その よ うな場合の こ とを考える と ， 最適測定 nn を物理 的に実現する こ とは，重要な

研究課題 にな ると思われ る．

　 さらに ， こ の種の比 較を混合状態か らな るフ ァ ミリーに対 して 行 う必要が ある ．おそ

らく， 混合状態で は漸近的に も両者は
一

致 しない と思 われ る．

　 なお ， 量子 系の 表現空間が有限 の 場合，本稿 と同様の 結果 が得 られ る．参考文献 国を

参照の こ と．
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